EXAMENES GENERALES DE MAESTRIA - Julic 1998
Algebra Lineal

1. Sean X, VV ¥ W tres espacios vectoriales sobre un campo arbitrario F. Sean
T € Hom{V, W)} v § € Hom(, X'}. Demostrar que,
(1) SoT essobre, si y sélosi S es sobre y Im 7 + Ker § = W.
(2) SoT esinyectiva, si y sélo si T es inyectiva y Im T Nlver 5= {0}.
{3) SeT es un isomorfismo, st ¥ sdlo si S es sobre, T inyectivay W =Im T &
Ker 5.

2. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo arbitraric F. Suponer que todo
subespacio de ¥ posee un complemento. Sea T € Hom(V, V') — {0}. Demostrar
que,
{1y T? =0, si y sélosi VV tiene una descomposicién en suma directa-de la forma
V=V, &V, con la propiedad de que T =0 en V2 ¥ T{V}) C V5.
{2) Suponer que T3 = 0, pero que T7 # 0. Demostrar que V' se puede escribir
enlaformaV =14 V& Vs, donde T(Vy) C Vo, T(Va) C V3 y T(13) = 0.
{3) Suponer que 7T = 0, pero que 7~! # 0. Demostrar que V tiene una
descomposicion en suma directa de la forma V = 1, @ .- & 1, tal que
T(V;) C Vigy parai<ny T(¥;) =0.
. Qué se puede decir de la matriz de T respecto a una base formada mediante bases
de Vi, ..., ¥,7

3. Sea ¥ un espacio vectorial sobre un campeo arbitrario F. Sea T € Hom(V, V) -
{0}. Recordar que un subespacio 1" C V se llama T-invariante si T{W)} C W.

Sea p € Flz] cualquier polinomio y sea W = Ker p(T). Demostrar que, ¥ es
T-invariante, si y sélo si, en cualquier factorizacion p = pips en la que py ¥y pn
seah primos relativos, ¥ se puede descomponer en la forma W = W, & Wha, siendo
Wi=Ker pi(T),i=1,2. 3

4. Sea V un espacio vectorial sobre un campo arbitrario F. Recordar que si A C
es un subconjunto arbitrario de V', el anulador de K' — denotado por K* — es el
subespacio del espacio vectorial dual V* = Hom(V, F), definido por,

K ={feV |VveR flv)=0).

Similarmente, si R C V'~ es un subconjunto arbitrario del espacio vectorial dual, el
anulador de A — denotado por A® — es el subespacio de ¥ definido por,

R={veV|¥VfeR flvy=0}.
Demostrar que si V' = A 4 N, enﬁoﬂces Vr=M*a N

4. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre P. y sea V'* = Hom(V, E)
su espacio dual. Sea B : V' x 1" = F una forma hilineal, simétrica y no degenerada
vsean B* ;17 =+ V" y BY: V" o V las aplicaciones lineales definidas mediante,

B(B(f)v)= fir) ¥ -~Bluv)= B (u){v)
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