
Examen General Análisis I
Enero 2012

Duración 4 hrs

Los problemas tienen indicado su valor y el examen se aprueba 60 con puntos.

1. Sea (M,d) espacio métrico. Sea A un conjunto no vaćıo de M . Defini-
mos la distancia de x a A por

d(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}

Muestra

(a) (4p) Si A 6= ∅, entonces Ā = {x ∈M : d(x,A) = 0}
(b) (3p) Si A 6= ∅ y x, y ∈M entonces |d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y)

(c) (3p) Si A,B ⊂M cerrados disjuntos, entonces la función

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

es continua en M , además f(A) = {1} y f(B) = {0}.

2. Prueba que

(a) (5p) Si an > 0 para todo n, entonces

lim inf
an+1

an

≤ lim inf n
√
an ≤ lim sup n

√
an ≤ lim sup

an+1

an

(b) (5p) Si an ≥ 0 y
∑
an converge, entonces

∑ √
an

n
converge.

(c) (5p) Si
∑
an converge y {bn} es acotada, entonces

∑
anbn con-

verge.

3. (10p) Sea f : M → N una función continua, donde M,N espacios
métricos. Muestra que

f(U) ⊂ f(U)

para todo subconjunto E ⊂ M . Muestra que la inclusión puede ser
propia.

4. (10p) Muestra que si f ∈ C(R) es periodica, entonces f es uniforme-
mente continua.
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5. (10p) Sean fn y gn que convergen uniformemente en [a, b] a las fun-
ciones f y g respectivamente. Si ambas sucesiones son uniformemente
acotadas, entonces fngn converge uniformemente a fg.

6. (10p) Una transformación f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) es anaĺıtica en un
conjunto S si ésta es continuamente diferenciable, ux = vy y uy = −vx.
Muestra que si f es anaĺıtica, uno a uno y Jf(x) 6= 0 para toda x ∈ S,
entonces f−1 es anaĺıtica en f(S).

7. Sea f : [a, b]× [c, d]→ R continua y ∂yf continua. Definimos F (x, y) =∫ x

a
f(t, y)dt

(a) (5p) Encuentra ∂xF y ∂yF

(b) (5p) Si G(x) =
∫ g(x)

a
f(t, x)dt encuentra G′(x).

8. (10p) Calcula
∫

S
(∇× F ) · ndσ donde S es la parte de la superficie de

el hiperboloide dado por x2 + y2 − z2 = −1 y 2 ≥ z ≥ 0, y el campo
dado por F = ϕ× (̂i+ ĵ + k̂) y ϕ = xî+ yĵ + zk̂.
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