
1. Sea (K; d) un espacio m�etrico compacto y f : K �! R. Prueba que f es
continua si y s�olo si su gr�a�ca �f � K � R es compacto.

2. Demuestra que el producto de Cauchy de dos series absolutamente con-
vergentes es convergente.

3. De�ne la sucesi�on de funciones

fn (x) =
x

1 + nx2

n = 1; 2; 3; ::

Demuestra que converge uniformemente a una funcion f y que la ecuaci�on

lim
n!1

f 0n (x) = f
0 (x)

se satisface para toda x 6= 0, pero no para x = 0.

4. Prueba que si ffng y fgng son sucesiones de funciones acotadas en un es-
pacio m�etrico, E, que convergen uniformemente, entonces ffngng tambi�en
converge uniformemente.
Considera las funciones fn (x) = x

�
1 + 1

n

�
, gn (x) = 1=n si x =2 Q y

gn (x) = b si x = a=b 2 Qnf0g, con (a; b) = 1 y con E = (0; 1) para
mostar que no se puede suprimir la condici�on de acotamiento de las suce-
siones.

5. Demuestra que si f : [a; b] �! R es creciente, entonces f es integrable en
el sentido de Riemann.

6. De�ne f : R2 �! R por

f (x; y) =
x3

x2 + y2

si (x; y) 6= (0; 0), f (0; 0) = 0. Demuestra que todas las derivadas direc-
cionales de f en (0; 0) existen, pero f no es derivable en (0; 0).

7. Usa el teorema del valor intermedio para demostrar el teorema de la
funci�on impl��cita para el caso de una funci�on F : R2 �! R de clase
C1.

8. Sea f una funci�on de�nida en un abiertoD � R3 diferenciable. Asoci�andole
el campo vectorial F = (f; 0; 0), usa el teorema de la divergencia para
obtener la siguiente interpretaci�on geom�etrica del gradiente de f

rf (P ) = lim
r!0

1

V

Z Z
S(r)

fndS

donde S (r) es la super�cie de la bola de radio r centrada en P y n es el
vector normal unitario exterior a la bola.
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