EXAMEN GENERAL : ANALISIS FUNCIONAL

Sélo hay que resolver 6 de los 8 ejercicios.

Cada ejercicio vale 10 puntos.

Para aprobar se requiere obtener al menos 42 puntos.
Duracion: 3 horas.

1. Sean V y W espacios vectoriales, Z C W un subespacio vectorial y
T : V — W un operador lineal. Si dim N(T) < oo y dimZ < oo, prue-
ba que dimT7(Z) < oo.

2. Sean K C R"™ un conjunto compacto no-vacio, X := C(K,R) y g € X.
Prueba que A :={f € X : f(z) < g(z), Vo € K} es abierto en X.

3. Sea f(x) := 2 Ve >0y f(0) = 0. Prueba que f € L'([0,1]) y que en
su clase de equivalencia no hay funciones Riemann-integrables en [0, 1].

4. Sea X el subespacio vectorial de C([0, 1], R) formado por todas las fun-
ciones que son de clase C!, y provisto con la norma del supremo. Definamos
¢ : X = Rpor p(f) = f'(0). Determina si ¢ es continuo.

5. Sea 1 < p < oo. Dada una funcién f € LP(0,1), definamos la funcién
Tf:10,1] = K por T'f(z) := [; sf(s)ds. Prueba:

i) T'f estd bien definida. 1ii) T'f es continua.

iii) 7: LP(0,1) — LP(0,1) es un operador lineal acotado.

6. Observa que || - ||« s también una norma en ¢! y prueba que no es equi-
valente con || - ||;.

7. Sea x la funcién caracteristica del intervalo [0, 1) y, para cada k € Z, de-
finamos ¢y (x) := x(x — k), Vo € R.
i) Verifica que B := {i}, : k € Z} es un sistema ortonormal en L*(R).

ii) Determina si B es una base ortonormal.

8. Fijemos p € (1,00). Supongamos que b es una sucesiéon en K tal que
br € (1, Yo € (P y definamos T : 7 — (! por Tz := bx. Prueba que T es un
operador lineal acotado. (Sug.: considera el teorema de la grafica cerrada.)
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