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Capitulo 1

Lo basico de las bases de Grobner

Consideremos un sistema de ecuaciones

donde cada g; es un polinomio, es decir, un elemento del anillo de polinomios con coeficientes
complejos C[xy, ..., x,|. Decimos que el sistema tiene solucion, si existe un punto p € C" tal
que gi(p) =0,Vi=1,...,r. Resulta entonces natural preguntarse si podemos decir de manera
efectiva, si el sistema dado tiene al menos una solucién o no. Nétese que ya podemos contestar
esta pregunta para algunos casos.

Caso 1: (Polinomios lineales)

Supongamos que los polinomios del sistema (1.1) son lineales, es decir, son de la forma

gi =) (aij-x;) +b;=0

]

con 4, j, b; ntimeros complejos. En dlgebra lineal le asociamos al sistema una matriz A =
(a;;), y un vector de términos independientes b = (—b;). La eliminacién Gaussiana
transforma la matriz extendida (A | b), por medio de operaciones elementales, en una
matriz escalonada de la cual se pueden leer las soluciones facilmente.

Ejemplo 1.1. Si el sistema lineal es

g1 2x+3y+4z-5=0
g  3x+4y+5z2—-2=0,

la eliminacién Gaussiana toma como pivote, por ejemplo, la indeterminada x en g; para
eliminarla en ¢, y después toma y como pivote para eliminarla de g1, y al final obtener

x = z-—14
y = 11-2z,

de donde se calculan las soluciones con mayor facilidad que en el sistema original. A

1



2 CAPITULO 1. LO BASICO DE LAS BASES DE GROBNER

Caso 2.- (Polinomios en una indeterminada)

Cuando los polinomios del sistema (1.1) involucran solamente una indeterminada, en-
tonces podemos hacer uso del algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comun
divisor f = MCD(g3, ..., 8r) y escribirlo como combinacién polinomial:

f=mhgi+-+hg

De aqui podemos ver que si p € C" es una solucién del sistema, entonces cada g; se
anula en p, y por tanto f también se anula en p. Mds atan, como f | g; parai=1,...,r,
entonces también se cumple que si f se anula en p, entonces cada g; se debe anular en

p.
Ejemplo 1.2. Consideremos los polinomios

g1 = x*—x*—2x

D = x* —3x +2,
El algoritmo de Euclides trata de cancelar términos para ir reduciendo los polinomios.

En este caso, el término de mayor grado en g, se usa como pivote para cancelar el
termino mayor de gi; asi, el algoritmo escribe

g1 — xgo = 2x* — 4x.

Como el término mayor de este polinomio sigue dividiendo al de g, se prosigue de la
misma manera, y el algoritmo escribe

g1 —xg2 — 282 = 2(x — 2)

Si escribimos g3 = (x — 2), entonces podemos ver que tanto g1 y g son divisibles por
g3. Por lo tanto, tenemos que MCD(g1,g2) = g3. Mds aun, podemos escribir a g3 como
combinacién de g1 y g2 invirtiendo los pasos anteriores.

1 (x+2)
=581 5 &

Como g3 se anula en x = 2, entonces tanto g1 y g» deben anularse también. A

En ambos casos, iniciamos con un sistema G = {¢1,...,%}, y a partir de manipulaciones
algebraicas obtenemos otro sistema F = {fi,..., fs} que es “equivalente” a G y “mejor"de
alguna manera. Esta es precisamente la filosofia detrds de las bases de Grobner. Con fin de
precisar la idea de sistemas “equivalentes”, fijaremos la siguiente notacién.

Denotamos por S := K[xy,...,x,| al anillo de polinomios en n indeterminadas con coe-
ficientes en un campo K. El ideal generado por un conjunto de polinomios {g1,...,8,} es el
conjunto

<g1,_,_,g,,> = {h1g1+"'+hrgr | h; € S}.

De esta manera, decimos que dos sistemas de polinomios G = {g1,..., &}y F ={f1,--., fs}
son equivalentes si generan el mismo ideal, es decir, si (G) = (F). Un punto p € K" es un
cero de un polinomio g € S, si g se anula en p, es decir g(p) = 0.
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Notemos de la definicién de ideal, que si f € (g1, ...,gr) entonces deben existir polinomios
hy,..., h, tales que

f:h1g1+...+hygr.

Por lo tanto, una solucién del sistema {g1, ..., g, } debe ser también un cero de f.

En particular, si 1 € (g1,...,4r) entonces el sistema no tiene solucién, ya que el polinomio
constante 1 ninca se anula. Esto traduce la pregunta sobre la existencia de soluciones a decidir
si un polinomio cae dentro de un ideal dado. Resulta que las bases de Grobner también son
utiles para contestar este tipo de preguntas.

Cabe mencionar que la implicacién inversa no siempre es cierta: si un sistema no tiene
solucién, no necesariamente podemos encontrar al 1 dentro del ideal, a menos que K sea
algebraicamente cerrado. Este es el teorema de los ceros de Hilbert, que veremos mas adelante.

En resumen, las bases de Grobner generalizan el método de eliminacién Gaussiano a sistemas
no lineales, y al mismo tiempo generalizan el algoritmo de Euclides a polinomios con mds de una
indeterminada. Estas bases nos ayudan a decidir si un polinomio cae dentro de un ideal o no.

1.1. Ideales monomiales y el lema de Dickson

Los cimientos sobre los que se erigen las bases de Grobner son los ideales monomiales.
Trabajar con este tipo de ideales tiene varias ventajas, ya que son objetos esencialmente com-
binatorios, y algunas preguntas algebraicas se traducen en propiedades sencillas de verificar.

Definicién 1.3. Un monomio es un polinomio (ménico) con un solo término,

xfri=aytexpr €S, conw = (ay,...,a,) € N
Definicién 1.4. Un ideal monomial es un ideal I C S que satisface cualquiera de las siguientes
condiciones (que son equivalentes):

(i) I estd generado por monomios.
(ii) Si f € I, entonces cada monomio de f también esta en I.

Aunque la definicién de ideal monomial dada es intuitiva, determinar si un ideal dado
es 0 no monomial no es una tarea facil, a menos que el ideal se nos haya presentado con un
conjunto de generadores monomiales.

Ejemplo 1.5. El ideal I = (x%,y?) es monomial, y contiene al polinomio y*> — x3. Con esto
vemos que los ideales monomiales contienen més que monomios. Observemos también que
aunque el ideal | = (y? — x%,y?) no estd definido por monomios, este ideal resulta monomial,
ya que se puede verificar rdpidamente que | = (x>,1?) = L. A

Dado que la tinica informacion necesaria para definir un monomio x* es el exponente
a € IN", los monomios en S estdn en biyecciéon con los puntos en IN".
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Definicién 1.6. Dado un polinomio f € S, definimos su soporte como el conjunto
spte(f) := {a € N" | x* es un monomio de f}.
Maés atin, si I C S es un ideal (no necesariamente monomial), definimos su soporte como

spte(I) := ] spte(f).
fel

Dado que el soporte de un ideal estd definido como la unién de los soportes de los poli-
nomios contenidos en él, tenemos que si f € I entonces spte(f) C spte(I). Para los ideales
monomiales la relaciéon es més fuerte, ya que por la segunda parte de la Definicién 1.4, los mo-
nomios de f también tienen que pertenecer al ideal. En este caso, tenemos una identificacién
entre ideales monomiales y su conjunto de exponentes:

I monomial <+— {a e N" | x* € I} = spte(]). (1.2)

Si consideramos un ideal I = (x*) generado por un tnico monomio, y un polinomio f € S,
podemos decidir si f estd o no en I muy facilmente, ya que f<I si podemos escribir f = h - x*
con h € S, es decir, si x* divide a f. Notese que esto sucede si y solo si x* divide a cada
monomio de f. Para ideales monomiales en general, la divisibilidad también caracteriza a los
conjuntos generadores, como resumimos en la siguiente observacion.

Observacién 1.7. Si I es monomial, un conjunto de monomios G C I es generador si y sélo si, cada
uno de los monomios de 1 es divisible por alguno de los de G.

Gracias a la biyeccién (1.2), podemos traducir la pertenencia en un ideal monomial I a su
version discreta spte(I). Empecemos observando que x* | x? implica que a; < f; para todai =
1,...,n, y viceversa. Por lo tanto, la divisibilidad de monomios estd en correspondencia con
un orden parcial en IN. Asi, tenemos que para ideales monomiales, si « € spte(I) y a < B,
entonces f € spte(I).

Ejemplo 1.8. Observemos que xyz | x%yz? se traduce en el soporte como la desigualdad
(1,1,1) < (3,1,2). Inversamente, elementos no comparables (3,1,2) £ (2,3,1) estdn en biyec-
cién con monomios no divisibles x3yz? { x?y°z. A

Ordenes parciales en los naturales

Recordar un poquito de érdenes, como qué es un orden parcial, uno total, una anticadena,
el lema de Zorn, un refinamiento de érdenes, que un buen orden implica induccién.

Si consideramos un conjunto de monomios que generan un ideal monomial, podemos
extraer de ahi un conjunto de generadores que sea minimo bajo divisibilidad, ya que la divi-
sibilidad define un orden parcial en IN”, lo que demuestra el siguiente lema.

Lema 1.9. Los ideales monomiales tienen un iinico conjunto minimo de generadores.
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Una ventaja de trabajar con la biyeccién entre ideales monomiales I y su soporte, es que
podemos visualizar algunas propiedades de I. Por ejemplo, la minimalidad de un conjunto de
generadores es ficil de ver cuando trabajamos con spte(I) como ilustramos con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.10. Tomemos I = (y*, x>, x°y, x%y?). Nétese que si x"y™ € I, entonces para todo
(b1,by) € IN? se cumple x1+01y2+b2 ¢ [ por lo tanto, en el soporte de I, los mltiplos del
monomio x"y” estdn codificados por una traslacién de N" que empieza en (aj,4;). De esta
manera, podemos visualizar al ideal monomial I con el diagrama escalonado de la Figura 1.1,
en donde la regién sombreada representa a todos los monomios dentro de I. Notemos en

Figura 1.1: Diagrama escalonado para I = (y*, x*y3, x°y, x%y?)

este diagrama, el punto (6,2) y todos sus multiplos caen dentro de la regiéon formada por los
multiplos de (5,1), y por tanto es un generador redundante. De esta forma, podemos ver que
I estd generado minimamente por {y*, x3y3, x°y}. A

Observemos que la regién no sombreada de la Figura 1.1 corresponde a aquellos mono-
mios que estdn fuera de I. Dichos monomios son un buen conjunto de representantes del
cociente S/ y juegan un rol importante.

Definicién 1.11. Llamamos monomios estindar a aquellos monomios que estan fuera de un
ideal monomial I.

Proposicion 1.12. Si I C S es un ideal monomial, el cociente S/ I es un espacio vectorial sobre K, y
los monomios estdndar forman una base.

Demostracién. Se deja como ejercicio.
Necesitamos incluir un recordatorio de lo que significa el cociente S/I en general.
O

Teorema 1.13 (Lema de Dickson). Los ideales monomiales son finitamente generados.

Demostracién. Procederemos por induccién en el nimero de variables. Para n = 1, los mono-
mios son de la forma x, con d € IN. Por lo tanto, podemos considerar al exponente minimo
en [ tal que x € I, digamos x?, y entonces I = (x).
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Supongamos ahora que el teorema se cumple para alguna n > 1y sea I C Kixy,...,x,, Y]
un ideal monomial. Para d > 0, definamos

L= {x"|x"y? € I}.

Veamos a continuacién que I; es un ideal monomial. Para ello, tomemos x* € I; y otro
monomio xP tal que x*|x? entonces, por definicién de I, tenemos que x*y? € I;; como I es
ideal se tiene que xPy¥ € I y por lo tanto xP € I.

Ahora, definimos

Io:=|J Is={x*|3d>0tal que vt e I},
>0

Notemos que I también es un ideal monomial (la demostracién es andloga a la hecha con
I;). De la hipétesis de induccién, digamos que I; esta finitamente generada por G4, esto para
cada d > 0, y para d = co. Notemos ademds que tenemos una cadena creciente de ideales

IO g Il g 12 g g IOO QIK[XLXZ/---/XH}-

Por lo tanto, debemos tener que I, = I; para alguna d < co. Veamos que esto se cumple, ya
que para cada generador x* € G, existe b, tal que x*y% € I. Sea d’ = méx,«cg,{by} entonces
I = I; y también I, = Iy para toda b > d’, y por tanto podemos considerar que G, = G.
Definamos ahora el conjunto

Y

G:=J {x%y? | x* € Gy}

b=0
Veamos que G genera a [ mostrando que para cualquier monomio x*y” € I podemos encontrar
un monomio en G que divida a x*y’. Como x* € I, para esa b > 0, entonces existe un
generador x? € G, que divide a x*, y por lo tanto x7y" divide a x*y’. Solo nos resta ver que
x7y" estd en G. Cuando b > d’, tenemos que x? € G, y por tanto x?y’ € G de la definicién de
G. Cuando b > d’ entonces x"y’ € G porque G, = Gy O

Leonard E. Dickson prob¢ este lema en 1913 en el contexto de teoria de niimeros para
probar un resultado sobre ntmeros perfectos, sin embargo, el resultado ya era conocido antes,
inclusive fue probado por Paul Gordan en 1899 (referencias) como parte de una prueba del
teorema de la base de Hilbert, el cual veremos mas adelante. Por ahora, veamos que una
consecuencia inmediata del Lema de Dickson es la siguiente.

Corolario 1.14. Cualquier cadena creciente de ideales monomiales Iy C I, C I3 C - - - es finita.

1.2. Ordenes monomiales y bases de Grobner

Para poder generalizar el algoritmo de Euclides de una a varias variables, necesitamos
refinar el orden parcial en monomios a un orden total. Recordemos que un orden total, es un
orden en el que cualesquiera dos elementos son comparables. Aunque el refinamiento no es
tinico, de todos modos nos permitird decidir quién es el término mayor de un polinomio.



1.2. ORDENES MONOMIALES Y BASES DE GROBNER 7

Definicién 1.15. Un orden monomial < es un orden total de lo monomios de S tal que:
(i) El polinomio 1 es el minimo.

(ii) El orden respeta la multiplicacién por monomios:

si x* < xf = x*.x7 < xP.x7, para cualquier monomio x”.

Observaciéon 1.16. Las dos condiciones anteriores nos dicen que < es una extension lineal de la
division por monomios, es decir: si x* | xP entonces x*~P es un monomio, por (i) tenemos que 1 < xf=*,
y de la propiedad (ii) tenemos que x* < xP.

Lema 1.17. Los drdenes monomiales de la Definicion 1.15 son exdctamente aquellos érdenes < en
monomios, que satisfacen (ii) y son un buen orden.

Demostracién. Iniciaremos demostrando que si < es un orden monomial como en la Defini-
cion 1.15, entonces también es un buen orden. Sea M un conjunto de monomios e I el ideal
monomial que ellos generan. Por el lema de Dickson, existe G C I un conjunto finito de mono-
mios tal que I = (G). Podemos ademads considerar que G es un conjunto generador minimo,
es decir, que cualquier subconjunto de G no es generador de I.

Observemos que G C M, ya que si existiera § € G que no estuviera en M, entonces existiria
un f € M tal que f | g, pues I estd generado por M. Como G es un conjunto generador,
también existe h € G tal que h | f. Por lo tanto, & | ¢ y son distintos, lo cual contradice la
minimalidad de G.

Sea x7 el elemento minimo de G, el cual existe pues el orden < es total y G es finito.
Necesitamos probar que x7 es un minimo de M y no nada més de G. Para ello, consideremos
un xf € M, entonces existe un x* € G tal que x* | xP y asi x* < xf; como x7 es el minimo de
G, entonces x7 < x* < xP, y por lo tanto x7 también es minimo en M. De aqui se sigue que <
es un buen orden.

Ahora supongamos que < es un buen orden que satisface (ii), pero que no es un orden
monomial. Entonces existe x* < 1, y de la propiedad (ii) obtenemos una cadena descendiente
x% = x¥ = x3% = ... que no es finita, lo cual contradice la hip6tesis de que < es un buen
orden. Por lo tanto < debe ser un orden monomial. O

Observacién 1.18. En la teoria de ideales monomiales, a los érdenes monomiales de la Definicion 1.15
a veces se les llama drdenes globales, dejando el nombre de 6rdenes locales a aquellos érdenes que no
necesariamente cumplen la condicién (i), y que por el Lema 1.17, no son un buen orden.

Veamos ahora algunos 6rdenes monomiales que son de gran importancia por sus propie-
dades, y que serdn muy relevantes en desarrollo del resto de este capitulo.

Definicién 1.19. Definimos el grado de un monomio x* como gr(x*) 1= ay + ... + a,.
1. El orden lexicogrdfico (lex):

xP <oy ¥ <= la primera entrada distinta de cero de a—§ es positiva.



8 CAPITULO 1. LO BASICO DE LAS BASES DE GROBNER

2. El orden lexicogrdfico graduado (glx):

gr(xf) < gr(x*) obien,

[3 Q
xXP <oy Xt =
$ {gr<xﬁ):gr<x“> y P <oy X%,

3. El orden lexicogrdfico inverso graduado (lig):

gr(xf) < gr(x*) obien,
xP <iig X* <= { gr(xP) = gr(x*) y ladltima entrada distinta

de cero de a—f3 es negativa.

Ejemplo 1.20. Para ilustrar algunas diferencias entre estos 6rdenes, veamos cémo ordenan
todos los monomios de grado dos en tres variables.

lex, glx:  x* > xy > xz > y* > yz > 2%
lige  x% > xy >y* > xz > yz > 22

Por ultimo, daremos la manera méas general de definir un orden entre monomios.

4. Un orden ponderado <,: cada vector w € RZ, define un orden de la siguiente manera

P <yxt = w-B<w-a

Observacién 1.21. El requerimiento de que las entradas de w no sean negativas es para garantizar
que se cumpla la propiedad (i) de la Definicion 1.15, y la linealidad del producto punto garantiza que se
cumpla la propiedad (ii).

Observacién 1.22. Para que <, sea un orden total, requerimos que las entradas de w sean linealmente
independientes sobre Q, ya que de lo contrario, obtenemos un orden parcial. Sin embargo, si un vector
de pesos w € R produjera un orden parcial, podriamos usar otro orden <y para romper el empate, y
ast producir un nuevo orden <, tal que xP <1 x* siysolosiw-B < w-a,obien w-f=w-a
pero xP <1 x*. De manera mds general, se puede demostrar que todo orden monomial se puede escribir
como un orden <, cw,,...co, definido de manera similar para ciertos pesos wh, . .., w, € R%,,.

.....

Notemos que podemos extender un orden monomial < a un orden entre los términos de
un polinomio, si definimos ax® >~ bxP «— x* = xP cuando a-b # 0.

Definicién 1.23. Dado un f € S y un orden monomial <, definimos el término inicial de f
como el término en f mds grande con respecto a <, y lo denotamos por in(f).

Ejemplo 1.24. Si f = 3xyz — 7y + 1322, entonces in<, (f) = 3xyz, pero in<,,(f) = =7y>. A

Definicién 1.25. Sea I C S un ideal y < un orden monomial. Definimos el ideal inicial de I
como el ideal monomial generado por los términos iniciales de los elementos de I, es decir,

in<(I) == (in<(f) | f € I).
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Cuando el orden se entienda en el contexto, simplificaremos la notacién escribiendo sola-
mente in(f)y in(I).

Notemos también que para cualesquiera dos conjuntos de polinomios G C G/, tenemos
una contencién de ideales monomiales

(in<(g) | g€ G) C (inx(g') g €G).

Sin embargo, es posible tener una igualdad de estos ideales monomiales atin cuando G C G'.
Esta situacion especial aplicada al ideal inicial es lo que define una base de Grobner.

Definicién 1.26. Sean I C S un ideal y < un orden monomial. Decimos que un conjunto G C I
es una base de Grobner de I siy solo si

ingl = (in4(g) | g € G).

Notemos que si G es una base de Grobner y G C G', entonces también G’ es una base
de Grobner, es decir, agregar elementos no cambia la propiedad de ser base de Grobner. Una
consecuencia del Lema de Dickson es que siempre podemos encontrar una G finita.

Lema 1.27. Sea < un orden monomial. Para todo polinomio f € S y todo monomio x* se cumple que

x*-ing(f) = ing(x* - f).

Demostracion. Se deja como ejercicio (ver Ejercicio 3). O
Proposicién 1.28. Todo ideal tiene una base de Grobner finita.

Demostracién. Sea I C S un ideal y < un orden monomial. Como in-(I) es monomial, el lema
de Dickson garantiza la existencia de un namero finito de elementos my, ..., m, € in-(I). Por
definicién, el ideal in-(I) estd generado por todos los términos in~(g) con g € I. Por lo tanto,
existen g1,...,4, € I tales que in.(g;) | m; para cadai = 1,...,r. Por lo tanto, el conjunto
finito G = {g1,...,8} C I es una base de Grobner. O

Teorema 1.29. Si G es una base de Grobner de un ideal 1, entonces (G) = I.

Demostracién. Sea G una base de Grobner para un ideal I respecto a un orden monomial <.
Como G C I entonces (G) C I. Supongamos que la igualdad no se cumple, por lo que los
conjuntos A :={f €I | f ¢ (G)}yin(A):={inx(f) | f € A} no son vacios. Sea entonces
h € A tal que in(h) es un elemento minimo de in(A) respecto a <.

Como in(h) € in<(I) y G es base de Grobner, entonces existe g € G tal que in-(g) divide
a in<(h). Por lo tanto existe un término ax* tal que in~(h) = ax*-in-(g), y del Lema 1.27
tenemos que in~(h) = in<(ax*g). Consideremos el polinomio f := h — ax*g y notemos que
in<(f) < in<(h).

Como i ¢ (G) y § € G entonces f ¢ (G), pues de otra forma I = f 4 ax“g estarfa en (G),
contradiciendo la eleccién de h. Sin embargo, esto nos lleva a que f € A, el cual tiene término
inicial menor al de &, pero esto contradice la minimalidad de /. Por lo tanto, el conjunto A
debe ser vacio y entonces (G) = I. O
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Estos dos tltimos resultados nos muestra que todo ideal I tiene una base de Grobner finita
y ésta forma un conjunto generador. Esto constituye una prueba del teorema de la base de
Hilbert, que nos dice que el anillo de polinomios S es un anillo noetheriano.

Corolario 1.30 (Teorema de la base de Hilbert). Todo ideal I C S es finitamente generado.

Otra aplicacién importante de las propiedades de las bases de Grobner, es que nos ayudan
a decidir si dos ideales son el mismo o no.

Proposicién 1.31. Sean | C I ideales y < un orden. Si in~(]) = in(I), entonces I = ]J.

Demostracion. Sea G C ] una base de Grobner, entonces in<(]) = (in<(g)|g € G >= in<(I).
Como G C I, entonces es base de Grobner para I. Por el teorema anterior, | = (G) = I. O

Veremos ahora un primer ejemplo que ilustra las obstrucciones para que un conjunto
generador cualquiera sea una base de Grobner.

Ejemplo 1.32. Sea I = (x?,xy + y*) C K[x,y] y fijamos <=<,,. Veremos que
(in<(x?), in<(xy +y*)) = (x*,xy) S in<(I).

Observemos que podemos cancelar términos iniciales: y-(x?) + (—x)-(xy + y?) = —xy? € L
Con esto tenemos que y-(xy +y?) + (—xy*) = y° € I, pero

Y ¢ (ino(x%),in<(xy + %)) = (x%, xy).

Por lo tanto, {x?, xy + 1} es un conjunto generador de I pero no es una base de Grobner. A

1.3. El algoritmo de la divisién y el teorema de Macaulay

En la introduccién de este capitulo vimos que, de la definicién de ideal, si1 € (g1,...,9m)
entonces deben existir polinomios h;y, ..., h,, tales que

1:h1g1—|——|—hmgm

Por lo tanto, una solucién del sistema {g1, ..., gn } seria también un cero del polinomio cons-
tante 1. De este modo, vemos que el sistema no tiene solucién si 1 € (g1,...,gm)-

Si tenemos una base de Grobner, resolvemos esta interrogante de manera inmediata: Fija
cualquier orden monomial < y encuentra una base de Grobner G del ideal I = (g1,...,%m)-
Entonces, basta ver si 1 € G o no, pues

lel <= 1€ (in(G)) <= 1€ins(G) <= 1€G.

Sin embargo, las bases de Grobner nos permiten contestar de manera mds general, si un
polinomio cae dentro de un ideal dado o no. Para el caso de una variable, esta interrogante se
resuelve mediante el algoritmo de Euclides para dividir polinomios, y a continuacién veremos
coémo las bases de Grobner extienden dicho algoritmo a varias variables.
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Algoritmo 1 (Divisién de polinomios en varias variables)

Entrada: Polinomios gi,...,gm, f y un orden monomial <
Salida: Polinomios hy, ..., hy,r tales que:

A f=hgr+.. . hugm+7,
(i) in(f) > in(h;g;) paratodoi=1,...,m,
(iii) in(f) > in(r),
(iv) ningun término de r es divisible por ningtn in(g;).

1: Definer=f,yhy=---=h, =0
2: mientras (algun término de r es divisible por algun in(g;)) hacer
3:  Sea ax” el término mds grande de r respecto a < que cae en (in(g;)).
4 Sea j el primer indice tal que in(g;) | ax”.
5:  Redefine las variables
ax® ax®
AL A AT

6: fin mientras
7. devolver 1, hy,..., hy.

Prueba de validez. Cada iteracién es una reduccién de r por los polinomios g, . .., gn. Con cada
reduccion, el término mds grande en r divisible por algan in(g;) disminuye con respecto al
orden monomial <, por lo que el algoritmo termina en un niimero finito de pasos.

Ademais, en cada iteracién, la igualdad (i) se preserva. La propiedad (iii) también se preser-
va, pues se cumplia inicialmente (paso 1) y con cada reduccién (paso 5), los nuevos términos
de r son menores al término que se cancelé. La propiedad (ii) también se preserva, ya que
inicialmente in(f) > in(h;g;) y los términos iniciales de h;g; son siempre términos de r, por la
propiedad (iii), la desigualdad se sigue cumpliendo hasta que el algoritmo termina. O

Ejemplo 1.33. Ahora ilustraremos el algoritmo de la divisién con el siguiente ejemplo. Divi-
damos el polinomio f = x?y entre los polinomios ¢1 = x* y ¢&» = xy + y?} usando el orden
lexicogréfico graduado <jq.

Primero iniciamos las variables » = x2y y hy = hy = 0. Para verificar el condicional en el
paso 2, necesitamos calcular in<(g;), que en este caso da in<, (1) = x* y in<, (82) = xy.

Notemos que un término de r = x%y (el tinico) es divisible por ambos términos inicia-
les. Por lo tanto, el algoritmo define ax* = x?y = r, y como ambos polinomios dividen, el
algoritmo toma el primero, haciendo j = 1. Redefinimos las variables

2

2
_ 2, XY o _ Yy _
r—xy—?x =0 h]—O"‘?—y

Cuando el algoritmo vuelve a verificar el condicional del paso 2, la condicién ya no se cumple
y por tanto el algoritmo termina, devolviendo r = 0,h; = y,h, = 0, con lo que podemos
escribir f = yg; + 0g2 + 0.



12 CAPITULO 1. LO BASICO DE LAS BASES DE GROBNER

Si cambiamos el orden de g1, g2, el resultado es distinto, y vale la pena verlo. Si conside-
ramos g1 = xy + y2,¢» = x%, entonces en la primer iteracién el algoritmo define ax* = x%y, y
j = 1 de nuevo. Después, se redefinen las variables

2

_a2y XY 2y — 2 —o0+ XY _
r=xy xy(nyry) xy hi =0+ o X.
Como —xy? es divisible por xy = in<, (¢1), la condicion del paso 2 se cumple, por lo que
volvemos a definir ax® = —xy?, y j = 1. Se redefinen las variables
r——xz—_xyz(x+2)— 3 h—x+_xy2—x—
i xy yry )=y 1= o Y

Ahora, la condicién del paso 2 se cumple, regresando r = y3,h; = x —y, y ha = 0. Por lo que
tenemos que f = (x —y)g1 + 0g2 + °. A

Observacién 1.34. El residuo en el algoritmo no es iinico.

Definicién 1.35. Dado un polinomio f, un orden monomial, y una lista ordenada de polino-
mios G = (g1,...,9m), al residuo r del Algoritmo 1 lo denotamos por f méd G.

Notemos que este residuo depende tanto del orden monomial, como el orden de la lista
de polinomios. Ademéds, en el Ejemplo 1.33 vemos que si f méd G = 0, entonces podemos
concluir que f € (G), pero si f méd G # 0 atin no podemos decidir si f esta en el ideal. Esta
ambigiiedad es resuelta cuando G es una base de Grobner, como veremos ahora.

Lema 1.36. Sea G una base de Grobner de un ideal I respecto a un orden <,y f € S un polinomio.
Entonces f € I siysolosi f méd G =0

Demostracién. Sea r = f méd G. Si r = 0 sabemos que f € I, por lo tanto, supongamos que
r # 0. Como ningun término de r es divisible por ningtn in.(g) para ¢ € G, en particular,
in(r) ¢ incG=in.I,porlotantor ¢ I,y asi, f ¢ I. O

Lema 1.37. Sea G una base de Grobner de 1. Entonces, para todo f € S, el residuo f méd G es iinico.

Demostracién. Supongamos que podemos escribir a f de dos maneras, f = g1 +71 = g2+ 12
con g1,82 € (G) = I. Entonces, 1o —r; = g1 — g2 € I. Como G es base de Grobner, existe
g € G tal que in(g) | in(ro—r1). Notemos que in(r,—r1) es un término de r; o de ry, pero de
la definicién del residuo, ningtn término de r1 y r; es divisible por ningun in(g), para todo
g € G. La tinica manera de que esto suceda es si in(r, —r1) = 0y asir, —r; = 0, por lo que
el residuo es tnico. O

Las propiedades vistas hasta ahora caracterizan a las bases de Grobner, por lo que en la li-
teratura suelen presentarse varias definiciones equivalentes, entre ellas tenemos las siguientes
(de las cuales hemos demostrado una implicacién).

Proposicién 1.38. G es una base de Grobner de I si y sélo si f méd G = 0 para todo f € 1.
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Demostracién. Una implicacién es el Lema 1.36 y la otra se deja como ejercicio (ver Ejercicio 4).
O

Proposicién 1.39. G es una base de Grobner de I si y sélo si G es finito y para todo f € I existe un
g € Gtal quein(g) | in(f).

Cuando G es una base de Grobner de I, el residuo, f méd G se puede escribir como
combinacion lineal de monomios estdndar, pues el cociente S/in(I) es un espacio vectorial
(cf. Proposicién 1.12). Sin embargo, el cociente S/I es también un espacio vectorial sobre K
sin importar que I no sea monomial, y Macaulay demostré algo atn mds general acerca de
los monomios estdndar.

Teorema 1.40 (Macaulay). Sea I C S un ideal y < un orden monomial. Los representantes en S/ 1
de los monomios estdndar de in (1) forman una base de espacio vectorial.

Demostracion. Sea G una base de Grobner finita de I con respecto a <. Para un polinomio
f € S, tanto f como f méd G representan al mismo elemento en el cociente S/I. Como
f méd G es combinacion lineal de monomios estdndar de in-(I), se sigue que el conjunto de
monomios estdndar generan.

Sea h = Aymq + -+ + Agmg una combinacién lineal no trivial de monomios estdndar
m,...,ms & inc(I), con A; € K. Veamos que el representante de & es cero en S/I si 'y s6-
lo si h € I, que implica que in.(h) € in<(I); pero in-(h) debe ser un monomio estandar
(pues es una combinacién lineal de ellos), por lo que in<(h) ¢ in<(I), que nos lleva a una
contradiccion. Por lo tanto, h debe ser cero. O

Gracias al algoritmo de la divisién y el teorema de Macaulay, para todo polinomio f
podemos calcular un tinico representante f moéd G en S/I que involucra la base de monomios
estandar, por lo que al residuo f méd G a veces se le conoce como la forma normal de f médulo
I. De hecho, Hironaka y Gordan ya conocian las bases de Grobner y las llamaban bases estdndar.

1.4. El algoritmo de Buchberger

Ya hemos discutido un poco sobre la utilidad y la importancia de las bases de Grobner,
ahora veamos cémo calcularlas. Para saber si un conjunto G no es una base de Grobner, basta
ver que sus términos iniciales no generan al ideal inicial, es decir, que debemos encontrar al
menos un polinomio en I cuyo término inicial no es divisible por los términos iniciales de
G. En el Ejemplo 1.32 vimos un conjunto de generadores que no es base de Grobner, y para
demostrarlo hicimos una cancelacién de términos iniciales para generar un nuevo polinomio
con un término inicial diferente. Esta idea es la que ayudé a Bruno Buchberger a encontrar
una caracterizacién de las bases de Grobner, la cual veremos a continuacién.

Definicién 1.41. Dados dos términos ax®, bxP, el minimo comiin miiltiplo mem (ax®, bxﬁ) es el
minimo monomio x” que es divisible por x* y x#, y que calculamos tomando 7; = méx(a;, B;)
paracadai=1,...,n.
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Definicién 1.42. Sean f,g € S polinomios distintos de cero y < un orden monomial. Defini-
mos el S-polinomio de f y ¢ como

Spol(f, g) = mcm(lnlzijz},)mdg))f B mcm(irz;ij&,)in%g))g.

Teorema 1.43 (Criterio de Buchberger). Un conjunto G es una base de Grobner del ideal que genera
si y solo si Spol(f,g) méd G = 0 para todo f,g € G.

Bosquejo de prueba. Primero supongamos que G es una base de Grobner de I = (G). Para cada
f,g € G el S-polinomio Spol(f, g) € I, y del Lema 1.36 concluimos que Spol(f,g) méd G = 0.

Ahora supongamos que G = {g1, ..., ¢m | satisface el criterio de Buchberger. Si f € (G), se
debe/puede demostrar que in-(f) es divisible por in.(g) para algin g € G. O

Con este criterio, Buchberger enunci6 su algoritmo para encontrar bases de Grobner, que
se basa en afiadir residuos de S-polinomios a una lista de generadores, y termina cuando esta
lista satisface el criterio.

Algoritmo 2 (algoritmo de Buchberger)

Entrada: Polinomios g1, ..., gn que generan un ideal I, y un orden monomial <.
Salida: Una base de Grobner G de I respecto a <.
1: Definimos G := {g1,...,m}-
para todo i < j hacer
Define h;; := Spol(g;, gj) mod G.
fin para
mientras algtn h;; # 0 hacer
Redefine G = GU {h;; # 0}.
Regresa al paso 2.
fin mientras

devolver G.

Prueba de validez. El algoritmo termina en un ndmero finito de pasos, puesto que en cada
paso, los términos iniciales de G generan un ideal monomial estrictamente méas grande, por el
Corolario 1.14, esta cadena creciente de ideales monomiales se detiene. El algoritmo termina
cuando los polinomios de G satisfacen el criterio del Teorema 1.43. O

Ejemplo 1.44. Para ilustrar el algoritmo de Buchberger, retomemos el Ejemplo 1.32, y calcule-
mos una base de Grobner para G = {xy + 3, x>} con respecto a <j.
Primero calculamos Spol(g1,$2) = —xy?, y retomemos que en el Ejemplo 1.33 calculamos
hip = —xy2 moéd G = y3. Por lo tanto, redefinimos G = {g1, §2, h12} y regresamos al paso 2.
Noétese que Spol(gz, h12) = 0, mientas que Spol(g1, h12) = y*; sin embargo, y* méd G = 0.
Como todos los residuos son cero, {xy + y%, x?,y°} es una base de Groébner de I = (G). A

Lo primero que notamos en este algoritmo es que tenemos que calcular muchisimos S-
polinomios y reducirlos, por lo que el algoritmo no es muy eficiente. De hecho, esta es una de
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las razones que permiten ver que el cdlculo de las bases de Grobner no es paralelizable, y su
complejidad no es polinomial. El predecir qué S-polinomios calcular, y reducir la complejidad
aunque sea para algunos casos especificos, es atin una rama de estudio.

Las bases de Grobner son muy ttiles, como hemos visto, pero generalmente son mucho
mads grandes que el conjunto de polinomios con el que empezamos. Por lo tanto, cabe pregun-
tarse si podemos definir una nocién sensata de base minima, y que esa base sea tnica.

Definicién 1.45. Un conjunto G es una base de Grobner minima de un ideal I, si in(G) genera a
in(I) minimamente, y cada ¢ € G es moénico.

Ejemplo 1.46. Consideremos el ideal I = (x® — 2xy, x%y — 2y? + x, —x2, —2xy, —2xy* + x). Se
puede verificar que el conjunto {x2, xy, y? — 1x}, es una base de Grobner minima con respecto
al orden <y, y que para cualquier a € K, el conjunto {x* + ay, xy, y* — Ix} tambiénloes. A

Las bases de Grobner minimas no son tinicas, sin embargo, todas tienen el mismo tamafio.
Lema 1.47. Si G y H son bases de Grobner minimas para un ideal I, entonces |G| = |H|.

Demostracion. El resultado se sigue del hecho de que in(G) e in(H) forman una base minimo
del ideal monomial in(I).

O

Definicién 1.48. Una base de Grobner se dice reducida si cada ¢ € G es ménico, y ningtin
término de g es divisible por el término inicial de los otros polinomios en G.

Notese que las bases de Grobner reducidas son, en particular, bases minimas; pero estas
bases arreglan la pluralidad que mostramos en el Ejemplo 1.46.

Proposicion 1.49. Sean I C S un ideal y < un orden monomial. Existen una iinica base de Grobner
reducida de I con respecto a .

Demostracién. Supongamos que F = {g1,...,4} y G = {g1,...,8:} son bases de Grobner
reducidas de I. Por ser F y G bases minimas, se sigue del Lema 1.47 que s = t. Ordenemos
las bases de manera que in.(g;) = in-(g;) paratodai=1,...,n. Yaque g — g; € I para cada
ie{l,...,n}, sig —g # 0 entonces in-(g; — gi) es un término de g; o de g;. Sin pérdida de
generalidad supongamos que in.(g; — g;) es un término de g;. Como in-(g; — gi) € (in<(F))
entonces in(g;) divide a in<(g; — g;) paraalgtn j € {1,...,n} con j # i, pero esto contradice
que F sea una base reducida. O
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Ejercicios

. Demuestra la equivalencia de las condiciones en la Definicién 1.4 : Un ideal I es generado

por monomios si y solo si f€l implica que cada monomio de f también estd en I.

. Ordena todos los monomios de grado menor o igual a tres en tres variables bajo los tres

ordenes: <ex, <glx, <lig-

a) Demuestra el Lema 1.27: El término inicial abre productos por monomios, es decir,
si < es un orden monomial, f € S un polinomio, y ax* € S un monomio, entonces

in(x*f) = x*-in<(f).
b) Demuestra que en general, si f,g € S entonces in-(fg) = in<(f)-in<(g).

¢) Demuestra que con la suma in.(f +g) < in(f).

. Demuestra que si f méd G = 0 para toda f € (G), entonces G es una base de Grobner.
. Demuestra la Proposicion 1.39.

. Supéngase que I, | son ideales monomiales. Demuestra que

dim(S/(IN7J)) = max{dim(S/I),dim(S/])}



Capitulo 2

Diccionario algebro-geométrico

Nuestra motivacion es resolver sistemas de ecuaciones, y para poder hablar mas sobre la
utilidad de las bases de Grobner en ello, necesitamos entender un poco més sobre la geometria
de las soluciones.

Esta secciéon debe ser elaborada con mucho mdés detalle, para que de verdad ayude a
quienes lo estdn aprendiendo por primera vez, y mete muchos ejemplos.

2.1. Variedades afines y proyectivas

Definicién 2.1. Dado un conjunto F de polinomios en S, definimos la variedad de F como

V(F):={peK"|f(p) =0, Vf € F}.

Notemos que si F = {g1,...,4r} es un conjunto de polinomios, y consideramos un poli-
nomio f € (F), entonces podemos escribir f = hig1 + ...+ hyg,. Asi, p € V(F) implica que
gi(p) = O paratodai = 1,...,r, y por tanto f(p) = 0. Esto nos deja ver que si I = (F),
entonces V(F) C V(I), y resulta que esta es realmente una igualdad.

Observacion 2.2. Si [ es el ideal generado por un conjunto de polinomios F, entonces V(F) = V(I).

Las variedades son naturalmente un subconjunto del espacio vectorial K", sin embargo,
nuestro interés es entender la estructura geométrica de ellas, y no necesariamente su estructu-
ra como espacio vectorial. Al espacio K" sin su estructura de espacio vectorial es el espacio afin
A" (el énfasis en hacer esta definicién es que a K” lo pensamos como un K-espacio vectorial,
mientras que a A" lo pensamos como un objeto geométrico, en donde el 0 no juega ningtn
papel especial). A los subconjuntos de A" de la forma V(F) para algtn F € S los llamaremos
conjuntos algebraicos.

Ejemplo 2.3. El circulo X = { (cos(t),sen(t)) € R? | t € [0,27] } es un conjunto algebraico, ya
que X es el conjunto de soluciones del polinomio x* 4+ y> —1 = 0.
A

17
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Notemos ahora que si buscamos entender los puntos p € K" que son soluciones de un
polinomio f € S, entonces, tanto f(p) = 0 como a - f(p) = 0 para cualquier a € K, pero no
siempre podemos deducir lo mismo de f(a - p) a partir de f(p), a menos que f sea homogéneo.
Decimos que un polinomio f € S es homogéneo, si todos sus términos son del mismo grado.
Por ejemplo, el polinomio ¢ = x%y + 3xy? + 4z% — 7xyz es homogéneo, mientras que h =
x?y — xy + 2xyz + 5z — 7 no. Observemos que siempre podemos escribir un polinomio f como
suma de polinomios homogéneos

f=fHh+tha+h+t - +fa (2.1)

donde f; es un polinomio homogéneo de grado i. En los ejemplos anteriores, ¢ = g3 pues es
homogéneo de grado 3, mientras que h = ho + hy + hy + hz con hg = =7, hy = 5z, hp = —xy
y h3 = x%y + 2xyz.

Notemos ahora que si f es un polinomio homogéneo, entonces f(a - p) = a8") f(p), por
lo que, en este caso f(p) y f(a-p) son ambos 0 o ninguno lo es. Por ejemplo, el polinomio
homogéneo ¢ se anula en el punto p = (2,1,1), y también en cualquier punto de la forma
ap = (2a,a,a) con a € K distinto de cero, pues

¢(2a,a,a) = (2a)%(a) +3(2a)(a)* +4(a)® — 7(2a)(a)(a) = a%¢(2,1,1) = 0.

Lo anterior induce la siguiente relaciéon de equivalencia en A", dada por x -~ y si y solo si
x = ay, para algun escalar a # 0. A la clase de un punto (x1,...,x,) € A" bajo esta relacién
la denotamos por coordenadas homogéneas [xi,...,x,]. A partir de esta relacion definimos el
espacio proyectivo como el espacio cociente

Pl i= A"—{0}/ «.

Podemos pensar al espacio proyectivo IP" como el conjunto de subespacios de K" de di-
mensioén uno.
Noétese que tenemos una inclusién de espacios A" C P"* C A"FL.
Para definir las variedades en IP”, necesitamos sistemas de polinomios cuyas soluciones
estdn dadas en coordenadas homogéneas. Para ello, necesitamos considerar polinomios ho-
mogéneos, y los ideales que estos generan.

Definicién 2.4. Un ideal homogéneo es un ideal I € K[xp, x1, ..., x,] que satisface cualquiera de
las siguientes condiciones (que son equivalentes):

(i) I esta generado por polinomios homogéneos.
(ii) Si f € I, y escribimos f = fo + ...+ f4 como en (2.1), entonces f; € I.

Asi, una variedad proyectiva es el conjunto de puntos en el espacio proyectivo en donde se
anulan un conjunto de polinomios homogéneos dados. Los conjuntos algebraicos V(F) C A"
definen los cerrados de una topologia en A", llamada la topologia de Zariski. Esta topologia no
es Hausdorff, ya que los abiertos son muy grandes.



2.2. EL NULLSTELLENSATZ 19

Definicién 2.5. Dado un subconjunto X C A" definimos el ideal de X como
Z(X):={f€S: f(x)=0para cada x € X}.

Veamos que hay una conexion entre variedades e ideales. Si X C A" es un conjunto
algebraico, se tiene que X = V(Z(X)). Sin embargo, cuando X no es algebraico, entonces
X C V(Z(X)). De hecho, el conjunto X := V(Z(X)) es la cerradura de Zariski de X.

2.2. El Nullstellensatz

Al considerar ideales y variedades, las funciones Z y V nos dan una correspondencia:

V

JE .

{ideales I C S} { variedades X C A" }.

T

Sin embargo, esta correspondencia no es una biyeccién. Por ejemplo, se tiene que V(x?) =
V(x), pero Z(V(x?)) = (x). Notemos que una obstruccién es precisamente que los ceros del
polinomio x y de x* son los mismos, pero la ecuacién més pequefa que los define es x. Esto
motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.6. El radical de un ideal I C S se define como
VI:={feS: fNeclparaalgin N > 1}.
Si I = v/1, decimos que I es un ideal radical.

Se puede ver de la definicién que el conjunto v/I es de nuevo un ideal de S y es radical.
Ademas, si X C A" es cualquier subconjunto, el ideal Z(X) es radical.

Teorema 2.7 (Nullstellensatz de Hilbert). Supongamos que K es algebraicamente cerrado, y sea
I C S un ideal. Se tiene que Z(V(I)) = /1. En particular, V(I) = @ siy sélosi 1 € I.

En general es facil ver que V/T contiene al ideal I, pero es dificil encontrar un método
efectivo para calcular el radical v/I de un ideal I. Sin embargo, con esta definicién podemos ya
enunciar la correspondencia entre ideales y variedades.

Teorema 2.8. Sobre cualquier campo K tenemos una correspondencia

v

_

{ ideales radicales] C S } { variedades X C A" }.

7

Esta correspondencia invierte inclusiones, y cumple que V(I(X)) = X para toda variedad X C A". Si
ademds K = KK, entonces esta correspondencia es biyectiva, en donde T y V) son inversas.

Ahora veamos algunas de las propiedades que se pueden traducir a partir de esta corres-
pondencia. Para ello, iniciamos definiendo la suma y el producto de dos ideales.
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Definicién 2.9. Dados dos ideales I, ] C S, definimos la suma y el producto como

I+]:={f+glfely]e]}
[J=={f-glfelyge]}

Es un buen ejercicio demostrar que estos dos conjuntos son de nuevo ideales de S.

Proposicién 2.10. Sean I,] C S dos ideales, y sean X = V(I),Y = V(]) sus variedades correspon-
dientes. Entonces

) V(I+])=XNnY

i) V(IT) =V(IN]) = XUY
Si ademds K = K entonces

i) Z(XNY)=T+]

iv) T(XUY)=+INJ = IJ

Como resultado de esta dltima proposicién, notamos que el ideal I] y la interseccién
I'NJ definen la misma variedad, y tienen el mismo radical. Sin embargo, estos dos ideales
no coinciden, es decir, en general puede suceder que I] # I N J. Para ver esto, consideremos
I = {xy—x3)y] = (y*—x%y). Entonces, IN ] = (xy(y — x*)) mientras que I] = {xy(y — x*)?).

Observacion 2.11. Sea my = (xp, x1,...,%,) C S = K][xo, x1,...,x,|. Entonces
D) V(img) :={xeP":x;=0paracadal <i<n} =0

A myg se le llama el ideal irrelevante de S. Para los demds ideales tenemos una correspondencia
biyectiva

{ideales homogéneos radicales I C mo} <— {Variedades proyectivas X C P"}

Proposiciéon 2.12. Sea I = (f1, fa,..., fr) CKlx1,..., x4y f € Klx1,x0, ..., %4). Si {f1,..., fr, 1 —tf) =
Klx1,...,xu, t] entonces f € VI

Demostracién. Por hipétesis podemos escribir
l=mfA+hfr+...+hfr+hy- (1—tf) (2.2)
donde hy, ..., hy, hy € K[xq,...,x,,t]. Paracadai=0,...,r, escribamos

di
hi = Zﬂi]‘(xl,. . .,Xn)t],
j=0
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donde aij(xl, e, Xn) € K[x1,...,x,], ylos dy,...,d, € N son las potencias méximas en t de
cada h;. Consideremos un entero m que sea mayor a max(dy, . .., d,). En el campo de fracciones
K(x1,..., %y, t) podemos dividir la ecuacién (2.2) por " para obtener

** Haz un pequefio paréntesis sobre el campo de fracciones, y quita la mencién de aqui,
para que quede mds pura la idea de esta prueba —Abraham

1 h h (1
= At e ()
Sustituyendo t = 1/ f obtenemos

1= Wt B,

con hi = f"h; (x1,...,%,,1/f) € K[x1,...,x,]. Por lo tanto, f" € (f1,..., fr).
O]

Puedes terminar este capitulo con uno .°pcional"sobre el anillo coordenado, su analogia
con el espacio dual de un espacio vectorial, para terminar de cerrar la explicacién sobre la
geometria de los polinomios ~Abraham
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Ejercicios

Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1.

Demuestra que es de equivalencia la relacion en K" definida por x «~ y si y solo si
x = ay, para algtn escalar a # 0.

Demuestra que cualesquiera dos rectas en IP? se intersectan.
Demuestra que los cambios de coordenadas en IP" son isormorfismos.

Demuestra la equivalencia de la definiciéon de ideal homogéneo.



Capitulo 3

Teoria de eliminacion

En Geometria Algebraica Computacional y en otras ramas de las matemaéticas, una técnica
comun para simplificar argumentos en una demostracién es el agregar variables temporales,
y después tratar de regresar al anillo original, eliminando las variables que agregamos. Esta
técnica se usa para calcular muchas cosas, como homogeneizaciones, parametrizaciones, y la
usamos en la Proposiciéon 2.12 para calcular el radical de un ideal.

En este capitulo desarrollaremos el marco tedrico que justifica la eliminacién de variables,
ademds de desarrollar algunos algoritmos, y explicar la geometria detrds de ella. Iniciemos
con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sea I = (ax +b,cx +d) C Klx,a,b,c,d] y consideremos el orden lexicogréafico
dado por x > a > b > ¢ > d. Si calculamos el S-polinomio de estas dos ecuaciones, tenemos
que

Spol(ax +b,cx+d) = c(ax +b) —a(cx +d) = bc — ad.

Por lo tanto, el polinomio bc — ad estd en el ideal I, y al no involucrar a la variable x, es también
un elemento del anillo de polinomios K]|g, b, ¢, d]. Por lo tanto, tenemos una contencién de
ideales (bc —ad) C INK]a,b,c,d]. Mas adelante veremos que, de hecho, la igualdad se cumple
para este caso. A

La teoria de eliminacion trata de calcular ideales de la forma I NK][a, b, c,d] como los del
ejemplo, que consiste de eliminar del ideal a todos aquellos polinomios que involucren a la
variable x. Para desarrollar los algoritmos para calcular dicha interseccién, primero tratemos
de entender la geometria detrds de la eliminacion.

3.1. Morfismos Inducidos

Supongamos que K es un campo infinito. Un polinomio f € Klx,...,x,]| define una
funciéon A" — K dada por la evaluaciéon x — f(x). Asi, tenemos que podemos interpretar a
K]x1,...,x,] como el anillo de todas las funciones polinomiales de A" en K

Kx1,...,x4) = {f : A" — K| f es un polinomio}.

23
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De esta manera, una coleccién fi, ..., fm € K[x1,...,x,] define una funcién polinomial

$p: A" — A"
a w—  (fi(a),..., fu(a)).
Nos gustaria entender o calcular la imagen Im¢ := {¢(a) : a € A"} C A™. Si K[xy,..., x,]

y K[y1,...,ym] son los anillos de funciones polinomiales de A" y A™ en K, respectivamente,
entonces la funcién ¢ define una funcién

¢" Klyi,...,ym| — Klxq,..., x5
vi —  fi

Esta funcién ¢* es un homomorfismo de K-élgebras, es decir, que preserva la estructura de
K-algebra: por ejemplo, ¢* (2y1 + y2y3) es igual a 2¢*(y1) + ¢* (y2)9* (v3) = 2f1 + fofs.

Lema 3.2. Sea Im ¢ la cerradura de Zariski de la imagen Im ¢. Entonces, Z(Im ¢) = ker ¢*.

Demostracién. Por definicion, el ideal Z (Im ¢) consiste de todos los polinomios en K[y, . .., Y]
que se anulan a lo largo de Im¢. Si ¢ € K[y, ...,yn|, entonces ¢*g = g(f1,..., fm). Por lo
tanto, para todo g € K[y1,...,ym] y a € A™, tenemos que

8(¢(a)) = g(fi(a), ..., fu(a)) = (¢7g)(a).

Por lo tanto, si g € ker ¢* entonces ¢ se anula a lo largo de Im ¢ pues ¢*g = 0. Conversa-
mente, si ¢ se anula en todo Im ¢, entonces ¢*g se anula en cada punto a € A". Como K es
un campo infinito, esto implica que ¢*g = 0. O

3.2. Teoria de Eliminacidon

Proposicién 3.3. Sea a : K[y, ..., ym| — Kxy,..., x,] el homomorfismo definido por y; — f;, con
fi, .o, fm € K[x1,...,xy]. Definimos el ideal

I'={y1— f1i,-- - Ym — fm) CK[x1, .o, X0, Y1, -, Ym]-
Entonces kera = INK[y1, ..., Ym).

Observacion 3.4. Tenemos una proyeccion & : K[x1,..., X0, y1,--.,Ym] — K[x1,...,x,| dada por
Yi = fjy xi = xj, la cual extiende a « en el sentido de que es un diagrama conmutativo. Ademds si
g(x1,...,xn) €K[x1,...,Xn,Y1,...,Ym] entonces a(g) = 0si y sélosi g = 0.

Demostracion de la Proposicion 8.2. Si f € INK][yy, ..., Y] entonces podemos escribir
m
f=Y hi(yi— fi):
=1

1
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Por lo tanto, a(f) = &(f) = 0; es decir, f € kera. Consideremos ahora el orden lexicografico
en K[x1,..., X5, Y1,...,Ym) dado por y1 > ya... > Yy > x1 > ... > X,. Sea f € kera C
Kly1,-.-,ym) CK[x1,..., X0, Y1, --,Ym]- Si dividimos f entre los generadores de I, obtenemos
una expresion de la forma

f:ihi'(yi—fi)-l‘f’,

donde r = r(x1, ..., x,) no involucra a las y;’s. Por lo tanto

De la observacién vemos que r = 0, por lo que f € I. O
Definicién 3.5. Sea I C S = K|[xy,...,x,] un ideal de S. El k-ésimo ideal de eliminacion de I es
Ik =1N ]K[ka,. . .,xn]

Mads generalmente, si R C S es un subanillo, el ideal I N R se llama el ideal de eliminacion de I
con respecto a R.

Observacién 3.6. I N R C R en efecto es un ideal.

Teorema 3.7. Sea G una base de Grobner de I con respecto al orden lexicogrdfico en Kxq, ..., x,]
dado por x1 > xp > ... > xy,. Entonces Gy := GNK|[x,1,...,X,] es una base de Grobner de I.

Demostracion. Por definicion Gy C I. Sea f € I C I. Entonces existe g € G tal que in.g
divide ain< f. Como f € I, in< f € K[xx11,...,xn] y, por lo tanto, in.g € K[x, ..., x,|. Como
el orden en K][xy,...,x,] que hemos elegido es el lexicografico, que in<g € K[xgyq, ..., Xy]
implica que todos los términos de g estdn en K]xy, ..., x,]. Por lo tanto, ¢ € Gy. O

Ejemplo 3.8. Habiamos visto que si I = (ax +b,cx +d) C K|x,a,b,c,d] entonces G = {ax +
b,cx +d,ad — bc} es una base de Grobner de I con respecto al orden lexicografico x > a >
b > ¢ > d. El teorema entonces implica que {ad — bc} genera al ideal de eliminaciéon I N
Kla,b,c,d]. A

Observacién 3.9. La propiedad del orden lexicogrdfico que usamos en la prueba del teorema fue: si
g€ Syl <k<nentoncesin.g € Klxgi1,...,xn] siysolosig € Klxyi1,...,Xxn].

Definicién 3.10. Sea 1 < k < n. Un orden monomial en Klx, ..., x,] se llama un orden de
eliminacién eliminando las primeras k variables, si cumple la propiedad de la observacién
anterior.
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Algoritmo 3 (algoritmo de eliminacién)

Entrada: | C K[xy,...,x,]i€1,2,...,n—1.

Salida: Una base de Grobner de I;.
1: Sea G una base de Grobner de I; con respecto a el orden lexicografico.
2: devolver GNIKIxjiq,...,xy].

Veamos ahora los algoritmos que estdn relacionado con los teoremas descritos en la clase
anterior. Comenzaremos por el algoritmo que nos calcula una base de Grobner del i-ésimo
ideal de eliminacion.

De esta forma podemos también generar un algoritmo para calcular el kernel de un ho-
momorfismo entre K-algebras. Simplifiquemos la notacién definiendo S = K[xi,...,x,] y
R=K[y1,...,Ym] -

Algoritmo 4 (kernel de un homomorfismo de IK—4&lgebras)

Entrada: Una funcién de ¢*: R — S dada for fi, fo,..., fm € S.

Salida: Una base de Grobner de ker ¢*.
1: Definamos H := (y1 — f1,.- ., Ym — fm) en K[y1, Y2, ..., Ym, X1, X2, . .., Xn].
2: Calcule G la base de Grobner de H N R (utilizando el algoritmo 6).
3: devolver G.

Algoritmo 5 (imagen de un morfismo entre variedades)
Entrada: fi,..., fis € S que definen un funcién ¢: A" — A™.
Salida: Una base de Grober para Z(im(¢)).

1: Definamos Iy := {y1 — f1,.- ., Ym — fum}-

2: Calcule G := base de Grobner de I, N R.

3. devolver G.

Paral<i<mnseam: A" — A" 'la proyeccién que manda (ay, ..., a,) — (a1, .., an).

Lema 3.11. Si [ C K|xy,...,Xxy] es un ideal, entonces

donde I; := INK[x;y1,..., %]
Demostracion. Sea a = (ay,...,a,) € V(I).Si f € I; en particular f € I. Entonces
0= f(a) = f(ai-i-l/ .- '/aﬂ) = f(n(a))
ya que f no contiene a ninguna de las xy,...,x;. O

Anteriormente se vi6é que V(IUJ) = V(I) N V(]) para cualesquiera I, ] ideales. También
vimos que

V(I]) = V() uV(]) =v{In]).
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Y también vimos que I] no necesariamente es igual a I N J. Entonces nos preguntamos: ;cémo
calculamos I N J?. El siguiente resultado nos ayudaré a responder la pregunta anterior.
Sea t una nueva variable y considérese

N:= (tI+ (1—1t)]) C S[t].
Lema 3.12. 1N ] es el ideal de eliminacién de N N S, es decir:
INJ=0I+(1-1H])NS.

Demostracion. Si f € IN], entonces f = tf + (1 —t)f € N. Inversamente, si f € NNS, pode-
mos escribir f = f; = fj, en donde f; = fi(x,t) € tI y F; = fj(x,t) € (1 —t)]. Observemos
que f no involucra t pero f; y fj silo hacen. Por lo tanto, podemos evalular f;y f; en cualquier
valor y la igualdad f = f; + f; se peserva, en particular, cuando t = 0,

f=fi(x,0) + fj(x,0) € ].

y cuando t = 1, tenemos
f=filx,1)+ fi(x,1) € L

Por lo tanto, f € IN]. O

Definicién 3.13. Un conjunto algebraico X es irreducible si cada vez que escribimos
X=ViuV,, Vi, V, son algebraicos.

Entonces X = V; 0 X = V5.

Definicién 3.14. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un ideal P C R es primo si, y s6lo
si, P # Ry cada fg € P cumplenque f € Po g € P.

Ahora veamos una lema que nos relaciona las dos definiciones anteriores.
Lema 3.15. X es irredusible si, y sélo si, Z(X) es primo.

Lema 3.16. 5i X = X; U - - - U X, es una descomposicién de X en irreducibles y sea

entonces Z(X)Py N --- NP,

Problema. Dado un ideal I que define a X, y sea Z un subconjunto algebraico de X. Encuentre
el ideal que define a X\ Z.

Remover componentes esta relacionado con la disivién: Si ¢hV € Z(X), para cualquier N,
entonces ¢ € Z(X \ V(h)). ya que si Vn > 0, gn"V € Z(X) entonces g(x)hN(x) =0, Vx € X.
Si consideramos x € X \ V(h) entonces g(x)hN(x) = 0si, y sélo si, g € Z(X \ V(h)).



28 CAPITULO 3. TEORIA DE ELIMINACION

Definicién 3.17. Sea I, | C S ideales, h € S. Definimos e/ ideal cociente (por h, se le llama “colon
ideal” en Inglés). Se denota por:

(I:h):={geS|ghel}l
Definimos también [a saturacion por h a el conjunto:
(I: h°):={g € S| ghN €I, para algin N}.
De la misma manera definimos el ideal conciente por J:
(I:J):={gesS|g] eI}
La saturacién con respecto a J:
(I: J°):={g €S| gJN €I, para N suficientemente grande}.

Ejemplo 3.18. Sea S = K]x, y, z]. Por definicién
((xz,yz) : (z)) = {f€S|fze(xzyz)}
{f € S|fz = Axz + Byz}
= {feSlf=Ax+By} = (xy).

De aqui se puede ver que el por qué se le llama ideal cociente, pues se ha ‘eliminado’ la
variable z. A

Observacién 3.19. Para ideales redicales, el cociente y la saturacién coinciden, pero en general no es
cierto.

Ejemplo 3.20. ((x%,y) : (x)) = (x2) pero () : (x)) = (y) A
Proposicién 3.21. (I : J) es un ideal y contiene a I

Demostracién. Se deja como ejercicio para el lector. O

Teorema 3.22. Sily ] son ideales en S, entonces
V() ~V(]) S V(I:])
si ademads K = K e I es radical, entonces se cumple la igualdad.

Demostracion. Notemos que (I : J) C Z(V(I)~\V(J)) yaquesi f € (I:])yx € V(I)\V(])
por lo que fg € I,Vg € J. Como x € V(I), entonces f(x)g(x) = 0,Vg € J. Al tener que
x € V(J), 3h € J, tal que h(x) # 0 = f(x) = 01lo que implica V(I) ~ V(J) C V(I:]).

Ahora supongamos que K = Ky que I = v/I. Sea x € V(I : ), esto quiere decir que si
hg € I, Vg € J entonces h(x) = 0.Sea h € Z(V(I) ~V(])), si g € ], entonces hg se anula en
V(I) y g se anula en V(]). Por el nullstellensatz, hg € v/, pero por hipétesis v/ = I, entonces
hg € I,Vg € J. Usando el mismo argunmento anterior tenemos que /(x) = 0. Por lo tanto
x € VIZWVI)NV()))) =V :]) CV(I)~V(]). O
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Lema 3.23. Sean P,Q C S ideales primos (diferentes). Para cualquier f € S

. S sifeP
P: =
D (P:f) {P caso contrario
S sifePNQ
. P sif €P\Q
ii) (PNQ:f)= 0 S feQ\p
[:=PNQ sife(PUQ)F

Demostracion. i) Si f € P, entonces Vg € S, tenemos que fg € P, .. (P : f) C P. Sean
g € (P: f), entonces gf € P, y como P es ideal primo y f € P° entonces ¢ € P. ii) el primer
caso es es andlogo al inciso i). Supongamos que f € Q\ P,sih € P, entonces hif € Py hf € Q,
lo que implica que h € (PN Q : f). Ahora supongamos que h € (PNQ : f) == hf € Py
hfeQ=he (P:f)yhe(Q:f), entonces por i) tenemos que

he(P:f)N(Q:f)=PNS=P

Por ultimo, si f € (PUQ)¢, sea f € (I: f), = hf € Py hf € Q, por primalidad tenemos que
hePyheQporlotantoh € I =PNQ O

Teorema 3.24. Sea X = V(I) y Y = V(]), entonces V(I : J®) =X\ Y

Proposicién 3.25. Si I C S es un ideal y f € S. Definamos | := (I,tf —1) C S[t|, entonces
(L f*°)=]NnS.

Demostracion. Sea g € ] N S, entonces podemos escribir ¢ = ph+qg(1 —tf) conh € I 'y p,q €
S[t]. Sea m la maxima portencia de t en p. Usando el campo de fracciones K(xy,...,xy, 1),
dividimos entre t"" y obtenemos

g _ P q 1
o =Lp Z—1).
g pm +t(m—1)(t f)

. 1 / / 1 ;2
Si evaluamos en t = n obtenemos "¢ = f"p'h, donde p’ = p(x1,...,xn, —) y por eleccién de

m, f™p’ € S entonces f™g € I (pues h € S) por lo que g € (I: f*).
Ahora sea g € (I: f*), entonces IN € N, tal que gf" € I. De la definicién de ], podemos
escribir 1 = tf + p para algtin p € |, entonces

1= (tHY+p'

con p' € J, por lo tanto, ¢ = (gtNfN +gp’) € J pues gp' € Jy ¢fN € ], por lo tanto
gejns O]
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Ejercicios
Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1. Demuestra algo



Capitulo 4

Resultantes

Para el caso de una variable, el teorema fundamental del 4lgebra, nos dice que f € K][x],
entonces f tiene d = deg(f) raices y f = []%,(x —a;). Si f,g¢ € K[x] con n = deg(g) y
m = deg(f), n > m. Podemos encontrar factores comunes entre f y ¢ usando el algoritmo de
Euclides (para encontrar MCD)

f=aux"+ Ay 1x™ 1+ 4 ap, g =bux" + b, 1x" 14+ ... +b
y remplazamos g por g — snx”_mf para poder escribir MCD(f,g) = hf +kg
m
Ahora definamos S, (x) = {f € K[x] | deg(f) < n}, y de la misma manera S—,, como los
polinomios de grado a lo més n.

Observacién 4.1. S<;, = S<y,41 es un espacio vectorial con una base ordenada canénica dada por los
monomios x", x" 1 ..., x, 1.

Consideremos
Sen X Sep={(hk)eK[x] xK[x] | h=00 deg(h) <nyk=0o0 deg(k) < m}.

Dados f y g tales que deg(f) = m y deg(g) = n con m < n podemos considerar la transfor-
macion lineal

qu,g . S<n X S<m — S<n+m
(k) —sh-ftk-g

Notemos que la transformacion estd bien definida ya que deg(h- f) < m + n y también
deg(k-g) <m+n.

Observacion 4.2. Tenemos que dimk S<p4m = dimg (S<y X S<p) = n + m. Ademds, la transfo-
macion @y,q es un isomorfismo si y solo si la matriz asociada a ¢y, es invertible.

Lema 4.3. Los polinomios f y g tienen un divisor conuin si y solo si ker ¢, # {(0,0)}.
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Demostracién. Supongamos que f y g tienen un divisor comun p. Entonces existen polinomios
hyktalesque f=k-pyg="h-p.

Como p no es constante, entonces deg(k) < m = deg(f) y deg(h) < n = deg(g). De esto
(h,—k) € S< X S<py y ademds

Prg(h,—k)=f-h—g-k=(k-p-h)—(h-p-k)=0

Por lo que (h, —k) # (0,0) y (h, —k) € ker ¢y .

Ahora supongamos que f y g son primos relativos, es decir MCD(f,g) = 1. Esto implica
que existen polinomios p y g tales que 1 = f - p + ¢ - q, de modo qe (f, g) = K[x].
Sean (h, k) € ker ¢¢,, entonces 0 = f-h+g-ky g-k = —f - h. Luego, podemos reescribir

k=k-1

Il
~

p-k+g-9-k
k-p—f-h-q
p—h-

(k- q)-

De donde f|k. Como deg(k) < m —1y deg(f) = m entonces k =0. De manera similar, podemos
ver que /1 = 0, lo que implica que ker g5, = {(0,0)}. O

Sean B = (x"1,...,x,1,x" 1, ... ,x,1) y B = {x"™*""1,.. .1} las bases ordenadas ca-
nonicas de S« X Sy<m Y S<n+m respectivamente. La matriz asociada de ¢y, respecto a las
bases B y B’ en vectores columna es

[Drslp = (" flo 72 flo oo [flo 0 gl [8]).

Sif=aux™+...+a1x+a =bux"+ ...+ bix + by, se obtiene la siguiente matriz:
y8 g

Am 0 0 by, 0 0

Am—1  Om b1 by 0

: A1 0 : bn—l 0

B a b

[(Pf,g]B - " " :=Syl(f,g) € K () x (m+n)
ao ay A1 bop b by
0 ag 0 bo
a - -, by
0 0 a 0 0 b

La matriz Syl(f, g) suele llamarse la matriz de Sylvester de f y g, por medio de la cual se
puede definir la resultante.

Definicién 4.4. Sean f = apx™ +...+mx+a0y § = bux"+ ... +bix +bp, cona, #0y
b, # 0. La resultate de Sylvester de f y g es

Res(f,g) := det(Syl(f, g))
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Ejemplo 4.5. Sean f = x —a y ¢ = x — 3, entonces.

Res(f,g)zdet( _1“ 1[3 > =ua—p.

Por lo tanto f y g tiene raices comunes si & = f. A
Ejemplo 4.6. Sean f =x —ay g = b3x3 + byx? + byx + by. Se tiene que
0 b3
1 0 by
1 by
0 0 —a | b

Res(f,g) = det = b3a® + bya® + by — by.

Observacién 4.7. En general si f = x —ay § = byx" + - - - + byx + by entonces
1 0 O b,
—a . :
Res(f,g) = det =g
0o . 1 b
0 0 —a | b

y en todos estos casos Res(f,g) = 0 si y sélo si a es una raiz de f y g.

Teorema 4.8. Sean f y g € K]x] entonces Res(f,g) = 0 si y sélo si deg((MCD(f,g)) > 1,siy
sélo si existe o € K tal que f(a) = g(a) = 0.

Demostracion. La segunda equivalencia se deriva del teorema fundamental del algebra. La
primera se deriva del lema anterior ya que Res(f,g) = 0siy sdlosi ¢, no es isomorfismo. [

Proposicién 4.9. Dados f, ¢ € K[x] existen polinomios h, k € K[x], no ambos nulos con deg(h) < n,
deg(k) < m, tales que Res(f,g) = f - h + g - k tienen coeficientes enteros en los coeficientes de f y g,
estoesRes(f,g) =f-h+g-ke€Zlaw, - ,a0,bn, -, bo][x].

Demostracion. Cuando Res(f,g) = 0, ya vimos que existen &, k € K|[x] tales que

Res(f,g)=0=h-f+g-k,

que satisfacen las condiciones requeridas. Cuando Res(f, g) # 0 entonces ¢y, es isomorfismo,
por tanto epimorfismo, y de esto, existen i y k con las condiciones requeridas. Podemos
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encontrar h y k explicitamente

A 0 - 0 b, 0 0
Am—1 Am by—1 by 0
: A1 0 : bn—l 0
am bi’l
_ _ = Syl(f,8)

a0 ay e A bo by . by
: - a : O 2}
XU xf f X"l 0 xg g

(el determinante no cambia si al tltimo renglén le sumamos x por el pentiltimo, mas x>
por el antepentltimo, asi sucesivamente hasta x” "~ por el primero).

El dltimo renglén lo podemos escribir como (x"~f,..., f,0,...,0)+(0,...,0,x¢g™"%,...,g)
con esto, si expandimos el determinante por el Gltimo renglén, lo podemos ver como la suma
de dos determinantes

Ap_1 G : b1 by 0
[/ | 0 bnfl 0
det fim SO
ao a1 A1 bp b by
0 ap 0 bo
E ‘- . ‘. al ' t- . ce . bl
XU xf f 0 ... 0 ©

y andlogamente para k. La igualdad con Res(f, g) se cumple cuando desarrollamos todos los
determinantes por la taltima fila.

O
Proposicién 4.10. Supongamos que K = K, escribimos a f(x) = an [ (x —a;), y g(x) =
bn ITiy (x — B;), donde las w; y B; son las raices de f y g respectivamente, entonces:
m n
Res(f,g) = (=1)""apbi T[T T(wi = B))- (41)

i=1j=1
Un corolario inmediato es la férmula de la Poisson:
m

Res(f,g) — ai ] [a(es) — <—1>m"b:’:ﬁf<ﬁj> @2)
L

i=1
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Demostracién. Notemos que (4.1) se sigue de la férmula de Poisson (4.2), por lo tanto sélo
mostraremos la de Poisson. Mostraremos el caso en que f sélo tiene raices simples, i.e. a; # &;

sii # j. Recordemos que la matriz de Vandermonde es

ar=t gl am-1
Vand(a, ..., a,) = det : : A : = J] (@—«a)
o1 1%} K 1<i<j<m
1 1 1

que no es cero cuando &; # ;. Asi, considerando el producto de matrices

Ay ... 0
Am—1
Liscn ‘ Onxm 0
m+n—1 m+n—2 m m—1 m—2
oy oy af’ |y oy 1 i,
A= . .
. . . ap Am—1
“%-&-n—l {x%-l-n—Z “nm1 “%—1 a%—z 1 0
a1
0 ap
tenemos que
_am 0 -
una matriz aqui
A * Ay
a o lg(ar) o' g(m) (a1)
1 & 1 8\&1) ... gl
0 : : .. :
m—1 m—2
I a8 lam) apog(am) .. glam) |

(4.3)

Calculando determinantes, dado que tenemos matrices triangulares por bloques, nos queda

Vand(ay,...,an)Res(f,g) = alg(ar)...g(am)Vand(ay, ..., an)

(4.4)

como Vand(ay,...,an) # 0 cuando &; # «;j, podemos cancelar. Lo cual concluye la demostra-
cién. El caso general se obtiene haciendo la misma construccién con una matriz de Vander-

monde generalizada.

O]

La férmula de Poisson tiene una consecuencia inmediata respecto al algoritmo de la divi-

sion: Si escribimos f = gg +r con | = deg(r) < n = deg(g) entonces

Res(f,g) = (—1)""bj ' Res(g,r)
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porque las B; son raices de g, con lo que f(B;) = r(Bi) VBi, lo que implica

Res(f,g) — (—1)m”b$1£{f(ﬁj)
L

- <—1>mnb:flbzﬁr<ﬁj>
1
— (~1)™b) ' Res(g, 1)

Recordemos que f tiene una raiz multiple si y s6lo si f y f’ tienen una raiz comun, es
decir, cuando Res(f, f') = 0.

Ejemplo 4.11. f =ax*+bx+c = f' =2ax+b

a 2a 0
Res(f,f')=det b b 2a| =ab*+ 4a’c — 2ab* = a(4dac — b?),
c 0 b

por lo que, la ecuacion cuadrética f tiene una raiz doble cuando 4ac — b?> =0 (ya quesia =0
entonces f no es cuadratica). A

m
Definicién 4.12. Para f = a,x™ + ...+ a1x + a9 = an | [(x — a;), el discriminante es
i=1

m(m—1)

Disc(f) = TV T Res(f, ) = a2 [ (a— )2

am 1<i<j<m

La dltima igualdad sale de la férmula de Poisson, ya que

flf=am Y J](x—a).

1<i<m j#i
Observaci6n 4.13. Disc(f) =0 <= f tiene una raiz miiltiple.

Supongamos 1 <i <nysearm: A" — A" la proyeccion (ay, ..., ay) — (i1, -, 0n).
Vimos:

Lema 4.14. Si I C K[xy,...,xy] es un ideal, entonces t(VV(I)) C V(I;) con I; siendo el ideal de
eliminacion I N K[x;41, ..., Xn].

La inclusion w(V(I)) C V(I;) puede ser estricta, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.15. Sea 77 : A* — A! la proyeccién (x,y) — y. Consideremos V(xy — 1), entonces
n(V(xy —1)) = A' —0 donde 0 = (xy — 1) N K][y].
A

Ejemplo 4.16. Consideremos la curva ¢ : A — A? dada por t — (t> — 1,13 —t). ;Quién es
im(¢)? Consideremos C = V(x — t2 + 1,y — £ + t) bajo la proyeccién 7t(t, x,y) = (x,y).
Del lema anterior sabemos que la ecuacién de esta curva es (2 — 1 —x,t> — t — y) N K][x, y].
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Al —0

V(xy —1)

Figura 4.1: La proyeccién de V(xy — 1) en el eje y.

Sea f(t) =2 —1—xygt) =t —t—y.

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
Res(f,g;t)=| -1—x 0 1 -1 0 |=y"+x*-2,
0 —1-—x 0 -y -1
0 0 -1-x 0 -y
que es la ecuaciéon que define a 77(C). A

Observemos que K[x,y] C K(y)[x], y para f,g € K]x,y], la resultante Res(f,g;x) es un
polinomio en y que es cero si y sélo si f y g tienen un factor comun en K(y)][x].

Lema 4.17 (Gauss). Los polinomios f, g € K]x,y] tienen un factor comiin de grado positivo en x si y
sdlo si tienen un factor comiin en K(y)|x].

Demostracion. =) Es claro, ya que K[x, y] € K(y)|x].

<) Supongamos que f = hf y ¢ = hg es una factorizaciéon en K(y)[x] con h de grado
positivo en x. Sea d el minimo comtin miiltiplo de todos los denominadores en £, f, §, entonces
d € K(y) y podemos escribir df = (dh)(df) y d*¢ = (dh)(dg) donde dh,df,dg € K[x,y]. Sea
k(x,y) un factor irreducible de dh con grado positivo en x = k|d?f y k|d?g, pero k no divide a
d porque d € K]y| y k tiene grado postivo en x. Por lo tanto k|f y k|g. O

Sea 7 : A* — A la proyeccion (x,y) — y. Sea I := (f,g) N K[y], habiamos visto:

Proposicién 4.18. Dados f,g € Kix|, existen h,k € K][x] tales que Res(f,g) = f(x)h(x) +
g(x)k(x) con Res(f,g) € Zlao, . ..,bn][x]. Ast, Res(f,&;x) C If,

Lema 4.19. Si [; es el ideal de eliminacién de I, entonces t(V(I)) C V(I;). Por lo tanto
n(V(f,8)) € V(Ifg) C V(Res(f, g x))-
Ahora, supongamos K = K y escribamos para f, ¢ € K][x, y]:

f o= anx" +ana(y)x" "+ .+ ar(y)x+ao(y),
g = bu(y)x"+ bnfl(y)x”’l + .o+ bi(y)x +bo(y).
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Teorema 4.20 (Teorema de Extension). Si K = Ky t € V(I5o) —V(au(y), bu(y)), entonces existe
s € K tal que (s,t) € V(f, ).

Observacioén 4.21. Con esto demostramos que

V(Itg) \ V(am, bu) € (V(f,8)) € V(Izg) € V(Res(f,g;x)).

Demostracion. Seat € V(Ifg) \ V(am, bn) y supongamos que ay,(t)-b,(t) # 0. Entonces f(x,t)
y g(x, t) son polinomios en x de grado m y n respectivamente. Notese que Syl(f(x,t), g(x,t))
se puede obtener Syl( f, g; x) substituyendo y = t. Esto implica que Res(f(x,t), g(x, t)) es igual
a evaluar Res(f,g;x) eny = t.

Como Res(f,g;x) € Ire y t € V(If,), entonces esta evaluacién es 0. Como K = K,
entonces f(x,t) y g(x,t) tienen una raiz comun, digamos s € K. Pero esto implica que (s, ) €
V(f,g), lo que implica que ¢ € 7(V(f,g)).

Si a,(t) # 0 pero by, (t) =0, como (f,g) = (f,g + x'f), si reemplazamos g por g + x'f con
I +m > n, entonces caemos en el caso anterior. O

Corolario 4.22. Si ay(y),bu(y) son constantes, entonces V(Ifq) = V(Res(f,g; x)).

Lema 4.23. Si K = K, entoces el sistema de ecuaciénes

flx,y)=g(x,y) =0

tiene un mimero finito de soluciones en A% si y solo si f y g no tienen un factor comiin que no sea
constante.

Demostracion. Probaremos que V(f, ) es infinito si y sélo si f y g tienen un factor comun que
no es constante.

<) Si f, g tienen un factor comun no constante, digamos /(x, y), entonces los ceros V(f, g)
incluyen a los ceros V(h) que es infinito, ya que % no es constante y K = K.

=) Supongamos que V(f, g) es infinito. Entonces la proyeccién a alguno de los ejes coor-
denados es infinito.

Supongamos que la proyeccién 7 al eje y es infinito. Sea I, = (f,g) NK]y] el ideal de
eliminacién. Por el teorema de extensién, tenemos

n(V(f,8)) € V(lfg) C V(Res(f,&x))

y como 71(V(f,g)) = A!l, entonces V(Res(f,g;x)) = Al; por lo tanto, Res(f, g;x) = 0. Es
decir, f, g tienen un factor comtn no constante. L]

Con esta prueba, podemos destacar la siguiente observacion.

Observacion 4.24. Si f,g € K[x, y| cumplen que tanto Res(f, g; x), como Res(f, g;y) son distintas
de 0. Entonces f, g no tienen factor comunes no constantes. Por lo que, V(f, g) consiste de un niimero
finito de puntos.
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Si V(f,g) consiste de un namero finito de puntos, entonces V(f, g) es una variedad de
dimensién, como veremos a continuacién. Para este caso, tenemos el siguiente algoritmo de
eliminacién. La idea de este algoritmo es reducir el resolver un sistema de ecuaciones en 2
variables, a encontrar las raices de un polinomio en 1 variable. Una variante de este algoritmo
puede usarse para encontrar todas las raices de un sistema de ecuaciones polinomiales en
cualquier niimero de variables, si es que el sistema tiene un ntiimero finito de soluciones.

Algoritmo 6 (algoritmo de eliminacién)

Entrada: Polinomios f, g € K][x, y]| tales que V(f, g) es finito.
Salida: V(f,g)

: Calcula Res(f, g; x) (que es un polinomio en y distinto de 0.

: Calcula el conjunto B de todas las raices de Res(f, g; x).

: Para cada t € B calcula las raices comunes s de f(x,t) y g(x, t).
: devolver todas las parejas (s, t)

—_

= W N
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CAPITULO 4. RESULTANTES

Ejercicios
Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1. Demuestra algo



Capitulo 5

Ideales de dimension cero

Dado un sistema de ecuaciones polinomiales

fi(xg, oo, x0) = = fu(x1,...,x0) =0, (5.1)

quisiéramos poder entender sus soluciones, es decir, quisiéramos contestar alguna de las si-
guientes preguntas:

Pregunta 5.1. Dado un sistema de ecuaciones polinomiales como en (5.1).
(i) ¢El sistema tiene un namero finito de soluciones?
(ii) Sino, ;podemos entender las soluciones aisladas?
(iii) ;Podemos contar o dar una (buena) cota superior en el niimero de soluciones?
(iv) ;Podemos resolver y encontrar todas las soluciones complejas?

(v) Si los polinomios tienen coeficientes reales, ;podemos contar, acotar, o encontrar las
soluciones reales?

Para poder contestar estas preguntas, nos enfocaremos ahora a aquellos sistemas de po-
linomios que tienen solo un ntmero finito de soluciones, es decir, aquellos polinomios cuya
variedad es un ntimero finito de puntos, y les damos un nombre especial.

Definicién 5.2. Unideal I C S = K[xy, ..., x,] es de dimension cero o 0-dimensional, si sobre la
cerradura K, V(I) es una cantidad finita de puntos, i.e. la variedad V(I) es de dimensi6n 0.

Como la variedad de I es la misma que la de su radical, tenemos la siguiente observacion.
Observacién 5.3. Notemos que I es 0-dimensional si y sélo si \/I es 0-dimensional.

Pero, dado un ideal I, ;como podemos identificar si I es 0-dimensional? Empecemos con
el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Un ideal I C S es 0-dimensional si y solo si S/ I es un espacio vectorial sobre K de
dimension finita.

41
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Demostracién. Podemos suponer que K es algebraicamente cerrado, ya que esto no cambia la
dimensién del cociente S/ 1.

Supongamos primero que I = /I, y denotemos por V = V(I). Geométricamente, el
cociente S/ I es el anillo coordenado K|[V], es decir, es el conjunto de todas las funciones que
se obtienen de restringir polinomios a V:

K[V]:={f,:V—=>K|feS}

Si V es finito entonces K[V] es de dimension finita (como espacio vectorial), pues el espacio
de funciones de V tiene dimensién igual al nimero de puntos en V.

Si V es infinito, entonces existe una coordenada, digamos x1, para la cual, la imagen de V
bajo la proyeccion 7 : (x1,...,%,) — X1, consiste de una infinidad de puntos, y por lo tanto,
es denso (complemento de un namero finito de puntos). Restringiendo las funciones de K][x;]
a V, nos da una inyeccién

K[x1] — K[V], definida por f + f| .

Esta inclusién muestra que K[V] es de dimensién infinita, pues K[x;] lo es.

Ahora supongamos que I es cualquier ideal, no necesariamente radical. Si dim(S/1) < oo,
entonces también se tiene que dim(S/+/I) < co. Esto es cierto, pues el hecho de que I C /T
implica que existe una funcién suprayectiva

S/1—S/VI definida por s+ I+ s+ V1.

Supongamos que dim(S/+/T) < oo. De esto se sigue que para cada variable x;, hay una
combinacién lineal de las potencias 1, x;, xiz,. ..queesOen S/ VI y por tanto estd dentro de
V'T; o sea, existe un polinomio en una variable g;(x;) € VI, y por tanto existe M; € IN tal que
gZM’ € I para cada x;.

Por lo tanto (g, ..., ¢h") C I,la funcién S/ (g\", ..., gM") — S /I es suprayectiva. Pero el

cociente S/ (gM, ..., gM") tiene dimension Mj - ... - M. Esto implica que dim(S/I) < co. [J

En la prueba anterior construimos polinomios en una variable, que nos ayudaron a demos-
trar que S/I es de dimension finita. El resultado general de esta construccion es el siguiente.

Corolario 5.5. Un ideal I C S es 0-dimensional si y sélo si para cada variable x;, existe g; € K]x;] tal
que g; € L.

Mas atn, del Teorema 5.4 junto con el Teorema de Macaulay (Teorema 1.40), se desprende
el siguiente resultado, que nos da un criterio para contestar la Pregunta 5.1.(i).

Corolario 5.6. I es 0-dimensional si y sélo si para cualquier orden monomial >, el ideal in, I contiene
una potencia de cada variable.
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Definicién 5.7. Si I es 0-dimensional, definimos el grado de I como gr(I) := dim(S/I). De otra
manera, el grado de un ideal es el niimero de monomios estdndar respecto de cualquier orden
monomial.

Lema 5.8. Sea I un ideal de dimensién 0, sea G = {g1,...,gm} su base de Grobner reducida respecto
de <|ox. Ordenamos variables y polinomios, de forma que x1 > X > --- > X,, y que in<,, (g1) >
inz, (g2) > -+ > inz, (gm). Entonces, para cada i € {1,...,n} existe j € {1,...,m} tal que
ins(gj) = xf" para alguna d; > 0.

Demostracién. El Corolario 5.5 nos garantiza la existencia de polinomios en una variable cuyo
término inicial es una potencia pura de x;. El resto se sigue de las propiedades de /.. O

Observemos que de este resultado, si encontramos esta base de Grobner lexicogréfica, po-
demos resolver el sistema de atrds para adelante, resolviendo primero el polinomio g, sus-
tituyendo en g,,—1 y resolver, y asi sucesivamente hasta resolver g;. Asi, tenemos la siguiente
cota.

Corolario 5.9. Con la notacién anterior, |V(I)| <dq-...-dy

Este resultado nos ayuda a contestar parcialmente la Pregunta 5.1.(iii), de encontrar cotas
para el ntiimero de soluciones. Sin embargo, con lo desarrollado hasta ahora, podemos probar
el siguiente caso, que es mds general.

Teorema 5.10. Si [ es un ideal O-dimensional, entonces |V (I)| < gr(I). Si ademds se cumple que
I =1y K =K, entonces se satisface la igualdad.

Teorema 5.11 (Teorema de Bézout; caso particular). Dos polinomios f,g € Kix,y] o bien tienen
un factor comiin, o |[V(f, g)| < gr(f) - gr(g). Esta cota se alcanza cuando K = K y los polinomios f
Y § son genéricos.

Demostracion. Supongamos que m = gr(f) y n = gr(g) y que f y g son primos relativos.
Entonces V(f,g) es finita. Si extendemos nuestro campo a K, podemos hacer un cambio de
coordenadas remplazando a f por f(A(x,y)) y a g por g(A(x,y)) con A una transformacion
lineal invertible.

Escojamos A tal que A(x,y) = (ax+by+c,ax+ By +) conap —ab # 0y cona,b,c,a, B,y €
K. Podemos escoger pardmetros de tal manera que f y ¢ tengan coeficientes no nulos en el
término inicial y en el constante. En ese caso, la resultante Res(f, g; x) es un polinomio en y
de grado a lo més mn y por tanto tiene a lo mds mn raices.

Si definimos I, := (f, g) NK]y], entonces V(I) = V(Res(f, g; x)). Podemos ademds escoger
pardmetros de A para que la proyeccion 7t : (x,y) — y sea uno a uno en V(f, g), que es finita.
Por ende: |(V(f,g))| = |V(I)| = [V(Res(f, g))|. Lo anterior resultante da la desigualdad del
teorema, ya que |V(Res(f,g;x)| < mn.
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Si K es algebraicamente cerrado y Res(f, g) tiene menos raices que mn, entonces es porque
tiene menor grado o porque tiene raices multiples. En el primer caso, su coeficiente inicial es
cero; en el segundo, su determinante se anula. Por lo tanto el conjunto de parejas (f,g) de
polinomios para los que V(f, g) tiene mn puntos en A2 es un abierto no vacio en el espacio

AL+ que consiste en las parejas de polinomios (f,g) de grados m y n. O

Definicién 5.12. Sean fi, ..., f, polinomios en K[x1, ..., x,]|, una solucién a del sistema forma-

do por tales polinomios es 1o degenerada si los vectores V f; = <%, e, g{;) son linealmente

independientes en a.

Teorema 5.13 (Bézout). Dados fi,..., fn € K[x1,...,x,] con gr(f;) = d;, el mimero de soluciones
no degeneradas del sistema es a lo mds dy - - - d,. Cuando el campo es algebraicamente cerrado esta es
una cota en el niimero de soluciones aisladas y se alcanza cuando los polinomios son genéricos.

Agrega la explicacién, al menos intuitiva, de qué es una solucién aislada. Al producto de
los grados d; - - - d, se le llama cota de Bézout.

5.1. Eliminantes

Definicién 5.14. Sea I C K][xy,...,x,] un ideal. Un polinomio, g¢(x;), en una variable es un
eliminante de I si

INK[xi] = (g(x:)

Teorema 5.15. Supongamos que g(x;) es un eliminante de I, entonces g(a;) = 0 para toda a =
(a1,...,an) € V(I) C A" Cuando K = K, todas las raices de g son de esta forma.

Demostracion. Si a = (ay,...,a,) € V(I), entonces g(a;) = 0, pues ese es el valor de g en a.
Supongamos que K = K y que ¢ es una raiz de g, pero que no existe a € V(I) cuya i-ésima
coordenada es ¢.
Sea h(x;) un polinomio cuyas raices son las raices de g que si provienen de V(I). Entonces
h(¢) # 0, pero h es cero en V(I), por lo que h € v/I lo que implica que existe N tal que hN € I
y con ello

WY e INK[x] = (g(x:))

lo cual es una contradiccién ya que h(&)N # 0 pero ¢(¢) =0 O

Observacién 5.16. La hipétesis de que K sea algebraicamente cerrado es necesaria. Consideremos
K=Rysel=(x—1,y*>+1), entonces V(I) = @, pero x — 1 es un eliminante.

Teorema 5.17. Si ¢(x;) es un eliminante monico de 1, entonces g es parte de cualquier base de Gribner
reducida de I con respecto a un orden de eliminacion en el que x; es la variable mds pequerfia.

Demostracién. Supongamos que >~ es un orden de eliminacién para el cual x; es la minima
variable y sea d = gr(g). Como I NK[x;] = (g), g es un polinomio ménico de grado minimo
en x; que estd en I. En particular x? es uno de los generadores de in(I), por lo tanto existe f
en la base de Grobner reducida cuyo término inicial es x? y sus otros términos son monomios
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estdindar mds chicos. Dado que el orden es de eliminacién y x; es la dltima variable, estos

monomios estdndar son de la forma x! con I < d por lo que f € I es un polinomio en x; con

grado d, de la unicidad de g, se sigue que f = g. O

Lema 5.18 (Lema de la forma). Supongamos que g es un eliminante de un ideal, I, de dimension 0,
con gr(g) = gr(I). Entonces

o [ es radical si y sélo si g no tiene raices miiltiples. Si ademds § = g(x,) y se tiene el orden
lexicogrdfico x1 > - - - > x,, entonces I tiene una base de Grobner de la forma

{x1 —g1(xn), -, Xn-1 = gn—1(xu), & (xn) }
donde gr(g;) < gr(g)Vie {1,...,n—1}.
o Si [ estd generado por polinomios reales, el niimero de raices reales de I es igual al de g.

Demostracion. Tenemos las siguientes desigualdades:
# raices de ¢ < # de soluciones de I < gr(I) = gr(g)

Si las raices de g son todas distintas, entonces g tiene d = gr(g) raices, por lo que todas
las desigualdades anteriores se convierten en igualdades, lo que implica que I es radical,
gracias al Teorema 5.10. Reciprocamente, si ¢ = g(x;) tiene raices multiples, entonces existe
un polinomio / con las mismas raices de g pero de grado menor. Como I NK[x;] = (g(x;)),
se tiene que 1 ¢ I, pero h? es divisible por g lo que implica que h¥ € Iy con ello I no es radical.

Sig = g(x,), entonces 1,xy, ..., xﬁ_l son monomios estandar, como d = gr(I) = dimg (S/1),
éstos son todos los monomios estandar, por lo que el ideal inicial con >, €s (x1,..., X1, xﬁ).
Cada elemento de la base de Grobner reducida de I expresa a cada generador de I como una
combinacién lineal sobre KK de monomios estdndar, por lo que la base de Grobner reducida
tiene la forma deseada.

Finalmente, observemos que lo ceros en comtn de los polinomios son

{(a1,...,a0)|g(an) =0,a; = gi(ay) Vi=1,.,n—1}

ademas los polinomios g; son todos reales y una componente 4; es real si la raiz de g(x,) es
real. O

Observacién 5.19. No todos los ideales tienen una base de Grobner de este tipo, por ejemplo
(xy)* = (x% xy,y%).

Sin embargo, la condicién clave en el eliminante (gr(g) = gr(I)) generalmente se cumple después de
un cambio de coordenadas genérico.

Algoritmo 7 (calculo del eliminante)
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Entrada: Ideal I C K{x,...,x,] y una variable x;.
Salida: Un eliminante g(x;) € I o un certificado de que no existe tal.

1: Calcular una base de Grobner G con respecto a cualquier orden.

2: si ninguna potencia de x; es término inicial de algin ¢ € G entonces
devolver “No hay eliminante”

@

4: sino

5. Calcular [1] := 1 mé6d G

6:  Define indep := cierto yr:=0
7. mientras indep = cierto hacer
8

9

Calcular [x!] := xI méd G
si [1],[x;], ..., [x}] son linealmente dependientes entonces
10: indep = falso
11: Calcular la combinacién lineal
r .
Y ajx] =0, congcK
j=0
12: si no
13: Redefine j =j+1
14: fin si

15:  fin mientras 4
l6:  devolver Eleliminante g(x;) = Y7 ajx.
17: fin si

Prueba de validez. Si I no tiene un eliminante entonces I N K[x;] = {0}. Entonces 1,x;,x7,...
son todos monomios estdndar y ninguna base de Grébner G contiene un polinomio cuyo tér-
mino inicial sea una potencia de x;. Por lo tanto el algoritmo identifica correctamente cuando
I no tiene eliminante.

Si I tiene un eliminante g(x;) con g méd G = 0 entonces G debe tener un polinomio cuyo
8r(s)

término inicial divida a in(g) = x7 ' y por tanto es una potencia pura de x;.

Sig= Z}V:o b]-xf entonces

N :
0=gméd G = <Zb]-x£> méd G
j=0

N .

j=0
Que es un dependencia lineal entre los elementos x{ mod G, por lo que el algoritmo termina.
La minimalidad del grado de g implica » = N y la unicidad de la combinacién lineal minima

implica que los coeficientes b]' y a; son proporcionales. Por lo tanto el algoritmo calcula un
multiplo escalar de g, que también es un eliminante. O

Ahora veamos un algoritmo que nos ayudard a realizar cambios de bases (de Grobner).

Algoritmo 8 (FGLM)
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Entrada: Una base de Grobner G respecto a <’ de un ideal I de dimensién 0, y otro orden
monomial <.
Salida: Una base de Grobner H de I con respecto a el orden monomial <.
1: Declarar H := {}, x*:=1, E:={}, inH := {}.
Calcular [x*] := x* m6d G (una combinacién lineal de monomios estdndar de G).
si [x*] ¢ span(E)(C K{monomios estdndar}) entonces
Redefine E = E U {[x*]}.
si no

Existe una combinacioén lineal (tinica) de elementos de E tales que

x] =) cﬁ[xﬁ].
[xP]€E
7:  Redefine
H=HU{x"=Y cpxf} y inH=inHU{x"}.
B

8: fin si

9: si {x7|x7 > x*} C (in(H)) entonces

10:  devolver H.

11: si no

12:  Definir x* = min-{x" ¢ (in(H))|x* < x7}.
13: fin si

14: Regresa al paso 2.

Prueba de validez. Por construccién, H siempre consiste de elementos de I, y los elementos de
E son siempre linealmente independientes en S/ I, por lo que in(H) C in-(I) y se cumplen
las desigualdades

|E| < dimgS/]1, in(H) Cin(I).

Cuando regresamos al paso (2) o bien E creci6, o bien H (y por lo tanto in(H)) crecié. Como |E|
estd acotado y los ideales monomiales generados por las distintas in(H) forman una cadena
estrictamente creciente, por lo que el algoritmo termina.

Cuando el algoritmo termina, todos 1o monomios o bien estdn en (in(H)) o bien en ME :=
{xP|[xP] € E}. Por nuestra eleccién de x* en el paso (4), estos dos conjuntos son distintos, por
lo que ME son los monomios estdndar de in(H). Como (in(H)) C in.(H) C in(I) y los
elementos de E son linealmente independientes modulo in (I). Entonces

|E| < dimg S/in(I) < dimg S/in<(H) < dim S/in(H) = |E|.

Por lo tanto in(I) = in(H), lo que prueba que H es una base de Grobner respecto a <. Por
la forma de los elementos de H, la base anterior es una base reducida. O

5.2. Métodos con autovalores

Supondremos K algebraicamente cerrado, e I = (f,..., fn) C K[xy,...,x,]| un ideal de
dimensién cero.
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Definicién 5.20. Dado un polinomio moénico en una variable

d
p= Zcixd € Kx], concy; =1
i=0

la matriz compariera de p es

0 1 0
C,i= : D : c Kxd
o 0 --- 1
—cg —C1 - —Cq_1

Si p € K[x] es monico y de grado d, entonces K[x]/(p) es un espacio vectorial con base
{1,x,x2,...,x%"1}. La multiplicacién por x nos da una transformacién lineal

M. :K[x]/(p) — K[x]/(p)
f()] =[x f(x)].

La matriz que representa M, respecto a esta base es precisamente C,. Ahora, dada una matriz
A € K%, los eigenvalores de A son las raices del polinomio caracteristico y4(x) = det(A —
de).

Teorema 5.21. El polinomio caracteristico de la matriz compaiiera C,, de un polinomio p € K(x| de
grado d es det(C, — xI;) = (—1)7p(x) (i.e. las raices de p son los eigenvalores de C,).

Demostracién. Cuando d = 1, tenemos que p = ¢ + x, por lo que C, = [—cp] y tenemos que

Cp—xly=—co—xly
= (=1)(co +x) = (-1)p.

Para d > 1 expandamos el determinante det(C, — xId) respecto de la primera columna:

—x 1 .. 0
0o —x - 0
det(C, — xI;) = det : : ) :
0 0o --- 1

—C —C€ - —C1—X

= —x-det(C; — xIy) + (—1)d+1(—50>

con C, siendo la matriz compafiera de ¢ = x?~1 + Z?;()Z ciy1x'. Por la hipétesis de induccién
tenemos

det(Cp — xId) = —x(—1)""1g(x) + (=1)"(~cp)
= (=1)"xq(x) + (1) = (~1)"p(x).
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Corolario 5.22. Las siguientes afirmaciones sobre p son equivalentes:
(i) p(x) es libre de cuadrados (i.e. no tiene raices miiltiples en K).
(ii) La matriz comparfiera es diagonalizable
(iii) el ideal (p) es radical en K]x]

Demostracion. Las raices multiples de p(x) se pueden calcular con g(x) = MCD(p(x),p'(x)).
Las tres condiciones son equivalentes a 4(x) = 1, observando que /(p(x)) = (p(x)/q(x)). O

Sea I = (f1,..., fn) un ideal 0-dimensional. Tenemos que S/1I es un espacio vectorial de
dimensién finita y que |V (I)| estd acotado por dimg S/I.

Si denotamos por [f] a la clase de f en S/I, entonces para cualquier i € {1,...,n}, la
multiplicacién por x; define un endomorfismo:

m;:S/1— S/I
[f] = [x]lf] = [xif].
Sea B el conjunto de monomios estdndar de I y sean My,..., M, € KIBI*IBl las matrices
que representan los endomorfismos my, .., m, respecto de B.

Para x*,xP € B, la entrada de M, en el renglén x* y la columna x es el coeficiente de x*
en la forma normal del polinomio x;xf méd I.

Lema 5.23. Las matrices comparfieras conmutan por pares, es decir,
M;-M;=M;-M; paral <i<j<n.

Demostracion. Las matrices M;M; y M;M; representan las composiciones m; o m; y m; o m;
respectivamente. Como la multiplicacién en S/I es conmutativa, se sigue el resultado. O

Observacién 5.24. Las matrices M; generan una subdlgebra conmutativa del anillo no conmutativo
de matrices, considerando
]K[MZ‘,. . .,Mn] ~S/1 via M; — [XZ'].

Definicién 5.25. Sea V un espacio vectorial y f un endomorfismo de V. Dado un polinomio

d
p(t) = ;Cifi € K[t]

i veces
definimos el polinomio p(f) := Y%, ¢;f’ con f! denotando la composicién fo fo---of.
Alideal If := {p € K[t]|p(f) = 0} se le llama el ideal de f. El polinomio minimo de f es el tinico
polinomio ménico h tal que Iy = (h) y lo denotamos por /1.

Lema 5.26. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K un campo algebraicamente cerrado
y f un endomorfismo de V. Para cada A € K, A es un eigenvalor de f siy sélo si A es un cero de hy.
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Demostracién. Vamos a probar que el polinomio minimo /¢ divide al polinomio caracteristico
Xfy que xs divide a hﬂ‘( con k = dim V' y esto implicard el lema. La primera parte se sigue del
teorema de Cayley-Hamilton, que dice que cada endomorfismo es un cero de su polinomio
caracteristico.

Para la segunda parte, observemos que x y iy se descomponen sobre K en factores linea-
les. Si Ay es la matriz que representa a f, entonces

Xp=det(Ay —tl;) = £(t — A)% ... (= Ay)™

conAy, ..., Ap € Kydy,...,dy € IN. Como ya vimos que hf|)(f, entonces el polinomio minimo

h 7 debe ser de la forma
m

H(t - /\i)ei con0 <e < di.

i=1
Basta mostrar que ¢; > 1 para toda i € {1,...,m}. Supongamos que ¢; = 0 para alguna i, y
sea v un eigenvector de A;. Para cada eigenvalor A; # A; se tiene que

(Af — /\]'In)l) = ()\z — )\])U 7’é 0.
Entonces si aplicamos la matriz /s (Ay) al vector v, tenemos:
hf(Af)Z) = H(Af — /\jIn>er
j#1

=T —2)%0 # 0,
J#i

pero esto contradice que /i es el polinomio minimo. De lo anterior se sigue el resultado. [
Observacién 5.27 (Recordatorio). Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo

algebraicamente cerrado K, y sea f : V. — V un K-endomorfismo de V. Entonces A € K es un
eigenvalor de f si y sélo si A es raiz del polinomio minimo hy de f.

Teorema 5.28 (Stickelberg). Sea K un campo algebraicamente cerrado, y sea I C S = K][x1, ..., Xy]
un ideal 0-dimensional. Entonces, para cada i € {1,2,...,n}, A € K es un eigenvalor del endomorfis-
mo

mi:S/I—>S/I
[f] = [xi- f]

si y sélo si existe a = (ay,ay, ..., a,) € V(I) tal que a; = A.

Demostracion. Sea A un eigenvalor de m; : S/I — S/1y sea [v] € S/I\ {0} un eigenvector de
m; asociado a A. Entonces [x;v] = [Av], asi que [(x; — A)v] =0en S/

Supongamos, a modo de contradiccién, que la segunda condicién del teorema no se cum-
ple; ie., para cada a € V(I), a; # A. Obtendremos una contradicciéon si demostramos que
[x; — A] tiene un inverso [y] en S/I, pues de este modo se tendria que

0=[y]-[(xi = A)v] =[o] #0
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Asociamos a cada punto a4 € V(I) un polinomio g, € S con la propiedad de que, para cada
b € V(I), se cumple la identidad

1 sia=0b
b) =
8a(b) { 0 sia£b
Estos polinomios siempre existen. En efecto, supongamos que la primera coordenada de todos
los puntos en V(I) es distinta. Entonces podemos definir explicitamente

H X1 — bl
beV(I)\{a}
8a = &a(x1) = 11

beV(I)\{a}

Como K es infinito, siempre podemos encontrar un cambio de coordenadas en el que esta
condicién suceda, y por lo tanto los g, siempre existen. Sea

a; — by

1
g= ) 8
aeV(I) a; — A
Entonces, para cada a € V(I)
. 1
(- Ng'@) = @ -2) ¥ s su(a)
bev(l)
1
= ga(a) + (ai — A) o Sola)
beV(I)\{a}

=1

En otras palabras, 1 — (x; — A)¢* se anula en todo a € V(I). Por el Nullstellensatz, dado que K
es algebraicamente cerrado, existe I > 1 tal que (1 — (x; — A)g*)! € I. Expandiendo el binomio

obtenemos l
1+ (Z(—nk(,’{) (x, —A>k<g*>’<> el

k=1
Asi, en el cociente S/ I tenemos la siguiente identidad

!
1= (Z(—nk“ (1) - A)“@*)") (=)
k=1
Por lo tanto, x; — A tiene un inverso en S/ 1. Esta es la contradiccion que buscdbamos.
Supongamos ahora que existe a € V(I) tal que a; = A. Por el lema, basta demostrar que
hi(A) = 0, donde h; es el polinomio minimo de m;.
Por definicién del polinomio minimo de un endomorfismo, 4;(m;) = 0 como endomorfis-
mo de S/I. Evaluando en [1] € S/I vemos que

0 = hi(m;)[1] = hi([xi])

Por lo tanto, h;(x;) € I C S, de modo que h;(x;) se anula en todo V(I); en particular, h;(A) =
h,’(&li) =0. [
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Definicién 5.29. Las matrices compafieras M; de los endomorfismos m; son simultineamente
diagonalizables si existen una matriz invertible N € IK"*" y matrices diagonales D1, Dy, ..., D, €
K"*" tales que M;N = ND; paracadai€ {1,2,...,n}.

Teorema 5.30. Supongamos que I es un ideal O-dimensional radical. Entonces las matrices M; son
simultdneamente diagonalizables.

Demostracion. Sea a € V(I) un punto. Como en la demostracién del Teorema de Stickelberg,
existe un polinomio g, € S tal que g,(a) = 1y g.(b) =0sib € V(I) \ {a}. Afirmamos que
los {ga}4ev(1) son linealmente independientes en S/I. En efecto, supongamos que existe una
combinacién lineal

0= Z Ca - [gal

acV(I)

en S/I. Entonces existe F € I tal que

0=F+ Y c¢i 8
aeV(i)

Como F € I, F(b) = 0 para cada b € V(I), asi que

ey =F(b)+ )Y ci-8a(b) =0
aeV(I)

Por lo tanto, 1os {ga }4cy (1) son linealmente independientes en S/I. Como I es radical, S/ tie-
ne dimensién #)(I), asi que los {ga },cy (1) forman una base de S/ como KK-espacio vectorial.

Notemos que (x; — a;)g, se anula en todo punto de V(I), para cadai € {1,2,...,n}. Porel
Nullstellensatz se tiene que (x; — a;)g, € VI = I para cada i. Luego:

mi([ga]) = [xi ga] = [(xi — a1) - Q] + i [8a] = i - [4]

en S/I. Esto demuestra que [g,] es un autovector comun de cada m;, por lo tanto, el conjunto
{[8al}acy(1) forma una base de autovectores de S/I en donde cada m; actta diagonalmente.
Es decir, las matrices compafieras M; asociadas a los m; se diagonalizan simultdneamente en
esta base. O
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Ejercicios
Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1. Demuestra algo
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Capitulo 6

Soluciones reales

Muchos de los métodos hasta ahora vistos, requieren de considerar las soluciones de un
sistema de polinomios dentro de la cerradura algebraica, sin embargo, es muy comin en
aplicaciones, que estemos interesados por entender aquellas soluciones que son reales.

Para iniciar con nuestro anélisis de soluciones reales, iniciaremos con la siguiente obser-
vacién derivada del Lema 5.18, el lema de la forma. Gracias a este lema, para resolver un
sistema de polinomios, podemos iniciar por calcular un eliminante y reconstruir a partir de él
todas las soluciones. Més atn, si los polinomios que consideramos tienen coeficientes reales,
entonces el ndmero de soluciones reales del sistema son igual al nimero de soluciones del
eliminante, pues cada solucién real de éste tltimo produce una solucién real del sistema. Asi,
se deriva el siguiente algoritmo de conteo de soluciones reales, que funciona solo cuando el
sistema cumpla las condiciones del Lema de la Forma.

Algoritmo 9 (conteo de raices reales)
Entrada: I = (f1, f2,..., fn) C Q[x1, ..., x4).
Salida: Numero de soluciones reales de 1.
1: Calcula una base de Grobner G de I.
: Usa G para calcular d = gr(I).
: Usa G para calcular un eliminante g(x;) € I N Qlx;]| para alguna x;.

2
3
4: si gr(g) =dy g es libre de cuadrados entonces
5:  Cuenta el nimero de raices reales r de g.
6: devolver "I tiene r raices reales”.
7: sino

8:  Haz un cambio de variable y vuelve al paso 3.
9: fin si

Observacién 6.1. Este algoritmo no siempre termina. Por ejemplo, si consideramos el ideal 1 =
(x2,xy,y?), el eliminante seria x> o y?, que nunca es libre de cuadrados; ni siquiera bajo un cam-
bio de coordenadas x = au + bv, y = cu + dv. Sin embargo, el algoritmo 9 funciona siempre que I es
radical y 0-dimensional. Equivalentemente, si V(I) es una variedad reducida (que el anillo coordenado
C[V(I)] no tenga nilpotentes) y de dimension 0.
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6.1. Regla de Descartes

Quisiéramos poder contar el niimero de soluciones reales de un sistema, sin tener que
resolverlo. Para ello, iniciaremos la seccién con un resultado clasico en Geometria Algebraica
Real.

Definicién 6.2. Sea f(x) = co + c1x + - +c4x% un polinomio real en una variable, un cambio de
signos de f es un par consecutivo de coeficientes tales que ¢; - ¢;11 < 0.

Teorema 6.3 (Regla de signos de Descartes). El niimero de raices reales positivas de un polinomio
en una variable es a lo mds el niimero de cambios en signo de sus coeficientes.

Ejemplo 6.4. Consideremos el polinomio f(x) = 5x® — 4x> — 27x* 4 55x2 — 6. Vemos que f

100 A
80 1
60 A

401

201 /\
0 2 1 2
_20,

Figura 6.1: La curva f(x) = 5x% — 4x> — 27x* 4+ 55x2 — 6

tiene cuatro raices reales, que son aproximadamente: -0.3393, 0.3404, 1.598 y 2.256. De estas,
solo 3 son positivas. Notemos también que el nimero de cambios de signo en los coeficientes
de f es 3, y este coincide con el namero de soluciones reales positivas. A

Demostracion. Sea f(x) = co + c1x + ...+ cgx% con ¢4 # 0 un polinomio real en una variable.
La demostracién serd por induccién en d = gr(f).

Para d = 1, el polinomio f(x) = co + c1x tiene s6lo una solucion, y estd dada por x = —.
Esta solucién es positiva solo cuando ¢g y ¢; tienen signos opuestos.

Ahora, supongamos que el teorema se cumple parad — 1, cond > 1, y sea f(x) € R[x] un
polinomio de grado d. Podemos suponer que x no divide a f, pues si f(x) = cxx* + cx ¥ +
...+ cqx?, con k > 0, entonces f(x) = x*(cy + cxp1x + ... + cgx47¥), donde tanto el nimero
de raices positivas como el namero de cambios en signo de los coeficientes de f(x) coinciden
con los de ¢ + cx1x + ... + cgx?. Escribimos entonces

d
f(x) =co+ ;(cixi
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conk € {1,2,...,d} y co,cqg # 0. Si estos son los tnicos términos distintos de cero, entonces
f(x) = co + czx? tiene a lo mas una solucién real positiva, que estd dada por x = /—co/cy,
cuando ¢g y ¢4 tienen signos opuestos.

Podemos ahora suponer que cy, ¢k, ¢; 7# 0. Entonces:

fl(x) = Zi il

Observemos que el signo de los coeficientes de f’ es el mismo que el de los coeficientes de
f, excepto por cy. Por hipétesis de induccién, el nimero de cambios de signo en la sucesion
Cd,Cd—1,- - -, C acota al nimero de raices reales positivas de f.

Sea 1 la raiz positiva mas pequena de f’ (hacemos ryp = co si no la hay). Entonces, como
£'(0) = ck, tenemos que f’ tiene el mismo signo en el intervalo (0, rp).

Como f(0) =coy f' # 0en (0,79), entonces f es mondtona (creciente o decreciente) en
ese intervalo, y por tanto, puede tener a lo mas una raiz en (0, rp). Si ¢p > 0, para que f tenga
una raiz en (0,79), necesitamos que f sea decreciente, con lo cual f/'(0) = ¢ < 0. De manera
analoga, si ¢cg < 0y f tiene una raiz en ese intervalo, necesitamos que c; > 0. De esta forma,
concluimos que para que f pueda tener una raiz en (0, 7)), requerimos que co - ¢y < 0. Este
es justamente el caso en que el nimero de cambios de signo en f excede por 1 al ntimero de
cambios de signo de f’. Esto termina la demostracion, puesto que por el teorema del valor
medio entre cualesquiera dos raices distitnas de f hay al menos una raiz de f’. O

Observacién 6.5. Al cambiar x por —x, la regla de Descartes para f(—x) nos da una cota para el
niimero de raices reales negativas de f(x).

De esta manera, la regla de signos de Descartes junto con la tltima observacion, proveen
una cota en el nimero de raices reales distintas de 0 de un polinomio real en una variable.

Corolario 6.6 (Cotas de Descartes). Un polinomio en una variable con d + 1 términos tiene a lo mds
d raices reales positivas reales, 2d raices reales distintas de 0, y 2d + 1 raices reales.

Las cotas de Descartes se alcanzan. Por ejemplo, si f(x) = x- (x> —1) - (x2 =2) ... (x2 — m).

6.2. Sucesion de Sturm

Veremos a continuacién una generalizacion de la regla de signos de Descartes, y para ello
necesitamos fijar un poco de notaciéon. Comencemos escribiendo f(x) = cox® + c1x™ + ...+
cmx®, con ¢; # 0 paratodai, ycon0 <ag <a; <...<ay.
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Definicién 6.7. Dada una sucesiéon ¢ = (c1,¢z,...,¢,) de nimeros reales, su variacion var(c)
es el nimero de veces que dos elementos (sin contar ceros) consecutivos de la sucesién tienen
signos distintos.

Ejemplo 6.8. Sic = (8, —4,—2,—1,2,3,—5,7,11,12) entonces su variacion es var(c) = 4. Mien-
tras que parac = (—1,0,1,0,1,—1,1,1,0,1), su variacién es var(c) = 3. A

Definicién 6.9. Dada una sucesién de polinomios en una variable F = (fo, f1,..., fx) y un
numero real a € R, definimos var(F,a) como la variaciéon de (fo(a), f1(a),..., fr(a)). Sia =
+oo entonces var(F,o0) es la variacion de los términos iniciales de los polinomios fi(x), y
var(F, —oo) es la variacion de los coeficientes iniciales de los polinomios f;(—x).

La justificacién para definir var(F, o) como la diferencia de signos entre los coeficientes
iniciales, es que cuando a — oo, el término dominante de f;(a) es el inicial, y por tanto, f;(a)
tiene el mismo signo que su término inicial para a suficientemente grande.

Ejemplo 6.10. Sea F = (f1, f2, f3,f1) con f; = x/ +2x* =5, fo = 8x° —dx* —2x -1, f3 =
2x° +3x2 —5x+7, fa= —x® 4+ 5x* +11x% — 1x + 2. Entonces,

var(F,1) = var(—2,1,7,16) = 1
var(F,00) = var(1,8,2,-1) =1
var(F, —c0) = var(—1,8,-2,1) = 3.

Definicién 6.11. Dado f(x) un polinomio de grado d, definimos la siguiente sucesion

0(f) = (f(x), f'(x), -, f1O ().

Definicién 6.12. Para dos ntimeros distintos 4,b € R U {400}, denotamos con r(f,a,b) al
numero de raices reales de f dentro del intervalo (a, b], contadas con multiplicidad.

Con la notacién ya establecida, estamos en posicién para enunciar el teorema principal de
esta seccion, que generaliza la regla de signos de Descartes.

Teorema 6.13 (Budan-Fourier). Sea f(x) € R[x] y sean a < b en R U {=£co}. Entonces

r(f,a,b) <wvar(6(f),a) —var(6(f),b),
y la diferencia entre los dos lados de la desigualdad es par.

Podemos recuperar la regla de Descartes de este teorema, tomando a = 0 y b = oo, puesto
que si escribimos f(x) = co+ c1x + - - - + cgx?, entonces var(6(f),0) = var(co,c1,...,c4) y
var(6(f),c0) = 0 pues los términos iniciales de J(f) tienen todos el mismo signo.

Ejemplo 6.14. Sea f(x) = 5x° — 4x° — 27x* + 55x2 — 6, cuya grafica estd ilustrada en el Ejem-
plo 6.4. Aunque f tiene cuatro raices reales, solamente dos de ellas caen en el intervalo [0, 2].
Ahora, si evaluamos 6(f) en 0 obtenemos la sucesion

(—6, 0, 110, 0, —648, —480, 3600).
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Por lo tanto, var(é(f),0) = 3. De manera similar, evaluando §(f) en 2 obtenemos la sucesién
(—26,—4, 574, 2544, 5592, 6720, 3600),

por lo que var(d(f),2) = 1. El teorema de Budan-Fourier nos asegura que el polinomio f(x)
tiene 0 o 2 raices reales en el intervalo (0, 2], como podemos verificar. A

El Teorema Teo:Budan-Fourier de Budan-Fourier, nos da una cota bastante buena para
estimar el nimero de raices reales de un polinomio, calculando la variacién en los cambios de
signo de una sucesién asociada. Esta idea se puede modificar, para producir otros métodos que
puedan ser mds efectivos (al menos parcialmente) para acotar el nimero de soluciones reales
de un polinomio. Asi, nos preguntamos si existen otras sucesiones de polinomios F # 4(f)
que también determinen cotas. La sucesién de Sturm es un ejemplo afirmativo de esto.

Definicién 6.15. Sea f € R[x]. La sucesion de Sturm de f es la siguiente sucesion de polinomios:
so(x) == f(x), si(x):=f"(x), si(x):=—res(si_p,si1)Vi>2

donde res(s;_5,s;_1) es el residuo de dividir s;_, entre s;_; con el algoritmo de Euclides.

Ejemplo 6.16. El polinomio f(x) = 5x° — 4x° — 27x* + 55x% — 6 tiene la siguiente sucesion de
Sturm

s1 = f' = 30x° — 20x* — 108x° — 110x
§x4+ 12 3+@x2—22

sp = —res(sg,51) = 5 3 3 gx +6
_ _ 559584 .3 | 143748 .2 605394 .. _ 126792
s3 = —res(s1,82) = —Fps X+ Japs X 7225 X — 7225
_ 229905821875 .2 | 1540527685625 7904908625
sy = —res(sy,83) = —Zgms > X+ “i3aosesas. X+ 120807968
- __ 280364022223059296 174201756039315072
s5 = —res(s3,54) = — Sgmesisirsiss ¥ T 290630176786262605
56 = —res(sa,s5) = — 1700703553377 1824564661037625
6= 4,55) = T T162663080627869030112013128
Notemos que s; = 0 para j > 7, y por tanto, la sucesion la consideramos hasta s. A

Teorema 6.17 (Sturm). Sea f € R[x] ya < b € RU{zo0} con f(a) y f(b) distintos de 0. EI
niimero de raices reales distintas de f, que caen en el intervalo [a, ] estd dado por

var(s,a) — var(s,b)
con s la sucesion de Sturm de f.

Ejemplo 6.18. Corre el archivo 6SturmSeq.m2 en donde mostramos cémo calcular este ejemplo
usando Macaulay?. [lustraremos el teorema, utilizando el polinomio f(x) = 5x% —4x> — 27x% +
55x% — 6 del ejemplo anterior. Sabemos del ejemplo 6.14 que el teorema de Budan-Fourier nos
afirma que f tiene 0 o 2 raices reales en el intervalo (0,2). Utilizando la sucesién de Sturm, las
evaluaciones en x =0y x = 2 son

7225 7 120807968 7 292632176786265625” 162663080627869030112013128 J 7
s (2) — {_ 26 —4 1114 3210228 1076053821625 2629438466191277888 17007035533771824564661037625
4 4

5(0) = {—=6.0.6 _ 126792 7904908625 174201756039315072 17007035533771824564661037625
S( ) - { Yy Yy

45 7 36125 7 2174543424 7~ "292632176786265625 162663080627869030112013128
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De aqui tenemos que var(5,0) = 4 y var(5,2) = 2. El teorema nos ayuda a verificar que el
numero de soluciones reales de f en el intervalo (0,2) es 4 —2 = 2. A

Ya que ilustramos el teorema de Sturm, estamos listos para demostrarlo.

Demostracion. Sea f € R[x] y 5§ = (sSo,51, - ,Sk) su sucesion de Sturm. Demostraremos el
teorema analizando var(s,t) con t creciendo de a a b. Esta variaciéon puede cambiar sélo
cuando t pasa por algun ¢ € (a,b) donde algun s; se anula, ya que es en este caso que el signo
de s; puede cambiar. Demostraremos que si i > 0, entonces esto no tiene efecto en la variacién
de la sucesién, pero cuando c es una raiz de sy = f, la variaciéon decrece exactamente en 1
cuando t pasa por c.

Observemos que si se satisface s;(c) = 0 = s;;1(c) para alguna ¢ € (a,b), entonces
si—1(c) =0, pues de la definicion de s; 1, podemos escribir

Si—1 = PiSi — Si41 (6.1)

para cierto polinomio p; € R[x]. Por lo tanto, yendo hacia atrds vemos que s;(c) = 0 = s;11(c),
implica que f(c) = f'(c) = 0, por lo que f tiene una raiz multiple en c.

Supongamos primero que esto no pasa, o sea f(c) # 0 o c es una raiz simple de f. Sis;(c) =
0 para algun i > 0, entonces (6.1) implica que s;1(c) y s;_1(c) tienen signos opuestos. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que s;_1(c) > 0. En este caso, tendriamos que s;_1(c) >
0, si(c) =0, y sit1(c) < 0. Veamos con la siguiente tabla, como es el comportamiento de los
signos de estas tres funciones en una vecindad pequenia al rededor de c.

c—€| c|c+e
Si—1 + + +
S; ? 0 ?
Siv1 | — | — | —

De aqui vemos que s6lo hay una variacion en la subsucesion s;_1(t),s;(t), si41(t), sin importar
el signo de s; cerca de c¢; por lo que s;(c) = 0 no afecta a la variacién var(s,a)—var(s, b).

Supongamos ahora que ¢ es una raiz simple de f. Entonces f’(c) # 0, por lo que podemos
suponer que f'(c) > 0.

Insertar imagen de f pasando de negativo a positivo por ¢y f' > 0 decreciendo.

Entonces f es creciente, y por tanto var(s,c —€) = (—,+,- - - ), mientras que var(s,c+¢€) =
(+,+,...). Por lo tanto, var(s,t) decrece por 1 cuando t para por una raiz simple (anéloga-
mente si f'(c) < 0) y no cambia cuando f se anula.

Nos resta solamente el caso cuando c es una raiz mdltiple de f. Supongamos que c es una
raiz de f con multiplicidad m+1. Entonces (x—c)™ divide a f y f’, pero por (6.1) también
divide a todos los polinomios de la sucesion s. Consideremos entonces la sucesion

7= (90, 41, -, qk) := ((x joc)m " (x ilc)"’"”’ (x ikc)m) ,
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y notemos que var(q,t) = var(s,t) cuando t # ¢, ya que al multiplicar la sucesién por un
numero distinto de 0 no cambia su variacion. También notemos que g;11 = —res(qi, §i-1),
para toda i > 1.

Como g1 = ﬁ, entonces g1(c) # 0 y por tanto no todos los g; son 0 en c. Ademas, ya
hemos demostrado que si g;(c) = 0 para alguna i > 0, esto no cambia la variacién cerca de c.
Solo resta examinar la contribucién de g a la variacién, cuando estamos cerca de c.

m+1

Si escribimos f(x) = (x—c)" " g(x), con g(c) # 0, entonces

f'(x) = (m+1)(x—c)"g(x) + (x—)" g’ (x).

En particular, podemos escribir qo(x) = (x—c)g(x), vy q1(x) = (m+1)g(x) + (x—c)g’(x). Si
suponemos que g(c) > 0, entonces g1(c) > 0y go cambia signo de — a + cuando f pasa por c.
Por tanto var(s, t) decrece por 1 cuando t pasa por una raiz de f, como queriamos mostrar. [

Corolario 6.19. El niimero de raices reales de f € R|[x]| es igual a la diferencia

var(s, —oco) — var(s, +00).

6.3. Criterio de Hermite-Sylvester

A continuacién veremos otro método cldsico para contar el nimero de soluciones reales,
que es el criterio de Hermite-Sylvester.

Definicién 6.20. Sea f € R[x| con gr(f) = d. Para un polinomio ¢ € R{x]| fijo, la matriz de
Hankel Hy(f) es la matriz simétrica de dxd definida por
é i+j—2
Hy(f)ij =) 8(&)& "7,

k=1

donde &, ..., &, son las raices de f (en C).

Ejemplo 6.21. Si f € R[x] es de grado d, con &;,...,&; todas sus raices. Para q(x) = 1, la
matriz de Hankel es

hg hi -+ hy
i h hy
Hi(f) = :
ha1 ha haa—2
donde ; = Y¢_; &!. Por ejemplo,
d d d
ho=Y 1=d, hi =Y &, hy =Y &
k=1 k=1 k=1

Las h;’s son llamadas las i-ésimas sumas de Newton de f. A
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Los coeficientes de un polinomio en una variable pueden ser escrito como funciones simé-
tricas. Si escribimos f = x? 4+ Z;iz_ol cix',y &,...,&; son todas sus raices, entonces

d—1
fxts Dot = (- ta) (- &)

Desarrollando el producto en la dltima igualdad, obtenemos las identidades de Vieta, que
igualan los coeficientes de f con funciones simétricas elementales en sus raices, es decir,

co=(—1)"&1 - &
d

o =(-1)"N &k G+ ks byt EE &) = (FD)TT YT T
i=1 ji

Cia =E1&2+ 8+ +Eaak = (-1)F )Y &§

1<i<j<d
d

o1 =(-1)(E1+ &+ +E&) = (-1 Y&

i=1

Las funciones simétricas elementales, junto con las funciones simétricas completamente homo-
géneas, son muy importantes y muy estudiadas en combinatoria algebraica. De esta manera,
utilizando la relacion entre estas funciones simétricas, obtenemos las identidades de Newton:

k-1
he+ Y camkpihi = —kcae (1 <k <d).
i=1
k-1
hk + Z Cd,kJrihi =0 (V k > d),
i=k—d

Escribiendo estas identidades recursivamente, podemos escribir las sumas de Newton como
polinomios en los coeficientes de f. Ilustramos esto para las primeras sumas de Newton:

ho=d,

hi = —cy1,

hy = —cq_181 —204-2 = 51 — 24,

hs = —cg_152 — C4—281 — 3C4—3 = —Cj_q + 3c4_1€4_2 — 3cq_3.

Para continuar con los preAmbulos necesarios para enunciar el criterio de Hermite-Sylvester,
recordemos que una matriz simétrica Q define naturalmente una forma cuadrética z'Qz. Por
ejemplo, si Q = (BI?z Béz), entonces (ry) Q(3) = Ax*+ Bxy + Cy?. Ahora, si f es un poli-
nomio de grado d, y &,...,&; sus raices, la matriz de Henkel de f es una matriz simétrica
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Hy(f), y su forma cuadrética es

Ye(&)  TelE& - LeE)E ] [ =

2.
ZtHgZ:<Z() — qu) 28(':5k)5k Zg(:z»k)‘ik ; | Z:1
Ye(EE LeE)Ed o Te(80E | \zaa

d
- Zg(ak)@o + z1&k +---+Zd—15,f*1)2
k=1

Ahora, si denotamos por V' a la matriz de Vandermonde

1 & --- g,fil—l
B 1 & --- g,gfl
1 & - ggfl
entonces
g&) 0 0
0 I3 .. 0
Hy(f)=V"| . g(.z) . .|V
0 0 - g(&)

Definicién 6.22. Dada una matriz simétrica A no singular de d x d, existe una matriz C (no
singular) tal que C'AC = D es una matriz diagonal con r 1’s y s -1’s. La signatura de A la
definimos como r — s.

Teorema 6.23. El rango de Hq(p) es igual al niimero de raices distintas &; de p tales que g(&;) # 0.
Mds aiin, la signatura de Hy(p) es el niimero de raices &y reales y diferentes para las que g(&x) > 0
menos aquellas tales que g(&x) < 0

Demostracién. Primero consideremos el caso en el que todas las raices &, ..., &; son distintas.

Si definimos (&) := Z?;()l z;&;, entonces

d
z'Hg(p)z = Y g(E0)T(&)°
k=1
Escribamos esta forma cuadrética en & como
d 1 d .
ZHy(p)z = ), g(&)0(&)° +5 ) 8(80)7(&)" +8(8)T(E)* (62)
EER &reC\R

Si escribimos g(&) = a + bi 'y {(&) = c + di entonces

8(&)E(&)? + 8(E)E (&) = (a+ bi)(c +di)? + (a — bi)(c — di)? = 2a(c* — d*) — 4bed
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por lo que (6.2) se reescribe como

_ ¢ : Re(z(e0)]' [ Relg(&))  —Imig(en)] [Relz(o)
= L SEHETE L ie)| |—imls(e)) —Relg(en) 1m<§<ak>>]'

Ojo: Para que (&) = (&), estds asumiendo que los z; solo pueden tomar valores reales.
Como los ceros &; son distintos, los polinomios (&) son linealmente independientes y por
lo tanto, también lo son

{C(&k) Feer U {Re(Z(&k)), Im(Z(&k)) Fe,ec\r

que corresponden a formas lineales en zy, . ..,z;_1, por lo tanto hemos representado la forma
cuadrética de Hy(p) con respecto a otra base.

Dado que la signatura es invariante bajo cambio de base, podemos calcular la signatura de
los escalares g(&x) y de los bloques de tamafio de 2 x 2, pero estos altimos tienen signatura 0
(porque la traza de bloques es 0) lo que implica el resultado.

Para el caso general, si &j,...,&s son raices distintas, con multiplicidad p(&x) entonces
z'Hy(p)z = Y31 1(Ex)g(Ex)C(&k)? y el resultado es anélogo. O

Observacion 6.24. Podemos contar las raices reales de p considerando g(&) = 1.
Corolario 6.25. La signatura de Hy(p) = niimero de raices reales distintas de p.
Corolario 6.26. Todas las raices de p son reales <> la matriz Hy(p) es positiva semidefinida.

Definicién 6.27. Una matriz A es positiva semidefinida si x' Ax > 0 Vx # 0.

6.4. Forma de la Traza

Definicién 6.28. Dada una forma cuadratica (real) F, la signatura o(F) es el nimero de eigen-
valores positivos menos los eigenvalores negativos de la matriz que representa a F. El rango
p(F) es el rango de la matriz.

Seal C S := C[xy,...,x,| un ideal de dimensién cero, y B una base monomial de S/1I.
Para g € S definimos la operacion multiplicacién por g como

mg:S/I—S/1
[f] = [g]lf] = [gf]

Si fijamos g € R[xy, ..., x,|, construimos una forma bilineal T, de la siguiente manera:

T,:S/IxS/I—R
(8], [f1) = Tr(mggy)-

La forma Ty es la forma de la traza de q.
En la definicion, T;(g, f) = Tr(mgqf) es la traza de la matriz que representa a 111, ¢ respecto
a la base B.
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Lema 6.29. Sea A una matriz y Ay, ..., A, sus eigenvalores, entonces

TT’(A) = i}\i Y det(A) = ﬁ)\l

i=1

Bosquejo de prueba. Mostraremos los elementos necesarios para la demostracién del teorema

a b
c d|’

el polinomio caracteristico se obtiene de la siguiente manera

analizando los primeros dos casos. Para

A=

—t b

det(A —tI) = det [ ac i ] =t —(a+d)t+ (ad —bc) = t* — Tr(A) - t +det(A).

Para

A=

oo [
= Q0 <
>~ O

su polinomio caracteristico es det(A — tI) = (—1)3(+ — (a + e+ k)t* + “algo” - t + det(A)).
En general, en el polinomio caracteristico, el coeficiente mdas grande de f es 1, el siguiente esta
dado por la traza, y por tdltimo, el término constante estd dado por el determinante. O

Teorema 6.30. Para q € Rxy,...,x,], la signatura y el rango de la forma de la traza T, satisfacen:

o(Ty) = [{a € V(I) "R*|q(a) > 0} — {a € V(I) N R"|g(a) <0},
o(Ty) = [{a € V(I)|g(a) # 0}].

Para la demostracion, usaremos el teorema de Stickelberger (que ya hemos visto):

Lema 6.31 (Teorema de Stickelberger). Si I C S es un ideal 0-dimensional, para cualquier i €
{1,...,n}, A € C es un eigenvalor de m; <= Fa € V(I) tal que a; = A.

Demostracion. Por simplicidad, supongamos que todos los puntos tienen multiplicidad 1. Sea
B = {x*M),. .., x*9)} una base monomial de S/I. La matriz M, que representa a T, respecto
a ‘B tiene la entrada (i,j) dada por Tr(my, x*(0), x*()). Vemos donde van los d” elementos de la
base, es decir, la imagen de los elementos x*(0) x x20) v, j.

Sea f € S, del teorema de Stickelberger (Lema 6.31) sabemos que el conjunto de eigenva-
lores de ¢ coincide con el conjunto de valores f(p) tal que p € V(I).

Sean py, ..., py los puntos de V(I) (que estamos suponiendo distintos). Entonces, la suma
de los eigenvalores de m gxe()xa() €8

Y. q(p)p*p*0) 6.3)
peV(I)



66 CAPITULO 6. SOLUCIONES REALES

donde p*() denota el valor del monomio x*() evaluado en p. Sean

a(1) a(1) qlp) 0 ... 0
1 Pa 0 .0
c=| : - : |,D= e e
a(d) a(d) : : - :
P1 Pa 0 0 oo q(pa)

Entonces la expresion (6.3) implica que podemos descomponer M, como: M, = CDCT.

En general, C, D, son matrices con entradas complejas. Sin embargo, los puntos no reales
vienen en pares conjugados, y se puede usar un argumento similar a la prueba de la signatura
de la matriz de Hankel para omitir estos pares conjugados a la hora de calcular la signatura
de M,. Por lo tanto, los eigenvalores de T, correspondientes a los puntos reales son los q(p)
tales que p € V(I) NIR". El teorema se sigue de aqui. O

Corolario 6.32. La signatura de Ty (i.e., q(x) = 1) es igual al niimero de raices reales distintas de I.

Para el caso especial g(x) =1y n =1, el ideal I es principal; es decir, I = (f) con f € R]x]
de gradod. SiB = {1,x,.. .,xd_l}, entonces

Yo a(p)ppt ) (My)y = Y pp =T
peV(I) peVv(I)

donde V es la matriz de Vandermonde. La matriz de Hankel H;(f) es Mj, lo que muestra que

esta técnica generaliza lo visto en la clase anterior.

Teorema 6.33. Sea A una matriz real simétrica, el niimero de eigenvalores positivos de A es igual al
niimero de cambios de signo de su polinomio caracteristico x 4(t) = det(A — t1 ).



6.4. FORMA DE LA TRAZA

Ejercicios
Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1. Demuestra algo
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CAPITULO 6. SOLUCIONES REALES



Capitulo 7

Polinomios Ralos y variedades Toricas

Ejemplo 7.1. Sean f(x) = x*y + 2xy*> + xy — 1 y g(x) = x?y + xy*> — xy + 2. Los exponentes
son (2,1),(1,2),(1,1),(0,0). Gréaficamente:

\

Definicién 7.2. El anillo de polinomios de Laurent se define por
C[x1,x1’1, .. ,xn,x,jl]
Observacién 7.3. Consideremos
@ : Cla,b] — Clx,x 1]
a — x
b x7!

se tiene que 1—ab € ker(), de hecho (1 — ab) = ker(¢), asi que C[x, x~!] ~ gkjh])'
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Definicién 7.4. Sea C* := C\{0} el grupo multiplicativo de C, al conjunto
(C)":={(a1,...,an) € C" | a; # 0 Vi}
se le llama toro algebraico complejo.

Resulta que (C*)" es una variedad algebraica y su anillo de coordenadas es el de Laurent:

Clay, ..., a,,b]
(bay...a, —1)

+ +

N=Cxf,..., xf] ~

1 _
Clxi,xy . Xn, Xy,

Definicién 7.5. Dado un conjunto A = [y, ..., &, € Z" finito. Un polinomio ralo con soporte en
Aes

f=Y cax*eClxy,...,x;] (7.1)
acA

Nuestro objetivo es estudiar sistemas de polinomios ralos

filp) == fulp) =0

Definicién 7.6. Sea A C Z" finito, una combinacién convexa de puntos de A es }_,c 4 Ao con
)\a ZOYZD(GA)\D‘ :1.

Definicion 7.7. La envolvente convexa de A se define por

Ay = conv(A) ::{Ex\aoﬂ)\azo, Zx\azl}
acA acA

Definicién 7.8. Un politopo es la envolvente convexa de un ntiimero finito de puntos en R".

Definicién 7.9. La dimension de un politopo A = conv(ay, ..., ay) es la dimension del espacio
vectorial dado por span{a,—ay, ..., a,—a;1}.

Lema 7.10. Sea A = conv(.A) C R" un politopo. Para todo w € R" existe & € A tal que w - a =
Y wj;un; es minimo.

Demostracion. Define

p:A—R

N WK
Dado que A es compacto, ¢ tiene un minimo. O
Definicién 7.11. Sea A = conv(.A) un politopo y w € R". La cara de A con soporte en w es:
F, =conv{v € A| w-v es minimo}

Definicién 7.12. Un punto « € A = conv(A) es un vértice si no se puede escribir como
combinacién lineal convexa de otros puntos.
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Lema 7.13. Sea A = conv(.A) C R" un politopo. Para todo w en R" existe un iinico « € A tal que

w-a =wl o =wing + ...+ wy, es minimo.

Definicién 7.14. Sea A = conv(A) un politopo y w € R". Definimos la cara de A con soporte
en w como
Fy:=conv{v € A | w-ves minimo}.

Definicién 7.15. Un punto « € A = conv(A) es un vértice si no se puede escribir como
combinacién convexa de otros puntos. Una arista es una cara de la forma conv(vy,v;), donde
v1, U2 son vértices. En general, las caras de A son politopos en si, y las caras de dimensién d—1
(las caras de dimensién méxima) son llamadas facetas.

Definicién 7.16. Un hiperplano H C R" es de soporte de P = conv(A) si PNH #Q@y P < H™-
oP<HT.

Teorema 7.17 (Kushnirenko). Un sistema de n polinomios ralos en n variables con soporto en A tiene
a lo mds n! - Vol(conv(.A)) soluciones en (C*)" y es exactamente este niimero si los politopos son
genéricos.

Notacién. d(.A) denotard el nimero de soluciones de un sistema ralo soportado en A.
Definicién 7.18. Dado un polinomio f = Y ; ¢;x%, el polinomio de Newton de f se define por
New(f) := conv(ay, ..., &y).

Definicién 7.19. Dados P y Q dos politopo, definimos su suma de Minkowski como

P+Q={p+qlpeP qeQ}

Observacion 7.20. Si w € R”, entonces F,(P+ Q) = Fy(P) + Fu(Q), por lo que la suma es también
aditiva para las caras. Ademds, para todo vértice v de P + Q existen iinicos vérticesa € Py b € Q
tales que a +b = v.

Esta observacién nos ayuda para calcular los vértices de la suma de Minkowski, la cual
ilustramos en la Figura 7.1.

P+Q

|
5
4
3
1
0

Figura 7.1: Suma de Minkowski de dos politopos
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Observacién 7.21. Si f y g son polinomios entonces

New(f - g) = New(f) + New(g).

Una interpretacién del politopo de Newton, es que dicho politopo es una generalizacién
geométrica del grado. En una variable, sabemos que el soporte de un polinomio de grado d es
un politopo correspondiente al segmento [0, d], y que el producto de dos polinomios nos dara
un nuevo polinomio cuyo grado es igual a la suma de los grados. En este sentido, el politopo
de Newton y la suma de Minkowski nos generaliza estas ideas.

Proposicion 7.22. Sean ki, ..., Ky, politopos y A1, ..., Am € R entonces,

Vol(MKy + ...+ AwKi) = Y Vol(Ke, + ...+ Ke)Ag, -+ Ag,.

C1,...,ct€[m]

Proposicion 7.23. Sean fi,..., f, € C[x1,...,x,] genéricosy Ay, ..., Ay sus soportes. Sid( Ay, ..., Ay)
denota el niimero de soluciones del sistema, entonces

d(A1 +B/-A2/~~-/~An) = d(All---/An) +d(B/A2/H~/~’41’l)/
si Aj = Aparatodai=1,...,n,entonces d(A) = n! Vol(Ay).

Proposicién 7.24 (Minkowski). Si Ky, ..., Ky C R" son politopos convexos, y Ay, ..., A, son niime-
ros positivos, entonces Vol(A1Kq + - - - + A,Ky,) es un polinomio homogéneo de grado n en las variables
A, ..., Ay. Podemos escribir

Vol(MKy + -+ 4+ AuKy) = Y Vol(Ky, ..., K, )A

i1,...,z},€[n]

A

i
Definicién 7.25. Si Ky, ..., K, C R" son politopos convexos, se define su volumen mixto por

m
MixVol(Ky, ..., Ky) = Y (-1)"* Y Vol(K;, + ...+ K;,).
k=1 1<i <...<ix<m
Teorema 7.26 (Bernstein). Sean Ay, ..., Ay, subconjuntos finitos de vectores de Z" . Un sistema ralo
de polinomios en n variables con soporte en Ay, ..., A, y con un niimero finito de soluciones tiene
a lo mds MixVol(conv(A;),...,conv(Ay)) soluciones en (C*)" y alcaza este nimero cuando los
polinomios son genéricos.

Teorema 7.27 (Bernstein). Un sistema de n polinomios en n variables que tiene soporte Ay, ..., Ay
tienen a lo mds MixVol(Ay, ..., A,) soluciones en (C*)".

Ahora vamos a probar el teorema anterior. S6lo se hard para sistemas binomiales. Supon-

gamos que tenemos

b b
f=x"y"—c, ¢=x"y? -0

cona;, bj € Z,y c; € C*. Recordando que

SLy(Z) = {u = (Z; Zi) € Z*? | det(u) = 1}
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y dada A € Z"", 31 U € SL,(Z) tal que UA = H, con H matriz triangular . 3! U =

Ui U2
tal que
U1 U2
un i\ (e b\ (1 13
upy uzp) \ax by 0 7
entonces si queremos que f =0 =g, = x“lybl =0y x”zyb2 =

ey (xul ybl )”1,1 (xazybz ) Uiy CTM C;ll,zl

(xlll ybl )Mz,1 (xﬂzybz ) Uzp C;‘M C;‘M

Uz

u u u
& xYB =y Y=o

)
Este ultimo sistema tiene rq - , soluciones. Ahora calculemos MixVol(P), donde P es la
suma de Minkowski de los poligonos de Newton de f y g:

MixVol(P) = Vol(New(f) + New(g)) — Vol(f) — Vol(g)

= det <a1 bl) = det <r1 1’3) = r179.
a, by 0 n

Ahora veamos como demostrar lo anterior para polinomios ralos en dos variables. Para esto,
es necesario introducir la nocién de deformacones toricas:

Idea: Queremos agregar una nueva variable {, y mutiplicar los términos de f y g por potencias
de t de tal forma que podamos analizar las soluciones cuando t = 1 a partir de las soluciones
cuando t = 0.

Consideremos el sistema

flx,y) = a1+ ax+asxy+cay
g(xvy) = b+ bzxzy + ngyz.

Agregando potencias de t obtenemos

filx,y) = apt™ + apxt™ + azxyt™ + cqyt™ (7.2)
gi(x,y) = Dbyt + bpx®yt™2 + byxyPts. (7.3)

Necesitamos unas v;, w; que sean suficientemente genéricas (por definir).

Observacién 7.28. Podemos interpretar el sistema f; = 0 = g; como un sistema en 2 variables cuyas
soluciones dependen del pardmetro t, es decir, la funcién t — (x(t),y(t)) se ramifica, y queremos
identificar las ramas.

Si consideramos un polinomio

p(t;x) = ag(H)x? +ag_1(H)xd —1+ ... 4 a1 (t)x + ag
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en el anillo K[x] con K = Q(t), entonces todas sus soluciones viven en el campo de series
de Puiseux C{{t}} que es algebraicamente cerrado, donde C{{t}} es el conjunto de series de
potencias formales en t, con coeficientes en C, con exponentes racionales acotadas por abajo:

c{{t} = U c((’™)
N=1
donde C((t1/N)) es el campo de series de Laurent en t!/", es decir,
C((H/N)) = { Y ay(t/N)" | a, € C, para alguna M € Z}

n>M

Teorema 7.29 (Puiseux). El polinomio p(t; x) tiene d raices, contadas con multiplicidad, dentro del
campo de series de Puiseux C{{t}}

Hecho: En una vecindad del origen, cada rama de la funcién t — (x(t), y(t)) se puede escribir
como

x(t) = xot" + términos mayores en ¢
y(t) = yot” + términos mayores en ¢

con xp, o € C* yu,veQ.
Para encontrar u, v sustituimos x = x(t), y = y(t) en (27.1) y (27.2).

ft(x(t),y(t)) = a1t + ClzXQtquvz + agxoyot“+”+”3 + a4y0t”+z’4 —+ ...

ge(x(£),y(t)) = byt + bpxdyot? 7092 4 baxoydt OO

Observacion 7.30. Para que (x(t),y(t)) sea una raiz del sistema, necesitamos que el término menor
se anule en cada una de estas ecuaciones = esto es posible si el término menor en t se alcanza en al
menos dos términos. Entonces necesitamos encontrar (u,v) € Q2 tal que

min{vy, u+vy, u+v+0v;3, v+vy}, min{wy, 2u+v+wy, u+2v+ws} (7.4)

se alcance al menos dos veces. Entonces necesitamos encontrar soluciones de un sistema lineal de ecua-
ciones y desigualdades.

Ejemplo 7.31.
w =2u+v+w, <u-+2v+ws, o bien

w =u—+2v+ws <2u-+v+wy, o bien

2ut+v+wy =u+2v+ws < wp.

Entonces v;, w; son suficientemente genéricos si el minimo en (7.4) se alcanza 2 veces pero no
3. A
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Retomemos el sistema:
f(x,y) = a1 + axx + azxy + asy
g(x,y) = by + bax®y + bsxy?
el cual, al agregar potencias de ¢, se convierte en:
fr = art" 4 apxt® + azxyt® + agyt™ g = bt + byx?yt? 4 baxy*ts, (7.5)
para el cual necesitamos encontrar (u,v) € Q? tal que,
min{vy, u+vy, u+v+v3, v+ovy} min{wy, 2u+v+wy, u+2v+ws} (7.6)
se alcance al menos dos veces.

Observacién 7.32. Un problema que tiene este método es que necesitamos escoger potencias de t que
sean pequefias y genéricas, pero no existe un forma global de hacer esto.

Si en nuestro ejemplo escogemos
U1 =0y =03 =04 = w3 =0, wp=wy =1
el sistema (7.5) nos queda:
ft = a1 + axxt + azxyt + agy
gt = byt + bax?yt + baxy?,
mientras que las ecuaciones en (7.6) se convierten en:
min{0, u, u+v, v}, min{0, 2u +v+1, u+ 2v}.
Para que el minimo se alcance dos veces en las ecuaciones anteriores se debe de tener que:
(1) Siu =0, entonces v = %, lo que nos da la solucién (0, %)
(ii) Siv =0, entonces u =1 6 u = —1, lo que nos da las soluciones (1,0) y (—1,0).

16
Las soluciones son {(0,1), (1,0), (—1,0)}. Para cada solucién obtenemos un sistema bino-
mial:
f(x0,y0) = 0= g(x0, o).
los cuales estan dados en el Cuadro 7.1 abajo.
Estos sistemas binomiales tiene 1, 2, y 1 soluciones respectivamente. Por ejemplo, para
(u,v) = (1,0), la solucion es:
—aﬁbl —m

a%bg, oY ay

por lo que la serie de Poisson tiene la forma:

—azb
x(t) = a%231t+ O(#)

y(t) = — + O(h).

ag
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Solucién F(xo0,y0) $(x0,0)
(1,0) a1 + agyo b1 + baxoy3
(0,1) ay + axxg b1 + baxoy3

(—1, 0) axXxp + asxoYyo bzx%yo + b3X0y%

Cuadro 7.1: Sistemas binomiales asociados

Observacién 7.33. Existen métodos para calcular mas términos de la serie de Poisson y obtener mds
informacion de las ramas.

Podemos pensar a f; y gt en (7.5) como un sistema de Q ecuaciones en 3 variables, cuya
variedad es una curva en (C*)3. El politopo de Newton de estos polinomios:

P :=conv{(0,0,v1), (1,0,v2), (1,1,v3), (0,1,v4)},
Q :=conv{(0,0,w1), (2,1,wy), (1,2,w3)}.

La suma de Minkowski, P + Q, es un politopo en R3. Decimos que una faceta F de P + Q es
inferior, si existe (u,v) € R? tal que (#,0v,1) es un vector normal de P + Q en F que apunta
hacia adentro.

Las condiciones de genericidad en v}s y w/s son equivalentes a:

1. El politopo P + Q es 3-dimensional.
2. Cada faceta inferior de P + Q es de la forma F; + F,, donde:

(a) F1 es un vértice de P y F, es una faceta de Q.
(b) F; es un vértice de Q y F; es una faceta de P.

(c) F1 y F> son aristas.

La envolvente inferior es la unién de las facetas inferiores. Si 7: R® — RR? es la proyeccién
en las primeras dos coordenadas, entonces:

7(P) = New(f), mn(Q) = New(g) y n(P+Q)= New(f)+ New(g).
Asi, el conjunto de poligonos
{mt(F) | F es faceta inferior de P + Q}
nos da un subdivisién de New(f) + New(g) que se llamamos subdivision mixta.
Observacién 7.34. Cada faceta inferior de P + Q es de la forma Fy + F»
(a). Fy es vertice de P y F, es una faceta de Q.
(b). Fy y E, son aristas de P y Q, respectivamente.

(c). F es faceta de Py F, es vertice de Q.
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Si tomamos 71: R® — IR?, la proyeccién a las primeras dos coordenadas, entonces
7(P) = New(f), 7(Q) = New(g)
(P + Q) = New(f) + New(g).

Definicién 7.35. Definimos a la subdivision mixta como el conjunto:
A = {7t(F) | F es faceta inferior de P + Q}.

Lema 7.36. Sea A una subdivision mixta para f y g. La suma de los volumenes de las celdas mixtas de
A es igual al volumen mixto:
MixVol(New(f), New(g)).

Demostracién. Sean 7y y  dos ntiimeros reales positivos y consideremos el politopo yP + 5Q
en IR®. Su proyeccion al plano en IR? es

n(yP+6Q) = m(P)+6m(Q)
= 9gNew(f)+ éNew(g).

Denotemos con V (,yd) el volumen de este politopo. Este poligono se puede dividir en celdas
mixtas 0F; + yF, donde F; + F, varia entre todas las celdas de A. Notemos que Vol(JF; +
YF) = 82Vol(F; + F,) si F; + F, es una celda del tipo (a), es igual a Vol(6F + vF) =
5y Vol(F; + F,) si es celda mixta de tipo (b), e igual a Vol(6F; + vF) = y*Vol(F + F) si
es igual a una de tipo (c).

La suma de todos estos volumenes es igual a V (1, ). Por lo tanto,

V(3,7) = 0*Vig) + 87V + 1’ Vie)-
Con V(;) la suma de los volumenes de las celdas mixtas en A. Concluimos que

Ve = V(1,1) - V(1,0) - V(0,1)
= MixVol(New(f), New(g)).

O]

Lema 7.37. Una pareja (u,v) € Q2 es solucion de las ecuaciones lineales de minimalidad s, y sélo si,
(u,v,1) es el vector normal de una faceta interior mixta de P + Q.

Observacién 7.38. Las celdas mixtas de la subdivision se expresan de manera iinica como suma de
Minkowski de un segmento de New(f) y otro New(3). Donde f y g son binomios que consisten en
dos términos de f y g. Por lo tanto, cada celda mixta de A se puede identificar con un sistema de dos
binomios

f=0=g
En este caso, podemos reescribir el sistema:

fi(x(t),y(t)) = f(xo0,y0)t" + términos mayores.

gi(x(t),y(t)) = g(x0, vo)t® + términos mayores.
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Lema 7.39. Sean (u,v) como en el Lema 2. Las soluciones de (xo,y0) € (C*)? son las soluciones
distintas de cero del sistema binomial

f=0=g
Demostracién. (Teorema de Bernstein.)
Mostraremos que f;(x,y) = g:(x,y) = 0 tiene exdctamente MixVol(New(f), New(g)) solucio-
nes en (K*)?2, donde K = C{{t}} que es algebraicamente cerrado.

Vimos que en sistemas binomiales, el ndmero de raices (xo, yo) € (C*)? del lema 3 coincide
con el 4rea de las celdas mixtas de New(f) + New(3).

Cada una de estas raices define los coeficientes iniciales de una solucion (x(t),y(t)) de
series de Puiseux f; = g; = 0 de nuestras ecuaciones. Inversamente, del lema 2, cada solucién
de serie (x(t),y(t)) proviene de algunas celdas mixtas de la subdivisién A. Concluimos que el
nimero de soluciones de la serie es igual a la suma de 4rea de las celdas mixtas de A.

(Cada celda mixta es una paralelogramo y el drea es la longitud del vector normal). Del
Lema 1, esta cantidad coincide con el MixVol(New(f), New(g)).

Argumentos generales de geometria algebraica garantiza que el mismo ntimero de raices
se alcanzan para casi toda seleccién de coeficientes y que también podemos pasar del campo
K a C con la substitucién t = 1. O

Recordemos que A C Z" finito nos definen exponentes de monomios de Laurent. e.g.

a = (2,—3,—5,1) nos da el monomio: x2x; 3x; 3x}. Un polinomio de Laurent con soporte en

Aes
f=) cax®
acA
., (0110 -1 -1 0 . .
Sl.A—(O 011 0 -1 _1>,unpohnomlodeLaurentes

f=1+2x+3xy+5y+7 " +11x"ly 1 +13y7 .

El politopo A 4 = conv(.A) son los puntos enteros de un hexagono.

Figura 7.2: HAY QUE PONER UNA IMAGEN DEL POLITOPO A.
El polinomio f vive en el anillo de polinomios de Laurent. C[x{, x5, ..., x| que es el

anillo de coordenadas del toro algebraico (C*)" donde
(C)'={veC"|x1...50 #0} =V(x1...x,01 — 1) C A",
El conjunto A C Z" también nos define una funcién:
pp: (C) = PA = [y* | a € A]

(x,y) — [x* | a € A

En el ejemplo:
pn: (C)? - PA=1°
x =[x, xy,y,x L ly =Lyl



Si A=Y ,cuCay”, con ¢y € C; esto es una forma lineal en PA. El pullback (regrediente)

Pu(A) = ) cax®
aeA

es un polinomio con soporte en A.
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CAPITULO 7. POLINOMIOS RALOS Y VARIEDADES TORICAS

Ejercicios
Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1. Demuestra algo



Capitulo 8

Geometria Algebraica Numérica
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CAPITULO 8. GEOMETRIA ALGEBRAICA NUMERICA

Ejercicios
Agrega aqui ejercicios buenos para agarrar callo en geometria.

1. Demuestra algo



Apéndice

1. Ordenes parciales en los Naturales

Explicar aqu’i algo de ese rollo
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