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i Qué nos gustaria?

Que el conjunto de todos los objetos que tienen propiedades en
comin tengan alguna

@ Estructura Topolégica (nocién de cercania)
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En un mundo geométricamente ideal

i Qué nos gustaria?

Que el conjunto de todos los objetos que tienen propiedades en
comin tengan alguna

@ Estructura Topolégica (nocién de cercania)

@ Con suerte podemos definir una nocién de DISTANCIA que
puede ser util para COMPARAR Y CLASIFICAR objetos
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i Qué nos gustaria?

Que el conjunto de todos los objetos que tienen propiedades en
comin tengan alguna
@ Estructura Topolégica (nocién de cercania)
@ Con suerte podemos definir una nocién de DISTANCIA que
puede ser util para COMPARAR Y CLASIFICAR objetos

@ ; Y si el conjunto de objetos forma un espacio vectorial?

jLo podemos pensar como R"!
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i Qué nos gustaria?

Que el conjunto de todos los objetos que tienen propiedades en
comin tengan alguna
@ Estructura Topolégica (nocién de cercania)

@ Con suerte podemos definir una nocién de DISTANCIA que
puede ser util para COMPARAR Y CLASIFICAR objetos

@ ; Y si el conjunto de objetos forma un espacio vectorial?

jLo podemos pensar como R"!

Pero la mayoria de las veces este NO es el caso. )
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Con un poco de suerte...

@ Localmente, el conjunto ES como R” y decimos que tiene
estructura de VARIEDAD.
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En un mundo geométricamente ideal

Con un poco de suerte...

@ Localmente, el conjunto ES como R” y decimos que tiene
estructura de VARIEDAD.

@ Si existe una forma de multiplicar estos objetos no solo
tenemos una variedad, también se tiene un GRUPO.
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Con un poco de suerte...

@ Localmente, el conjunto ES como R” y decimos que tiene
estructura de VARIEDAD.

@ Si existe una forma de multiplicar estos objetos no solo
tenemos una variedad, también se tiene un GRUPO.

@ Si ambas estructuras son adecuadamente compatibles, lo que
se tiene es un GRUPO DE LIE!
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En un mundo geométricamente ideal

Con un poco de suerte...

@ Localmente, el conjunto ES como R” y decimos que tiene
estructura de VARIEDAD.

@ Si existe una forma de multiplicar estos objetos no solo
tenemos una variedad, también se tiene un GRUPO.

@ Si ambas estructuras son adecuadamente compatibles, lo que
se tiene es un GRUPO DE LIE! )

Ejemplos sencillos ‘

O (R",+) abeliano, simplemente conexo, no compacto
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En un mundo geométricamente ideal

Con un poco de suerte...

@ Localmente, el conjunto ES como R” y decimos que tiene
estructura de VARIEDAD.

@ Si existe una forma de multiplicar estos objetos no solo
tenemos una variedad, también se tiene un GRUPO.

@ Si ambas estructuras son adecuadamente compatibles, lo que
se tiene es un GRUPO DE LIE! )

Ejemplos sencillos ‘

O (R",+) abeliano, simplemente conexo, no compacto

@ (R*,-) abeliano, ni conexo ni compacto
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En un mundo geométricamente ideal

Con un poco de suerte...

@ Localmente, el conjunto ES como R” y decimos que tiene
estructura de VARIEDAD.

@ Si existe una forma de multiplicar estos objetos no solo
tenemos una variedad, también se tiene un GRUPO.

@ Si ambas estructuras son adecuadamente compatibles, lo que
se tiene es un GRUPO DE LIE! )

Ejemplos sencillos ‘

O (R",+) abeliano, simplemente conexo, no compacto

@ (R*,-) abeliano, ni conexo ni compacto
(8 ) (51, -) abeliano,conexo, no simplemente conexo, compacto
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En un mundo geométricamente ideal

i Por qué son importantes estas estructuras?

Describen simetrias y tienen aplicaciones en la ciencia y la
ingenieria. Por ejemplo, en la cristalografia y la mecéanica cuantica.

Algunos conceptos relacionados

Matrices de Pauli, Corchete de Poisson, Teorema de Noether,
Teoria de Gauge, Grand unification theory, Twistores,
Superilgebras, Algebra de Virasoro; Erlangen programme, espacios
homogéneos, teoria de invariantes; grupos fuchsianos, modulares,
kleinianos, cristalograficos; subgrupo de Borel, parabdlico,
aritmético...

.
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En general, la estructura de un grupo de Lie puede ser complicada.
Pero se puede aproximar usando otra estructura matematica mas
simple: su ALGEBRA DE LIE.
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i Qué es una F-Algebra asociativa?

Una dlgebra asociativa A sobre el campo F, o una F-algebra, es un
espacio vectorial V sobre F que admite una multiplicacién p
asociativa y distributiva compatible con los elementos de A.

Supondremos que 1 € A.

© Mat,y(F).
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i Qué es una F-Algebra asociativa?

Una dlgebra asociativa A sobre el campo F, o una F-algebra, es un
espacio vectorial V sobre F que admite una multiplicacién p
asociativa y distributiva compatible con los elementos de A.

Supondremos que 1 € A.

© Mat,y(F).

@ Los complejos y los cuaternios sobre R.
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Algebras de Lie Ejemplos
Superalgebras de Lie Morfismos de algebras de Lie
Bibliografia Sobre el problema de Clasificacion

i Qué es una F-Algebra asociativa?

Una dlgebra asociativa A sobre el campo F, o una F-algebra, es un
espacio vectorial V sobre F que admite una multiplicacién p
asociativa y distributiva compatible con los elementos de A.

Supondremos que 1 € A.

© Mat,y(F).

@ Los complejos y los cuaternios sobre R.

© Los polinomios con coeficientes reales.
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A partir de este momento, F =R o C.

Definicién

Una dlgebra de Lie es un F-espacio vectorial V' junto con una
aplicacién bilineal [-,-] : g X g — g que satisface,

@ Antisimetria: [x,y] = —[y,x] Vx,y € g
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Algebras de Lie Ejemplos

Superalgebras de Lie Morfismos de algebras de Lie
Bibliografia Sobre el problema de Clasificacion

A partir de este momento, F =R o C.

Definicién

Una dlgebra de Lie es un F-espacio vectorial V' junto con una
aplicacién bilineal [-,-] : g X g — g que satisface,
@ Antisimetria: [x,y] = —[y,x] Vx,y € g
@ Identidad de Jacobi:
[x, ¥], 21 + [ly, 2], x] + [[z,x], y] = 0
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@ La condicién (1) implica [x,x] =0V x € g.
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Bibliografia Sobre el problema de Clasificacion

@ La condicién (1) implica [x,x] =0V x € g.

@ TODO espacio vectorial admite al menos una estructura de
algebra de Lie.
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. Motiva Conceptos Basicos
Algebras de Lie Ejemplos
Superalgebras de Lie Morfismos de algebras de Lie

Bibliografia Sobre el problema de Clasificacion

@ La condicién (1) implica [x,x] =0V x € g.

@ TODO espacio vectorial admite al menos una estructura de
algebra de Lie.

@ En general, [-,-] : g X g — g no es ni asociativa ni
conmutativa.
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Ejemplos de Algebras de Lie

o V=F" J[uv]:=0YuveEF"
(F",[-,-]) Algebra de Lie abeliana de dimensién n.
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Ejemplos de Algebras de Lie

o V=F" J[uv]:=0YuveEF"
(F",[-,-]) Algebra de Lie abeliana de dimensién n.

o V=R3 [x,y]:==xxyVx,y€cR3
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. Motivacién Conceptos Basicos
Algebras de Lie Ejemplos
Superalgebras de Lie Morfismos de algebras de Lie
Bibliografia Sobre el problema de Clasificacion

Ejemplos de Algebras de Lie

o V=F" J[uv]:=0YuveEF"
(F",[-,-]) Algebra de Lie abeliana de dimensién n.

o V=R3 [x,y]:==xxyVx,y€cR3

o V=R?={ae; + bex : a,b € R}
[e1,e1] = [e2,&] =0, [e1, ] == —[er, 1] = aer + ber
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Mas ejemplos

o V = Matnn(F) [A, B]:=AB— BAY A, B € Mat,(F).
(Matnyn(FF), [, ]) =: al,(F)
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Mas ejemplos

o V = Mat,xn(F) [A,B]:=AB— BAY A, B € Mat,xn(F).
(Matpxn(F), [, ]) =: g, (F)
@ Sea V un F-espacio vectorial.
Endp(V)={T:V — V: T es lineal}.
[S,T] =SoT —-ToSVS, T € Endp(V)
(Endp(V),[-. ) =: gl(V)
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Superalgebras de Lie Morfismos de algebras de Lie
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Mas ejemplos

o V = Mat,xn(F) [A,B]:=AB— BAY A, B € Mat,xn(F).
(Matpxn(F), [, ]) =: gl,(F)
@ Sea V un F-espacio vectorial.
Endp(V)={T:V — V: T es lineal}.
[S,T] =SoT —-ToSVS, T € Endp(V)
(Endp(V),[-. ) =: gl(V)

Pregunta

i Hay una relacién entre gl (F) y gl(V)?

dimV <oco = gl,(F) ~gl(V)
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Mas ejemplos

@ Sea (A, 1) una dlgebra asociativa.
[a, b] := u(a, b) — u(b,a)v a,bc A

i Toda algebra asociativa tiene una estructura
de dlgebra de Lie!
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Mas ejemplos

@ Sea (A, 1) una dlgebra asociativa.
[a, b] := u(a, b) — u(b,a)v a,bc A

i Toda algebra asociativa tiene una estructura
de dlgebra de Lie!

V.

Observacién ‘

Los dos ejemplos anteriores son un caso particular de esta
construccion.

.

Mary Carmen Rodriguez Vallarte Introduccidn a las algebras y superalgebras de Lie



. Motivacién Conceptos Basicos
Algebras de Lie Ejemplos
Superalgebras de Lie Morfismos de algebras de Lie
Bibliografia Sobre el problema de Clasificacion

Morfismos de algebras de Lie

Definicion

Sean g y b dlgebras de Lie. Un morfismo entre ellas es una
transformacion lineal p : g — b tal que

p([x, ¥lg) = [p(x); p(¥)]s ¥V x,y € 9
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Morfismos de algebras de Lie

Definicién
Sean g y b dlgebras de Lie. Un morfismo entre ellas es una
transformacion lineal p : g — b tal que

p([x, ¥lg) = [p(x); p(¥)]s ¥V x,y € 9

Si ademds, h = gl(V) para algin V/, decimos que p es una
representacion de g en V/,

p([x, ¥]) = [p(x), p(y)]
= p(x) o p(y) = p(y) © p(x)
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La representacién adjunta |

Sea V = g. Entonces

ad ;g — ol(9)
X — ad(x)
g—9

y = [x,y]
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Isomorfismos de algebras de Lie

Definicién

Sean g y b algebras de Lie. ¢ : g — b es un isomorfismo de
algebras de Lie si ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales que
ademas es morfismo de dlgebras de Lie.

Para propésitos practicos, las algebras de Lie isomorfas se
consideran idénticas.

5[2 ~ 5Po
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i Coémo se clasifican las algebras de Lie?

Hay que desarrollar mas teoria

Ideales; dlgebra de Lie solubles, nilpotentes, semisimples, simples;
forma de Cartan-Killing; subalgebra de Heisenberg; sistemas de
raices; diagramas de Dynkin, etc...
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@ Conceptos SUPER bdsicos
@ Superdlgebras y Superalgebras de Lie
o Clasificacién de algunos Ejemplos
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Superespacio vectorial

Definicién

Sea V un F-espacio vectorial. V' es un espacio Zp-graduado o un
superespacio vectorial, si admite una descomposicidén en suma
directa

V=WaeWw

y una aplicacién -llamada de paridad-,

|-]: (Vo —{0})uU (V1 —{0}) — Z; tal que

lv|=i<=veV,—{0}, i=1,2
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superdlgebras de Lie

Bibliografia Clasificacion de algunos Ejemplos

Observacion

V > v =y + v1, decimos que vg y v1 son las componentes
homogéneas de V

Si V = Vy @ Vi es un superespacio vectorial sobre F y la
dimension de V es finita, diremos que

dim(V) = (m,n) si dimVop=my dimV; =n
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Superalgebras asociativas

Sea (A, ua, 14) una F-3lgebra asociativa. A es una superdlgebra si

como espacio vectorial,
e A=AiD A
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Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Superalgebras asociativas

Definicién ‘
Sea (A, ua, 14) una F-3lgebra asociativa. A es una superdlgebra si
como espacio vectorial,

e A= AO ) A1
o (A, Aj) C Ay
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Superalgebras asociativas

Sea (A, ua, 14) una F-3lgebra asociativa. A es una superdlgebra si
como espacio vectorial,

e A= AO ) A1
o (A, Aj) C Ay
@ 1p€ A

o (C,) C=R&iR, WK=R, Vj=iC
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Superalgebras asociativas

Sea (A, ua, 14) una F-3lgebra asociativa. A es una superdlgebra si
como espacio vectorial,

e A= AO ) A1
o (A, Aj) C Ay
@ 1p€ A

(C,) C=R®iR, V=R, Vj=iC
R-RcR, R-RciR y iR-iRCR
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Superalgebras asociativas

Sea (A, ua, 14) una F-3lgebra asociativa. A es una superdlgebra si
como espacio vectorial,

e A= AO ) A1
o (A, Aj) C Ay
@ 1p€ A

o (C,) C=Ro®iR, W=R, V=iC
o R-RCR, R-/RC/R y iR-iIRCR
eleR
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Superalgebras de Lie

Una SAL es un superespacio vectorial g = go ® g1, y una
aplicacién bilineal [+, -] : g X g — g que satisface

o [gi,9/] C gitj
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Algebras de Lie
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Superalgebras de Lie

Una SAL es un superespacio vectorial g = go ® g1, y una
aplicacién bilineal [+, -] : g X g — g que satisface

o 9,91 C gitj

o [x,y] = —(-1)XM[y,x]
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Algebras de Lie
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Superalgebras de Lie

Una SAL es un superespacio vectorial g = go ® g1, y una
aplicacién bilineal [+, -] : g X g — g que satisface

o 9,91 C gitj

o [x,y] = —(-1)XM[y,x]

o (—1)XELx, [y, 211+ (—~1)¥ ™Iy, [z, x]] + (1) =W [z, [x, y11
VXx,y,z€Eg
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Caracterizacién de las SAL

Una estructura de SAL en g = go @ g1 estd completamente
caracterizada por los datos:

@ Una estructura de &lgebra de Lie en (go, [, ]),
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Caracterizacién de las SAL

Una estructura de SAL en g = go @ g1 estd completamente
caracterizada por los datos:

@ Una estructura de &lgebra de Lie en (go, [, ]),

@ una representacién lineal p : go — gl(g1) y
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Conceptos SUPER basicos
Superalgebras y Superalgebras de Lie
Clasificacion de algunos Ejemplos

Caracterizacién de las SAL

Una estructura de SAL en g = go @ g1 estd completamente
caracterizada por los datos:

@ Una estructura de &lgebra de Lie en (go, [, ]),
@ una representacién lineal p : go — gl(g1) y

@ una aplicacién bilineal simétrica que satisface
Q@ [x,1(u,v)] =T(p(x)u, v) + T(u, p(x)v)
@ p(I(u, v))w + p(T (v, w))u + p(T(w, u))u = 0.
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Caracterizacién de las SAL

En este caso, la estructura de la SAL se define por

[va] si vaego
[x,y] = =Ly, x] :== p(x)y sixe€go, y<cm
r(Xay) Si X7}/€91
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Morfismos

iniciones |

@ Sean Ay B superalgebras asociativas sobre IF. Una aplicacién
¢ : A — B es un morfismo entre ellas si
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Clasificacion de superélgebras

Proposicién ‘

Si F = R existen, hasta isomorfismo, sélo tres superdlgebras
asociativas de dimensién (1[1).

Demostracién
Sea ASAA=A=R1&Rr, 7#0y]|7|=1,

A,‘Aj C A,'+j, i,j € L

a, be A= a=a;l+ a7 b=bl+ byt
ab = (a1b1 + faxbp)l + (a1bp + axby)1, 77 =p0l€ Ao, BEF
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Sean A(3) SAA de dim(1]1), A(8)=R1®Rr, 77 =71
A(B) SAA de dim(1]1), A(8) =Rl @Rr', 77 =pg1
A(B) =~ A(B) = ¢ : A(B) — A(B) tal que ¢(1) = 1"y ¢(1) = A7’
o(17) = ¢(B1) = 1’

= §(r)e(r) = A2r'7
_ )\2ﬁ/1/

Asi, A(B) ~ A(B') & B = \23' para algtin A # 0

v

Si las SAA son isomorfas, 3y 3’ tienen el mismo signo.
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Condicién

B=Xg (1)
B>0elegimos A\=+/3, (1)epf =1 . A@QB) ~AQ)
B <0elegimos A\ =v—08, (1)&pg =-1 .. A@B)~A-1)
=0 A0)O

V.

El caso 8’ = —1 dice que una de las tres SAA reales de dim(1]1) es
el dlgebra C de los niimeros complejos.
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Observacion

a=ail+ a7 < (al 532>

a2 a

ab o <31 582) (bl ﬁb2> _ (31131 + Basby  [B(axbr +31b2)>
a a by by aibo + axb1  a1by + Baxby
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Clasificacién de superalgebras de Lie

Proposicion

Sobre un campo F de caracteristica distinta de 3, existen, hasta
isomorfismo, sélo tres superdlgebras de Lie de dimensién (1|1).
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