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Relacion entre los valores singulares y la solucion
del SEI

- Dado que que las matrices U y V de la descomposicion SVD son
ortonormales,

T

_ 5. Ty, — 4.

» Por lo tanto (demostracion de tarea)  Aq, = s;u;, v A'w; = s;v;.
* y dado un vector cualquiera x € ‘R" se puede ver que (hacerlo de tarea)
n
Ax = Z si(v, )u;
i=1

- Dado que s1= s =... = Sn Y Si a partir de un cierto indice k, los valores
singulares son un cero numérico, podemos tener una aproximacion

k—1
Z si(v, )u; ~ Ax
i=1
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Relacion entre los valores singulares y la solucion
del SEI

n
[ 4 V 4 T
El error de reconstruccion del producto seria E si(v; )u;| .
i=k

Y por supuesto, nos interesa si estamos solucionando el SEL Ax=b, donde la
solucion del SEL dada la descomposicion SVD es (hacer de tarea):

n
u; b
€r = E V;.
Si

=1

Y para matrices mal condicionadas la solucion por truncamiento es

k -1
u;, b

fi': V;

i1 i
suponiendo que todos los valores singulares s;, con i >= k son “ceros

numericos”.
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Condicionamiento de una matriz

« El condicionamiento de una matriz nos da informacion sobre la sensibilidad
de un SEL Ax=b a una perturbacion en el término independiente o en la
matriz.

- Esto significa: s que tan diferente es el valor que recuperamos de x si hay una
perturbacion pequena en el sistema? Esto es importante porque en muchas
ocasiones trabajamos con datos con ruido en el vector b o bien la
aproximacion numerica no es buena en los datos.

 Tener una idea de la sensibilidad es importante, ya que en la practica si
tenemos una aproximacion a la solucion X podemos estimar € = Ax-b Yy
esperariamos que si ||e|| es pequefio ||x - || también lo sea. Sin embargo, si la
sensibilidad es alta esto puede no ser cierto.
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Sensibilidad, ejemplo

 Por ejemplo la solucidon aproximada ( 3 ,-0.0001) del siguiente SEL de 2x2 es
MUY MALA, sin embargo la norma del error € = Ax-b es enganosamente
pequena porque las lineas son casi paralelas y parece que la aproximacion
incorrecta pertenece a las 2 lineas.

x.

(1,1)
1 +
(3,0)
} $ >

T ; v\ T
l. X
g, —o.ooh gt
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Analisis de sensibilidad (1)

Consideremos el resultado de una perturbacion en el término independiente
dada una aproximacion a la solucion

AT =b + €.

la pregunta es qué tan parecida es la aproximacion a la solucion real x.
Sabemos que

« y dado que

se obtiene para el error relativo
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Analisis de sensibilidad (1)

« Consideremos el resultado de una perturbacion en el término independiente
dada una aproximacion a la solucion

AT =b + €.

* la pregunta es qué tan parecida es la aproximacion a la solucion real x.
Sabemos que

T=A'b+A'e=x+ A€,

« y dado que

+ se obtiene para el error relativo
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Analisis de sensibilidad (1)

« Consideremos el resultado de una perturbacion en el término independiente
dada una aproximacion a la solucion

AT =b + €.

* la pregunta es qué tan parecida es la aproximacion a la solucion real x.
Sabemos que

T=A'b+A'e=x+ A€,

rydadoque b=zl < A o] = o <
= 1] Tzl = il

+ se obtiene para el error relativo

|z -2 _ [[Aell _ [|AlIA el _ [AIIA llell _ el
(&) ] (RN - 1] 1]
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Numero de condicion (1)

- Dado el resultado que acota el error de estimacion por arriba

|z -2 _ [[A"ell _ [|AlIA el _ [AIIA llell _ el

Il el A=l T (el gl

- Tenemos la siguiente definicion: El numero de condicion de una matriz A no
singular relativo a la norma ||.|| es

e conk=>1,
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- Dado el resultado que acota el error de estimacion por arriba
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Numero de condicion (1)

- Dado el resultado que acota el error de estimacion por arriba

|z -2 _ [[A"ell _ [|AlIA el _ [AIIA llell _ el

Il el A=l T (el gl

- Tenemos la siguiente definicion: El numero de condicion de una matriz A no
singular relativo a la norma ||.|| es

k= || All [l A7)

e conk=>1,
- yaque 1= |[lI]| =447 <=||A4]| |4 = x
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Analisis de sensibilidad (1)

- Siguiendo el analisisde AZ = b+ €. Usando que

lell =A@ —2)| < [|All |z -2 y |z]|=[A"b] <A [b].

* nos lleva al siguiente resultado que acota el error de estimacion por abajo.

Lo cual nos da la informacion completa del nimero de condicion:

 six y b no son vectores de ceros.
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- Siguiendo el analisisde AZ = b+ €. Usando que
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|l — | lell el _ 1l

Izl -~ Al — (Al A7 [l (bl
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Analisis de sensibilidad (1)

- Siguiendo el analisisde AZ = b+ €. Usando que
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Analisis de sensibilidad (1)

- Siguiendo el analisisde AZ = b+ €. Usando que

lell =A@ —2)| < ||All |z -2 y [z]|=[A"b] <A [b].

acion por abajo.

_1fel
(L]

* nos lleva al siguiente rgfsultado que acota el error de eg#

|l — | lell lell

el [[All ]l — (Al [[A™
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Analisis de sensibilidad (1)

- Siguiendo el analisisde AZ = b+ €. Usando que

lell =A@ —2)| < ||All |z -2 y [z]|=[A"b] <A [b].

* nos lleva al siguiente rglsultado que acota el error de egffnacion por abajo.

_1fel
il

|l — | lell el

el [[All ]l — (Al [[A™

1B]]
Lo cual nos da la informacion completa del nimero de condicion:

Llell o ===l _ llell
wlel = =l = sl

 six y b no son vectores de ceros.
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Numero de condicion (2)

* Entonces, este resultado

Llell o Nz ==l _ llell
sloll = Tl =

* nos lleva a la siguiente conclusion: El error de estimacion dependera del error
residual € siempre y cuando el numero de condicion sea pequefo.

- Una matriz es bien condicionada si Kk es cercano a 1 y es mal condicionada si
K es significativamente mayor que 1.
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—jemplo de numero de condicion

» Para el sistema lineal de la figura X“‘
2 4
\1\ (1,1)
i \(3'0)4 -
: (3.—0.00}\,;' 4 M
A 1 2
= | 1.0001 2 | |Alloc = 3.0001
_1 | —10000 10000 —1 o
A “[ 5000.5 —5000]’ 147 |0 = 20000,

. Entonces k = (3.0001)*(20000) = 60002

+ Lo cual nos dice que en este caso no podemos confiar en el error residual.
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Calculo de «

;,Gomo podemos calcular «x sin tener que invertir la matriz?

Usamos la descomposicion SVD

y usamos la norma ||.||z . Dado que U y V son ortonormales (no alteran la
norma al operar) tenemos || Ux |2 = || x ||2 .

En el caso matricial se tiene que para cualquier matriz B

ya que por ejemplo
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Calculo de «

;,Gomo podemos calcular «x sin tener que invertir la matriz?

Usamos la descomposicion SVD A=USV',

y usamos la norma ||.||z . Dado que U y V son ortonormales (no alteran la
norma al operar) tenemos || Ux |2 = || x ||2 .

En el caso matricial se tiene que para cualquier matriz B

|BU||z = [|Bl2 y [UBJ]2=|B]2

* ya que por ejemplo
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Calculo de «

- ;Como podemos calcular k sin tener que invertir la matriz?
« Usamos la descomposicion SVD A=USV',

» y usamos la norma ||.||2 . Dado que U y V son ortonormales (no alteran la
norma al operar) tenemos || Ux |2 = || x ||2 .

* En el caso matricial se tiene que para cualquier matriz B

|BU||z = [|Bl2 y [UBJ]2=|B]2

- ya que por ejemplo | BU||z = max | BUx||s = max |Bx'||2 = || B||2

|x|[2=1 |x'|[2=1
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Calculo de «

- Usando lo anterior tenemos que

|| a=1 |e||o= 1\

- y de manera analoga

 Por |lo tanto:
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Calculo de «

- Usando lo anterior tenemos que

|Aly = [[USV ||y = ||S]]s = max [|Sz|, = max Z(siwi)2=sl
]| 2=1 ||| o= 1\

- y de manera analoga

 Por |lo tanto:
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Calculo de «

- Usando lo anterior tenemos que

n
T _ )2 —
4l = 1SVl = 181 = max, ISl = max, |3 (o = o
- y de manera analoga
. _ _ 1
A7 = IUSTV o =[S la = —
n

 Por |lo tanto:
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Calculo de «

- Usando lo anterior tenemos que

All, = |lUSV |y, = ||S||, = max [|Sz||, = max S;T;)2=s
| All: = [USVT|lo = ||S]l2 = max || S, ",,,..FI\Z“ )2 = s
- y de manera analoga

AT = USTV 2 =[S 2 = —.

 Por |lo tanto:

_ S1
k= Al [|AT 2 = —.

n
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Soluciones de ecuaciones
de una variable

MAT-25 | Dr. Alonso Ramirez Manzanares
CIMAT A.C.

e-mail: alram@cimat.mx
web: http://www.cimat.mx/~alram/met_num/

Dr. Salvador Botello
CIMAT A.C.

e-mail: botello@cimat.mx

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 10.10

Wednesday, October 12, 16


mailto:cesteves@cimat.mx
mailto:cesteves@cimat.mx
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
mailto:cesteves@cimat.mx
mailto:cesteves@cimat.mx

., Que tipos de ecuaciones queremos solucionar?
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., Que tipos de ecuaciones queremos solucionar?

 Por supuesto, si queremos usar aproximaciones numericas, quiere decir que
los métodos algebraicos no son viables, o bien, que quiza (de una manera no
muy correcta) tenemos un mdodulo que quiere detectar soluciones de
ecuaciones gue no sabe diferenciar casos gque se pueden tratar de manera

analitica.
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., Que tipos de ecuaciones queremos solucionar?

 Por supuesto, si queremos usar aproximaciones numericas, quiere decir que
los métodos algebraicos no son viables, o bien, que quiza (de una manera no
muy correcta) tenemos un mdodulo que quiere detectar soluciones de
ecuaciones gue no sabe diferenciar casos gque se pueden tratar de manera
analitica.

- Ejemplo: solucionar para 3 ecuaciones del tipo
*+ C1=CoeP + Cs/P (eP - Cy)

 donde los valores Ci son constantes.
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

- Dado un intervalo [a,b] donde sabemos que
esta la raiz p, basandonos en el teorema del
valor intermedio y de los signhos de la
evaluacion de la funcion:

Sea f una funcién continua en un intervalo [a., b] Entonces para
cada 7/ tal que f (a) < U< f ( b), existe al menos un ¢ dentro

de (a_1 b)tal quef(c) — U

* procedemos a mover las cotas del intervalo de
busqueda hacia donde se encuentra la raiz con

aproximaciones p1,pz,...,Pn.
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

- Dado un intervalo [a,b] donde sabemos que
esta la raiz p, basandonos en el teorema del
valor intermedio y de los signhos de la
evaluacion de la funcion:

Sea f una funcién continua en un intervalo [a., b] Entonces para
cada 7 tal que f (a) <u<f ( b), existe al menos un ¢ dentro

de (a.’ b)tal quef(c) — U

* procedemos a mover las cotas del intervalo de
busqueda hacia donde se encuentra la raiz con

aproximaciones p1,pz,...,Pn.

'

J(®) -

fla) +

a, le b,
a, Plz b,
ay; p; b,
| IR S
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

« Entonces, un intervalo [an+1,bn+1] que contiene una aproximacion a la raiz
f(x) = O se construye del intervalo [an,bn] que contenia la raiz por medio de

bn — Qnp
2

Pn — Qn +
- Si flan)f(pn) <0, hacemos  Gni+1 =0y boi1 = Pn
* De lo contrario hacemos An+1 = Pn b,i1 =0b,

- Y debemos de agregar una tolerancia en el numero de iteraciones o bien
sobre la magnitud de la aproximacion f(p;) (aunque esta ultima no es
garantia).
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

- Notese que el punto inicial esta en medio del rango [a,b] y que cada iteracion
divide el intervalo en 2 partes iguales, por lo que para nuestra aproximacion
de la raiz tenemos (empezando en la iteracion 1):

b—a
on

|p'n _p‘ S

 Por lo tanto para una tolerancia dada TOL tenemos que

 y podemos estimar el numero de iteraciones maximas como:
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

- Notese que el punto inicial esta en medio del rango [a,b] y que cada iteracion
divide el intervalo en 2 partes iguales, por lo que para nuestra aproximacion
de la raiz tenemos (empezando en la iteracion 1):

b—a
 Por lo tanto para una tolerancia dada TOL tenemos que
b—a
< TOL.
Zn

 y podemos estimar el numero de iteraciones maximas como:
| b—a -
O TL.
&2\ TOL
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

- Notese que p+1 podria estar mas cerca de la raiz que p2, en este sentido el

algoritmo es “ciego”.
YA

f(b) -

1

f(a) -

1

a, P b,
alz Plz b.2
a; py by

| I —

- La cota que calculamos es maxima, en muchas ocasiones se necesitan
menos iteraciones.
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Método de la biseccion (busqueda binaria)

- Consideraciones numéricas

bn — Qn
- El punto medio se debe de calcular con Pn = @n + 5
an + bn
*ynocon pPp= 5

* ya que cuando bn-an €s muy pequefo habra errores de aproximacion. En
la primera se hace una correccion a un an conocido, en la segunda
ecuacion el punto medio puede estar fuera del intervalo.

-+ Cuando se pregunta f(an)*f(pn) < 0, €s mejor usar la funcion signo
* sgn(f(an))*sgn(f(pn)) < O
- ya que la multiplicacion original puede dar un “overflow” o un “underflow”.

- Es lento pero siempre converge a la solucion, a veces se usa como inicializador de
otros métodos.
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Serie de Taylor

oo £(n)
) = z f (a) (z — a)"

n=0

f’( ) f"(a) A (a)

- @)+ @ -a)+ S (@ a) +

(z —a)’ +




Método de Newton 0 Newton-Rapson
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

- Supongamos que f € C?[a,b], sea po una aproximacion de la raiz real p tal que
f’(po) = 0 y |p-po| es pequeno.
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

- Supongamos que f € C?[a,b], sea po una aproximacion de la raiz real p tal que
f’(po) = 0 y |p-po| es pequeno.

 La aproximacion de la serie de Taylor de primer orden alrededor de po es

* #(X) = 1(Po) + (X - po) F'(Po)

 evaluandolo en p tenemos
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

- Supongamos que f € C?[a,b], sea po una aproximacion de la raiz real p tal que
f’(po) = 0 y |p-po| es pequeno.

 La aproximacion de la serie de Taylor de primer orden alrededor de po es

* #(X) = 1(Po) + (X - po) F'(Po)

 evaluandolo en p tenemos

* 0 = f(po) + (P - Po) f'(Po)
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

- Supongamos que f € C?[a,b], sea po una aproximacion de la raiz real p tal que
f’(po) = 0 y |p-po| es pequeno.

 La aproximacion de la serie de Taylor de primer orden alrededor de po es
* f(x) = f(po) + (X - Po) F'(pPo)
 evaluandolo en p tenemos
* 0~ 1(po) + (P - Po) F'(Po)

* (como | p - po| s muy pequeio, despreciamos la contribucion del término
de 2° orden que multiplica por esta diferencia elevada al cuadrado).

Wednesday, October 12, 16



Método de Newton 0 Newton-Rapson

« Despejando p de
* 0 = 1(po) + (p - Po) '(Po)
* tenemos

* p=po - f(po) / f(po)

« Dando como resultado la
aproximacion sucesiva

(o)
P1 = Po ' (po)’
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

« Despejando p de

* 0 = f(po) + (p - pPo) f'(Po)

 tenemos

* p=po - f(po) / f(po)

« Dando como resultado la
aproximacion sucesiva

(o)
P1 = Po ' (po)’

YA

Slope f'(py) y = f(x)

(p1,f(p1))

Slope f'(p)

(Po>S(Po)

=Y
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

« Despejando p de

YA
* 0= 1(Po) + (P - Po) T'(po)
Slope f'(p1) ) _—y = f(x)
* tenemos
* P =po- f(po) / f’(po) (p1,f(p1)
. Dandc? como resulta.do la . Slope f(p,)
aproximacion sucesiva | >
l X
P1=DPo — (po) :
B '(po)’ (Posf(Po))
f'(®o) » T ca = co/tan(t)
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

- El algoritmo iterativo queda por supuesto

_ . fpn)
Pn+1 = Pn F'(pn)

» Criterios de paro
* |pn-pn-1| < €

* |pn-pn-1| / |pn| < €

° f(pn) <e
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Método de Newton 0 Newton-Rapson
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

 Se necesita tener una buena aproximacion de la derivada, pero si esta es
buena, el método converge rapidamente.
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

 Se necesita tener una buena aproximacion de la derivada, pero si esta es
buena, el método converge rapidamente.

- Para haber usado la aproximacion de Taylor de primer orden, también se
supone que el punto esta cerca tal que el término de segundo orden es
despreciable.
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

 Se necesita tener una buena aproximacion de la derivada, pero si esta es
buena, el método converge rapidamente.

- Para haber usado la aproximacion de Taylor de primer orden, también se
supone que el punto esta cerca tal que el término de segundo orden es

despreciable.

 Por eso se puede usar como metodo de refinamiento dado un inicializador
como el metodo de la biseccion.
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

 Se necesita tener una buena aproximacion de la derivada, pero si esta es
buena, el método converge rapidamente.

- Para haber usado la aproximacion de Taylor de primer orden, también se
supone que el punto esta cerca tal que el término de segundo orden es
despreciable.

 Por eso se puede usar como metodo de refinamiento dado un inicializador
como el metodo de la biseccion.

- Sip es el valor de la raiz, jqué pasa si f'(p) ~ 0?
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Método de Newton 0 Newton-Rapson

 Se necesita tener una buena aproximacion de la derivada, pero si esta es
buena, el método converge rapidamente.

Para haber usado la aproximacion de Taylor de primer orden, también se
supone que el punto esta cerca tal que el término de segundo orden es
despreciable.

Por eso se puede usar como método de refinamiento dado un inicializador
como el metodo de la biseccion.

Si p es el valor de la raiz, squé pasa si f'(p) ~ 0?

Desventaja importante: necesitamos calcular el valor de |la derivada en cada
paso. Si la estimamos, se deriva el método de la secante.
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