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Problemas generales

 En la vision computacional parece ser algo inherente

iINnpainting

- Estimar datos para afnos intermedios donde no se tiene informacion, o bien
predecir la tendencia en anos pasados/futuros cerca de intervalo de datos
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Problemas generales

 En la vision computacional parece ser algo inherente

iINnpainting

- Estimar datos para afnos intermedios donde no se tiene informacion, o bien
predecir la tendencia en anos pasados/futuros cerca de intervalo de datos

La poblacién mundial para los afios que se indicaran era:

Afio 1965 | 1975 | 1985 | 1990
Poblacion (millones) | 3.340 | 4.080 | 4.850 | 5.290
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Definicion del problema de interpolacion

Dada una tabla de valores (z;, f;) se desea estimar f(z) para valores de = que no se
encuentran en la tabla.

flz)

T fi
0.21 N f(zo) p===mmcccccccccaaaa
2.5 | 0.50
4.3 | 2.00
5.0 | 2.55
6.0 | 4.00

. e . A R A A S e .

8
=

 Es decir, estaremos trabajando en este caso con funciones que van de Sk — ‘R.
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Interpolacion por aproximacion polinomial
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Interpolacion por aproximacion polinomial

» Teorema de aproximacion de Weierstrass (Teorema de analisis real): Suponga
que la funcion f esta definida y es continua en el intervalo [a,b]. Para cada € > 0O,
existe un polinomio P(x) tal que | f(x) - P(x) | < €, para toda x en [a,b].

Wednesday, October 12, 16



Interpolacion por aproximacion polinomial

- Teorema de aproximacion de Weierstrass (Teorema de analisis real): Suponga
que la funcion f esta definida y es continua en el intervalo [a,b]. Para cada € > 0O,
existe un polinomio P(x) tal que | f(x) - P(x) | < €, para toda x en [a,b].

- En la demostracion se ve que para unos polinomios (de Bernstein)

cuando el grado del polinomio n tiende a infinito la diferencia | f(x) - Pn(x) |
tiende a cero.
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que la funcion f esta definida y es continua en el intervalo [a,b]. Para cada € > 0O,
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Interpolacion por aproximacion polinomial

- Teorema de aproximacion de Weierstrass (Teorema de analisis real): Suponga
que la funcion f esta definida y es continua en el intervalo [a,b]. Para cada € > 0O,

existe un polinomio P(x) tal que | f(x) - P(x) | < €, para toda x en [a,b].

» En la demostracion se ve que para unos polinomios (de Bernstein)
cuando el grado del polinomio n tiende a infinito la diferencia | f(x) - Pn(x) |

tiende a cero.

 Ventajas de usar polinomios:

 Derivadas e integrales estan definidas de manera trivial y también son
polinomios.

- Computacionalmente, operaciones entre ellos, derivas e integrales son
triviales de implementar.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

- Uno pensaria que las aproximaciones polinomiales de Taylor serian la herramienta
basica de aproximacion en un intervalo, pero no lo son, ya que son poderosos para
aproximaciones locales pero no para aproximaciones en intervalos grandes.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

- Uno pensaria que las aproximaciones polinomiales de Taylor serian la herramienta
basica de aproximacion en un intervalo, pero no lo son, ya que son poderosos para
aproximaciones locales pero no para aproximaciones en intervalos grandes.

- Ejemplo, veamos la aproximacion de series de Taylor para f(x) = ¥, alrededor del
punto a = 0.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

- Uno pensaria que las aproximaciones polinomiales de Taylor serian la herramienta
basica de aproximacion en un intervalo, pero no lo son, ya que son poderosos para
aproximaciones locales pero no para aproximaciones en intervalos grandes.

- Ejemplo, veamos la aproximacion de series de Taylor para f(x) = ¥, alrededor del
punto a = 0.

< rln)( g
Zf (a)

n—

(z - a)
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

- Uno pensaria que las aproximaciones polinomiales de Taylor serian la herramienta
basica de aproximacion en un intervalo, pero no lo son, ya que son poderosos para
aproximaciones locales pero no para aproximaciones en intervalos grandes.

- Ejemplo, veamos la aproximacion de series de Taylor para f(x) = ¥, alrededor del

puntoa=0
Py(z)

Py(z)

1:2

1, P1($)=1+$, 2,

P2($)=1+$+

2 3 234

142+ = + — + —
2 6 24’

$2 23
P. =1 .
3(17) + T -+ 9 -+ 6’
1.2 $3 :134 :st
2 6 24  120°
20 f(n) (a)
Z n! (z—a)
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

- Uno pensaria que las aproximaciones polinomiales de Taylor serian la herramienta
basica de aproximacion en un intervalo, pero no lo son, ya que son poderosos para
aproximaciones locales pero no para aproximaciones en intervalos grandes.

- Ejemplo, veamos la aproximacion de series de Taylor para f(x) = ¥, alrededor del
punto a = 0.

72 2 gd

Po(z) = 1, P(z)=1+z, Pz)=1+z+ 5 Pi(z)=1+z+ 5 + %
R g2 g8 g B

Pi(z) = 1+4+z+ o T8 Top and Ps(z)=1+z+ 5t tort 1900

Esta aproximacion de f(x)
es mala

x rln)( g
Ef (a)

n!

(z - a)"

n=>0

Incluso para esta funcion
gue se ve sencilla
alrededor de O.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

- Uno pensaria que las aproximaciones polinomiales de Taylor serian la herramienta
basica de aproximacion en un intervalo, pero no lo son, ya que son poderosos para
aproximaciones locales pero no para aproximaciones en intervalos grandes.

- Ejemplo, veamos la aproximacion de series de Taylor para f(x) = ¥, alrededor del
punto a = 0.

72 2 gd

Po(z) = 1, P(z)=1+z, Pz)=1+z+ 5 Pi(z)=1+z+ 5 + %
R g2 g8 g B

Pi(z) = 1+4+z+ o T8 Top and Ps(z)=1+z+ 5t tort 1900

Esta aproximacion de f(x)
es mala

x rln)( g
Ef (a)

n!

YA

20+

151 (z —a)"
n=>0

10+ Incluso para esta funcion

gue se ve sencilla
alrededor de O.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

* Aunque parezca que si aumentamos el grado del polinomio de Taylor vamos a
mejorar las aproximacion esto no siempre es cierto: i

- Aproximar f(3) para f(x) = 1/x, alrededor de xo = 1. | N

- Tenemos que
* y observamos
 Por lo tanto el polinomio de Taylor es :

* Lo que nos lleva a las aproximaciones erroneas ya que solo podemos confiar en
las aproximaciones cercanas a Xo=1.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

* Aunque parezca que si aumentamos el grado del polinomio de Taylor vamos a
mejorar las aproximacion esto no siempre es cierto: i

- Aproximar f(3) para f(x) = 1/x, alrededor de xo = 1. | N

- Tenemos que flz)=z71 f'(z) = —z72, f'(z) = (-1)?2- 273
* y observamos
 Por lo tanto el polinomio de Taylor es :

* Lo que nos lleva a las aproximaciones erroneas ya que solo podemos confiar en
las aproximaciones cercanas a Xo=1.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

* Aunque parezca que si aumentamos el grado del polinomio de Taylor vamos a
mejorar las aproximacion esto no siempre es cierto: i

« Aproximar f(3) para f(x) = 1/x, alrededor de xo = 1. \‘
I
- Tenemos que flz)=27" f'(z) = —272, f'(z) = (-1)*2- 27,
+ y observamos f™(z) = (—1)"nlz=" 1,

 Por lo tanto el polinomio de Taylor es :

* Lo que nos lleva a las aproximaciones erroneas ya que solo podemos confiar en
las aproximaciones cercanas a Xo=1.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

* Aunque parezca que si aumentamos el grado del polinomio de Taylor vamos a
mejorar las aproximacion esto no siempre es cierto: i

« Aproximar f(3) para f(x) = 1/x, alrededor de xo = 1. \‘
I
- Tenemos que flz)=27" f'(z) = —272, f'(z) = (-1)*2- 27,
+ y observamos £ (z) = (=1)"nlz~ "1,

(k) 1 n
- Por lo tanto el polinomio de Taylor es P Z ! ( (z—1)F = Z(—l)’“(:z: — 1)k,

k=0

* Lo que nos lleva a las aproximaciones erroneas ya que solo podemos confiar en
las aproximaciones cercanas a Xo=1.
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

* Aunque parezca que si aumentamos el grado del polinomio de Taylor vamos a
mejorar las aproximacion esto no siempre es cierto: i

« Aproximar f(3) para f(x) = 1/x, alrededor de xo = 1. \‘
I
- Tenemos que flz)=27" f'(z) = —272, f'(z) = (-1)*2- 27,
+ y observamos £ (z) = (=1)"nlz~ "1,

(k) 1 n
- Por lo tanto el polinomio de Taylor es P Z ! ( (z—1)F = Z(—l)’“(:z: — 1)k,

k=0

* Lo que nos lleva a las aproximaciones erroneas ya que solo podemos confiar en
las aproximaciones cercanas a Xo=1.

n 0| 12| 3 |4 5 | 6| 7
P,(3) | 1| -1 3| =5 |11 | —21 | 43 | =85
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Polinomios de aproximaciones de Taylor

 ;COmo se ve esta aproximacion local?
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de grado 2
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Se definen dados una serie de puntos por donde queremos que el polinomio
no tenga diferencia (error) con respecto a las observaciones.

 Ejemplo, dados 2 puntos (xo,Y0) y (x1,y7) el polinomio de primer grado que
pasa por estos puntos, es un aproximador de la funcion en el rango de las
abscisas definido por los 2 puntos.

 Definamos las funciones

 Implicando que:
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Se definen dados una serie de puntos por donde queremos que el polinomio
no tenga diferencia (error) con respecto a las observaciones.

 Ejemplo, dados 2 puntos (xo,Y0) y (x1,y7) el polinomio de primer grado que
pasa por estos puntos, es un aproximador de la funcion en el rango de las
abscisas definido por los 2 puntos.

T — I T — To

- Definamos las funciones [, (g;) -

and Li(x) = :
ro — T1 1 — I

 Implicando que:
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Se definen dados una serie de puntos por donde queremos que el polinomio
no tenga diferencia (error) con respecto a las observaciones.

 Ejemplo, dados 2 puntos (xo,Y0) y (x1,y7) el polinomio de primer grado que
pasa por estos puntos, es un aproximador de la funcion en el rango de las
abscisas definido por los 2 puntos.

- Definamos las funciones Lo(:c) — T w1 and L (:2:) _ L — L0 |
o — 1 1 — X
 Implicando que:
Lo — I T — I
L = =1, L = = L = d L = 1.
O(xO) To — T 9 0(371) Zo — 21 0, 1((170) 0, an l(ajl)
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Usando las funciones anteriores, definimos entonces el polinomio de
aproximacion de 1er orden como

P(z) = Lo(z)f(z0) + L1 (z) f(z1) = ——

I — Iy

f(zo) - f(z1).

o — I1 1 — Iy

- Este polinomio lineal cumple las propiedades que requerimos
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Usando las funciones anteriores, definimos entonces el polinomio de
aproximacion de 1er orden como

P(z) = Lo(z)f(z0) + L1 (z) f(z1) = ——

I — Iy

f(zo) - f(z1).

o — I1 1 — Iy

- Este polinomio lineal cumple las propiedades que requerimos

P(zg) =1- f(zo) +0- f(z1) = f(Zo) = ¥o

P(z1) =0- f(zo) +1- f(z1) = f(z1) = y1.
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Usando las funciones anteriores, definimos entonces el polinomio de
aproximacion de 1er orden como

P(z) = Lo(z)f(z0) + L1 (z) f(z1) = ——

I — Iy

f(zo) - f(z1).

o — I1 1 — Iy

- Este polinomio lineal cumple las propiedades que requerimos

P(zo) =1 f(zo) +0- f(z1) = f(z0) = Yo Y A
y=f)

P(z1) =0 f(zo) +1- f(z1) = flz1) =y1. 7]

Yo =f(xo) T y = P(x)

=Y
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Usando las funciones anteriores, definimos entonces el polinomio de
aproximacion de 1er orden como

r — I I — Iy

Plz)=L L = | :
(z) o(z)f(zo) + Li(z) f(z1) - $1f(x0) S f(z1)
- Este polinomio lineal cumple las propiedades que requerimos
P(zo) =1- f(zo) + 0 f(z1) = f(zo) = yo 1
y=f)
P(-’Bl) =(. f(:EO) + 1- f(xl) — f(fl?l) = . n=fx) T
Yo =f(x) T y = P(x)

; Qué pasa si lo evaluamos en
P( (xo+x1)/2 )"

=Y

Wednesday, October 12, 16



Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: De manera general, para construir el polinomio de Lagrange de
grado n que pasa por n+1 puntos
(Q:Oa f(xO))s (xla f(xl))a JORR (mna f(m'n))

- Construimos un polinomio de grado n para cada k=0, 1,...,n, el cual
denotaremos como Lnk(x) de tal forma que Lnk(x)=0 cuando i # K'Yy Lnx(Xx)=1.
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: De manera general, para construir el polinomio de Lagrange de

racon Que pAsa POt PUNOS (g0, £(20)), (@1, £(@1)); - - (En, £ (@)

- Construimos un polinomio de grado n para cada k=0, 1,...,n, el cual
denotaremos como Lnk(x) de tal forma que Lnk(x)=0 cuando i # K'Yy Lnx(Xx)=1.

_ (z—=) (= 1)@ —Tppa) - (T — )
Ln k() = (zk — z0) - - (Tk — Th—1)(Tk — Tht1) - - (Tk — T,
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: De manera general, para construir el polinomio de Lagrange de

racon Que pAsa POt PUNOS (g0, £(20)), (@1, £(@1)); - - (En, £ (@)

- Construimos un polinomio de grado n para cada k=0, 1,...,n, el cual
denotaremos como Lnk(x) de tal forma que Lnk(x)=0 cuando i # K'Yy Lnx(Xx)=1.

_ (z—=) (= 1)@ —Tppa) - (T — )
Ln k() = (zk — z0) - - (Tk — Th—1)(Tk — Tht1) - - (Tk — T,
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: De manera general, para construir el polinomio de Lagrange de

racon Que pAsa POt PUNOS (g0, £(20)), (@1, £(@1)); - - (En, £ (@)

- Construimos un polinomio de grado n para cada k=0, 1,...,n, el cual
denotaremos como L k(x) de tal forma que Ln(x)=0 cuando i # kK y Lnk(Xx)=1.

Es cero para todo x; con ik

Lnk($)= (33_330)°-°(x—xk—l)($—$k+1)---(:z:—:z:n)

(kx —x0) -+ (xk — Th—1)(Tk — Zk+1) -+ (Tk — Zn
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: De manera general, para construir el polinomio de Lagrange de

racon Que pAsa POt PUNOS (g0, £(20)), (@1, £(@1)); - - (En, £ (@)

- Construimos un polinomio de grado n para cada k=0, 1,...,n, el cual
denotaremos como L k(x) de tal forma que Ln(x)=0 cuando i # kK y Lnk(Xx)=1.

Es cero para todo x; con ik

Lnk($)= (33_330)°-°(x—xk—l)($—$k+1)---(:z:—:z:n)

(kx —x0) -+ (xk — Th—1)(Tk — Zk+1) -+ (Tk — Zn

7
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: De manera general, para construir el polinomio de Lagrange de

racon Que pasaROrntTPUNOS (40, £(20)), (@1, £(@1))s- -, (@n, £ (@n)

- Construimos un polinomio de grado n para cada k=0, 1,...,n, el cual
denotaremos como L k(x) de tal forma que Ln(x)=0 cuando i # kK y Lnk(Xx)=1.

Es cero para todo x; con ik

Lnk($)= (33_330)°--($—$k—1)($—$k+1)---(:z:—xn)

(zx —z0) -+ (T — Th—1)(Tk — Tk+1) - (Tk — Tn

Normaliza a 1 cuando es evaluado en xx
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Como se ve la “influencia” de este polinomio
r—Xo) '\ —Lp_1)\T —I e \ T — X
L) = @ T0) (@ = Tk)(E = Thr) (= 70)

(zx — o) -+ (T — Th—1)(Tk — Tht1) -+ - (Tk — Tn)
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Como se ve la “influencia” de este polinomio
r—Xo) '\ —Lp_1)\T —I e \ T — X
L) = @) (@ Te1)(@ = Ts) (@ = 20)

(xk — o) -+ (xk — Th—1)(Tk — Th+1) - * (Tk — Tn)
L, (x) 4
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Como se ve la “influencia” de este polinomio
r—Xo) '\ —Lp_1)\T —I e \ T — X
L) = @ T0) (@ = Tk)(E = Thr) (= 70)

(xk — o) -+ (xk — Th—1)(Tk — Th+1) - * (Tk — Tn)
L, (x) 4

1.0 =
0.8 =
0.4 —
g'g E /\ TN N /\

02 / ~ AN N~ o \/‘ >

0.6 —
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Como se ve la “influencia” de este polinomio
(z —zg) -+ (T — Tpp—1) (& — Tpt1) -+ - (& — 24)

Ly klx) =
k(%) (zk — z0) - (Tk — Tk—1)(Tk — Th+1) - - (Tk — Tn)
L,x(x) 4
1
/,/\V/\v,/{\v/\u/\ .
X X R X Xpip  ee. X, X X

0.6 —

- ISV

0.6 —
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- La forma general queda:
T

Pp(z) = f(zo)Ln,o(z) + - + f(Zn)Lnn(z) = Z f(Zk)Ln .k (),

k=0

 La notacion final de Pn(x) es un poco complicada, pues es una suma de n+1
polinomios de grado n.
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- La forma general queda:

Pp(z) = f(zo)Lno(z) + -+ + f(Zn)Ln,n( Z f(zk)Ln,k(z),

(:B) — (IB — :Bo)(:v — xl) .o (:U — :L‘k,_l)(:z: — $k+1) .o (:B — mn)
’ (zr — zo)(xk — 1)« - - (xk — Th—1)(Tk — Th+1) - - - (T — Tn)

 La notacion final de Pn(x) es un poco complicada, pues es una suma de n+1
polinomios de grado n.

Wednesday, October 12, 16



Polinomios de Lagrange para interpolacion

- La forma general queda:

Pn(z) = f(zo)Lno(z) + -+ + f(@n)Lnn( Z f(zk)Ln k()

o (:l:) — (CU — :Bo)(:L‘ — xl) .o (;c — :L‘k_l)(:z: — xk-{-l) .o (:B — -’13n)

(zkx — x0)(zk — 1) - (Tk — Th—1)(Tk — Th+1) -+ (Tk — Zn)

- (x — x;)
B H (Zx — i)

i=0,ik

 La notacion final de Pn(x) es un poco complicada, pues es una suma de n+1
polinomios de grado n.
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Unicidad

- El polinomio P(x) de grado n pasa por n+1 puntos
- si existe otro,Q(x) polinomio de grado n pasa por n+1 puntos
» El polinomio diferencia R(x) = P(x) - Q(x)

« es un polinomion de grado n, que tiene n+1 raices, entonces es el
polinomio 0
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

« Usando los numeros (llamados también nodos), xo=2, x1=2.5 y xo=4 para
obtener el interpolador de segundo orden de f(x) = 1/x, entonces hay que
determinar Lo k(x), k=0,1,2. Calculamos:

* Finalmente tenemos la aprox. :

« ;COmMo es el residuo?
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Polinomios de

Lagrange para interpolacion

« Usando los numeros (llamados también nodos), xo=2, x1=2.5 y xo=4 para
obtener el interpolador de segundo orden de f(x) = 1/x, entonces hay que
determinar Lo k(x), k=0,1,2. Calculamos: YA

Lo(x) = (z —2.5)(x —4) _ T 6.5x + 10

(2—2.5)(2 — 4)

_ (z—2)(z—4)
@)= 559 es-1
(z—-2)(z—25)
La(@) =t —oya—25) =

f(zo) = £(2) = 0.5,

* Finalmente tenemos la aprox. :

« ;COmMo es el residuo?

y = (z — 6.5)z + 10,
2 —6z+8 (—4z+24)r— 32
- =3/4 3 ’
z? —4.5z+5 (z—4.5)z+5
3 - 3 |

f(z1) = £(2.5) = 0.4, f(z2) = f(4) =0.25
£(3) ~ P(3) = 0.325.
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: El error de aproximacion de la polinomio de grado n del polinomio
de Lagrange, para n+1 puntos distintos xq,...,xn, @ una funcién f € C"*'[a,b]
esta dado por:

(3.3)

+ donde para cada x en [a,b] existe un nimero £(x) en (a,b). Esto nos
sirve solo cuando sabemos como se comportan las derivadas de f(x).

- En cambio, el error de aproximacion del polinomio de grado n de la serie de
Taylor esta dado como:

- donde para cada x en [a,b] el numero f(x) esta entre x y xo.
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: El error de aproximacion de la polinomio de grado n del polinomio
de Lagrange, para n+1 puntos distintos xq,...,xn, @ una funcién f € C"*'[a,b]
esta dado por:

(n+1) (¢(z
f@) = Pu@)+ T S @ —a)@—2) @2 39

+ donde para cada x en [a,b] existe un nimero £(x) en (a,b). Esto nos
sirve solo cuando sabemos como se comportan las derivadas de f(x).

- En cambio, el error de aproximacion del polinomio de grado n de la serie de
Taylor esta dado como:

- donde para cada x en [a,b] el numero f(x) esta entre x y xo.
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- Teorema: El error de aproximacion de la polinomio de grado n del polinomio
de Lagrange, para n+1 puntos distintos xq,...,xn, @ una funcién f € C"*'[a,b]
esta dado por:

D) (g
1@ =Pote) + 5D @ z)o—a) - @-2) 39

+ donde para cada x en [a,b] existe un nimero £(x) en (a,b). Esto nos
sirve solo cuando sabemos como se comportan las derivadas de f(x).

- En cambio, el error de aproximacion del polinomio de grado n de la serie de

Taylor esta dado como:
(n+1)
f (E(.’B)) (.’L‘ - xo)n+1,
(n+1)!

- donde para cada x en [a,b] el numero f(x) esta entre x y xo.
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- Demostracion del teorema (1/2):

Demostracion Observe primero que, si x = x, para k = 0, 1, ..., n, entonces f(x;) =
P(x,), y al seleccionar £(x,) arbitrariamente en (a, b) se obtiene la ecuacién (3.3). Si x #
X, para cualquier k = 0,1, ..., n, defina la funcién g para f en [a, b] por medio de

(PSP =ON]) 88 ( — X))
(x AoxgnTE) g

X;)

(x—x)

g@®) =f@® — P — [f(x) — P(x)]

= f(t) — P() — [f(x) — P(x)] H

Puesto que fe C"*1[a, b],y P € C*[a, b], se deduce que g € C"*![a, b]. Cuando ¢ =
x, tendremos

g(x) = f(x) — P(x) — [f(x) — P(x)] H ( = )) =i} =) = P =0 =0
i=0
Ademas,
g(x) = f(x) — P(x) — [f(x) — Px)1]1 E _—_ 3 = ) = Il o)==V
i=0 i
Por tanto, g € C"*1[a, b], y g se anula en los n + 2 nimeros distintos x, x,, X;, ..., X,

Conforme al teorema generalizado de Rolle, existe & en (a, b) tal que gD (£) =0
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- Demostracion del teorema (2/2):

Por tanto,

@t hslocltnx) s
0= g(n+l)(§) =f("+”(§) -~ P(n+l)(§) — [f(x) pr— P(X)] dpt [H (x — —’C)J -

(3.4)
Por ser P(x) un polinomio de grado a lo més n, su (n + 1)-ésima derivada, P *(x),

sera igual a cero. Asimismo, H:;O [(z — x)/(x — x,)] es un polinomio de grado (n + 1)y,
por tanto,

(g gy 1
1 fxb—x,) —[nfzo(x—xi)

] "1 + (término de menor grado en 1),
=0

dantl n (t — xi) B (n 5 1)'

[I

dnFL2 E Sy URIE Sl —x) °

La ecuacion (3.4) ahora se convierte en

(n+1)! |
0 ="*1(§) = 0 = [f(x) = P@] TP , |

- —_x,-)

y luego de despejar f(x), tendremos |
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

* Veamos como se comportan los diferentes polinomios de Lagrange para los
valores de la siguiente tabla. Queremos estimar el valor de f(1.5). Por lo tanto
podemos calcular todos los siguientes polinomios:

z f(z)

1.0 0.7651977
1.3 0.6200860
1.6 0.4554022
1.9 0.2818186
2.2 0.1103623
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

* Veamos como se comportan los diferentes polinomios de Lagrange para los
valores de la siguiente tabla. Queremos estimar el valor de f(1.5). Por lo tanto
podemos calcular todos los siguientes polinomios:

x flx A

Py S
P1(x)1.0  0.7651977
‘ 1.3 0.6200860

1.6  0.4554022

1.9  0.2818186
09  0.1103623 2% Ps(x)

Ps3(x)
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- El valor real f(1.5) es 0.5118277, que nos da la siguiente informacion:

Pi(15) — f(1.5)| =~ 153x1073, |Py(15)— f(1.5)] ~ 5.42x 1074,
Py(1.5) — f(1.5)| ~ 6.44 x 1074, P;(1.5) — f(1.5)] ~ 2.5x 1075,
P3(1.5) — f(1.5)] ~ 1.50 x 1075, Py(1.5) — f(1.5)] =~ 7.7 x107°,

- Resulta entonces que P3 es la mejor aproximacion, contrario a lo que diria la
intuicion (que P4 seria mejor interpolador).

- Lo que pasa aqui es que f(x) es una funcion de Bessel y no tenemos
informacion sobre la cuarta/quinta derivada de f(x).

- Este es el caso comun en la realidad, no sabemos sobre las derivadas de f(x).
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Polinomios de Lagrange para interpolacion

- El valor real f(1.5) es 0.5118277, que nos da la siguiente informacion:

Pi(1.5) — f(1.5)] ~ 1.53 x 107>, P (1.5) — f(1.5)] =~ 5.42 x 107%,
Py(1.5) — f(1.5)] ~ 6.44 x 1074, P3(1.5) — f(1.5)] ~ 2.5x 1075,
P3(1.5) — f(1.5)] ~ 1.50 x 1075, Py(1.5) — f(1.5)] =~ 7.7 x107°,

- Resulta entonces que P3 es la mejor aproximacion, contrario a lo que diria la
intuicion (que P4 seria mejor interpolador).

- —
- - ‘»IA
L

» Lo que pasa aqui es que f(x) es una funcién de Bessel y no tenemos-{fi
[V And

informacion sobre la cuarta/quinta derivada de f(x). A AT

’ S

- Este es el caso comun en la realidad, no sabemos sobre las derivadas de f(x).
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Como no podemos saber cual solucidon es la mas correcta, debemos de

generar polinomios de grado mayor hasta que dada una tolerancia dada, ya no
haya ganancia en el error.

- Para esto definiremos como calcular los polinomios de alto grado en base a
otros calculados recursivamente.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

 Definicion: sea f(x) definida en xo,X1,...,Xn ¥ M1,Mmo,...,mMkx K numeros enteros
distintos tal que 0 <= mi <= n, Pm1,m2,...mk(X) €S el polinomio de Lagrange que
interpola en los k puntos Xm1,Xm2,...,Xmk.

* Definicion: Sea f definida en xo,x1,...,Xxk y sean x; and x; dos numeros dentro de
ese conjunto. Si

(x —z;)Po1,...j—14+1,..k(x) — (. —x:)Po1,..i-1i+1,.. k(T)
(z; — ;) ’

P(z) =

 entonces P(x) es el polinomio de Lagrange de grado k-ésimo que interpola f(x)
en los k+1 puntos xo,Xx1,...,Xk.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Para verificar la formula definamos los 2 polinomios de grado k-1

Q= P, .i-1i+1,..k Q= Por,. j-1j+1,..k

 De tal forma que el siguiente es de grado k:

P(z) = (z — CL‘])Q(QJ) — (z — z;)Q(x)

a (z; — z;)

S 0<r<k conr#1i vy r#j, —>Q($r)=Q($r)=f($r)

zr — 2;)Q(zr) — (zr — 2:)Q(zr) (23 — z5)

i — T; - (zi— )

Entonces  P(z,) = (

f(zr) = f(zr).
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Para verificar la formula definamos los 2 polinomios de grado k-1

Q= P, .i-1i+1,..k Q= Por,. j-1j+1,..k

 De tal forma que el siguiente es de grado k:

P(z) = (z — CL‘])Q(QJ) — (z — z;)Q(x)

a (z; — z;)

S 0<r<k conr#1i vy r#j, —>Q($r)=Q($r)=f($r)

Entonces  P(z,) — (2 — 2;)Q(2r) — (&r — 2:)Q(zr) _ (zi— xj)f(xr) = f(z)

i — T; (@i — z5)
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Para verificar la formula definamos los 2 polinomios de grado k-1

Q= P, .i-1i+1,..k Q= Por,. j-1j+1,..k

 De tal forma que el siguiente es de grado k:

P(z) = (z — CL‘])Q(QJ) — (z — z;)Q(x)

a (z; — z;)

S 0<r<k conr#1i vy r#j, —>Q($r)=Q($r)=f($r)

Entonces  P(z,) — (2 — 2)Q(2r) — (B — 2:)Q(zr) _ (zi— xj)f(xr) = f(z)

i — T; (@i — ;) N
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Ademas

(z; — -’EJ)Q(-’Bz) — (s — z;)Q(z;) _ (z; — ;)

Play) = Ti — T (@i — z5)

* De manera analoga

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn , POr consiguiente =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Ademas )
P(xz;) = (z; — .’EJ)Q(.’B;3 ::E;Uz — z;)Q(z:) _ g: :z;;f(xz) = f(x;),

* De manera analoga

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn , POr consiguiente =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Ademas ;(X')
P(z;) = (z; — -’Ej)Q(-’Bi) — (z; — z;)Q(z;) _ (z: — xj)f(:ci) = f(z),

Ti — T (i — z;)

* De manera analoga

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn , POr consiguiente =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Ademas ;(X') /
P(z;) = (z; — -’Ej)Q(-’Bi) — (z; = z;)Q(x;) _ (z: — xj)f(:ci) = f(z),

Ti — T (i — z;)

* De manera analoga

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn , POr consiguiente =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

- Ademas ;(X') 0
2O — (2 L 20 (e — .

Ti — T (i — z;)

* De manera analoga

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn , POr consiguiente =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

fix) 0

(z; — -’EJ)Q(-’B{,) — (; Z‘ T;)Q(x;) _ (z; — ;)

Ti — T (i — z;)

- Ademas

P(z;) = f(x:) = f(z:),

- De manera analoga P(xj) = f(xj)

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn , POr consiguiente =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

fix) 0

(z; — -’EJ)Q(-’B{,) — (; Z‘ T;)Q(x;) _ (z; — ;)

Ti — T (i — z;)

- Ademas

P(z;) = f(x:) = f(z:),

- De manera analoga P(xj) = f(xj)

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en Xo,X1,...,Xn , POr consiguiente  P(x) =

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

fix) 0

(z; — -’EJ)Q(-’B{,) — (; Z‘ T;)Q(x;) _ (z; — ;)

Ti — T (i — z;)

- Ademas

P(z;) = f(x:) = f(z:),

- De manera analoga P(xj) = f(xj)

* Entonces, como hay un solo polinomio de grado a lo mas k que concuerda
con f(x) en xo,x1,...,Xn, por consiguiente  P(x)= Py 1, . k()

- Esto implica que aproximaciones de interpolacion se pueden generar de
manera recursiva.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

Lo anterior da origen al método de Naville, donde cada renglon de la
siguiente tabla se termina antes de iniciar el siguiente.

zo Fo=CQopo
1 Pr=Qip
To P =0Q0
r3 P3=0Q3
rs Py=0Qup

Po1=Q1,1
Py o=Q21
Py 3 =0Q31
P34 = Q4,1

Py12=0Q22

Pio3=Q32 FPyi123=0Q33
Pr34s=Qs2 Pir234=Qs3 Foi1234=0Q44

- Donde, para evitar los subindices multiples, sea Qij(x) 0 <=/ <=i el polinomio
de gradoj en los j+7 NUMEros Xij, Xi-j+1,...,Xi-1, Xi.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

Lo anterior da origen al método de Naville, donde cada renglon de la
siguiente tabla se termina antes de iniciar el siguiente.

zo Fo=CQopo

1 Pi=Qio Fo1=Q1,1

T Po=Q20 |Pi2=021 Foi12=0Q22

r3 P3=Q30 |(Poz=0Q31 Pio3=0Q392 Fyi123=0Q33

Ty Pi=Qso FP3a=Qu1 Po3zs=Qs2 Pia34=Qu3 Foi1234=CQus4

- Donde, para evitar los subindices multiples, sea Qij(x) 0 <=/ <=i el polinomio
de gradoj en los j+7 NUMEros Xij, Xi-j+1,...,Xi-1, Xi.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

Lo anterior da origen al método de Naville, donde cada renglon de la
siguiente tabla se termina antes de iniciar el siguiente.

zo Fo=CQopo
1 Pi=Qio0 Fi1=011
To P =0Q2 \P1,2 = Q2,1 FPoi12=0Q22

z3 P3=Q480 |[Poz=0Q31 Pio3=0Q392 Fyi123=0Q33
Ty Pi=Qso Psa=Qu1 Pozs=Quo Pr234=Qs3 FPy1234=0Q44

/

- Donde, para evitar los subindices multiples, sea Qij(x) 0 <=/ <=i el polinomio
de gradoj en los j+7 NUMEros Xij, Xi-j+1,...,Xi-1, Xi.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

Lo anterior da origen al método de Naville, donde cada renglon de la
siguiente tabla se termina antes de iniciar el siguiente.

Lo Py = Qo,o
1 Pi=Qio0 Fi1=011
To P =0Q2 \P1,2 = Q2,1 FPoi12=0Q22

T3 P3=0QF0 |Pasz=Q31 Pia3z=0Q32 Fyi123=0Qs3
Ty PyQso Pza=Qu1 Po3zsa=Qso Pia3za=Qu3 Foi1234=Qus4

/

Polinomios de grado O (constantes)

- Donde, para evitar los subindices multiples, sea Qij(x) 0 <=/ <=i el polinomio
de gradoj en los j+7 NUMEros Xij, Xi-j+1,...,Xi-1, Xi.
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

« Ejemplo en la funcion de Bessel estimar f(1.5):

1.0 0.7651977

1.3 0.6200860 0.5233449

1.6 0.4554022 0.5102968  0.5124715

1.9 0.2818186 0.5132634 0.5112857  0.5118127

2.2 0.1103623 0.5104270 0.5137361 |0.5118302| 0.5118200

- El valor “real” f(1.5) es 0.5118277

- Se puede usar el criterio de paro | Qii - Qi-1,-1| < € .
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Polinomios de Lagrange generados recursivamente

« Ejemplo en la funcion de Bessel estimar f(1.5):

1.0 0.7651977

1.3 0.6200860 0.5233449

1.6 0.4554022 0.5102968  0.5124715

1.9 0.2818186 0.5132634 0.5112857  0.5118127

2.2 0.1103623 0.5104270 0.5137361 |0.5118302| 0.5118200

2.0 —0.0483838 0.4807699 0.5301984 0.5119070 0.5118430 0.5118277.

- El valor “real” f(1.5) es 0.5118277

- Se puede usar el criterio de paro | Qii - Qi-1,-1| < € .
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