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Lo que ya se vio

» Vimos que para integrar numéricamente un funcion, le ajustamos un polinomio y
lo integramos numeéricamente en un intervalo h. Los interpoladores que usamos
son sencillos de tal manera que suponemos que h es pequeno y que un

polinomio de bajo orden puede capturar la complejidad de la funcion. Notamos
que si disminuye el valor de h, aumenta la precision.
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y = Py(x)

w Y
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Lo que ya se vio

y = fx)

(#28)t ———ry=r

o

» Vimos que para integrar numéricamente un funcion, le ajustamos un polinomio y
lo integramos numeéricamente en un intervalo h. Los interpoladores que usamos
son sencillos de tal manera que suponemos que h es pequeno y que un

polinomio de bajo orden puede capturar la complejidad de la funcion. Notamos
que si disminuye el valor de h, aumenta la precision.

YA
y =J®)

y = Pi(x)

v |
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|dea general de integracion numeérica

* Lo que hacemos en general es que ajustamos un polinomio de Lagrange en
el intervalo [a,b]

Pn(z) = f(zo)Lno(z) + -+ + f(@n)Lnn(z) = Zf Tk)Ln k()

* Y sabemos que el error es en general
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|dea general de integracion numeérica

* Lo que hacemos en general es que ajustamos un polinomio de Lagrange en
el intervalo [a,b]

Pn(z) = f(2o)Lno(z) + - - - + f(@n)Ln,n(z) = Zf k) Lin k()

k(x) = (z — zo)(2 —21) -+ (2 — Zk—1) (2 — $k+1) (x — zn)
n (.’Ek —.’EO)(fEk —.’171) (in —.’Ek_l)(xk _zk-i—l)“'(.’l?k _xn)

* Y sabemos que el error es en general
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|dea general de integracion numeérica

* Lo que hacemos en general es que ajustamos un polinomio de Lagrange en
el intervalo [a,b]

Pn(z) = f(2o)Lno(z) + - - - + f(@n)Ln,n(z) = Zf k) Lin k()

n (:D) (33 iEO)(x 331) (:E — .’Bk_l)(:z: xk-}-l) (:B xn)
(zr — zo)(xk — 1)« - - (xk — Th—1)(Tk — Th+1) - - - (T — Tn)
& (z—x)
z=£1¢k (xk _ xz)

* Y sabemos que el error es en general

_ fD(E(2))
f(il?) - PO,l,...,n(x) — (n + 1)!

(z —zo)(z —21) -+ (T — 2n),
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Regla de Simpson

- La idea ahora es ajustar un polinomio de grado 2 a las observaciones
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Regla de Simpson

- La idea ahora es ajustar un polinomio de grado 2 a las observaciones

Y A
y =f®)
y = Py(x)
{ >
a = x X X, =b X
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Regla de Simpson

- Para la deduccion, sin pérdida de generalidad vamos a integrar una funcion
en el intervalo [-h,h], usando también el punto intermedio x = 0.

* Interpolamos la funcion con el polinomio cuadratico

- Pasando por los puntos

Thursday, October 27, 16



Regla de Simpson

- Para la deduccion, sin pérdida de generalidad vamos a integrar una funcion
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Regla de Simpson

- Para la deduccion, sin pérdida de generalidad vamos a integrar una funcion
en el intervalo [-h,h], usando también el punto intermedio x = 0.

» Interpolamos la funcion con el polinomio cuadratico gy = ax? + bz + ¢

- Pasando por los puntos

(_ha yO)a (Oa yl)a (h'a y2)'
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Regla de Simpson

» Para la deduccidn, sin pérdida de generalidad vamos a integrar una funcion
en el intervalo [-h,h], usando también el punto intermedio x = 0.

» Interpolamos la funcion con el polinomio cuadratico gy = ax? + bz + ¢

- Pasando por los puntos ?f y=az’+bz+c
(~hy0), (0,41), (,y2). o) Y
(h‘a y2)
(—h‘a yO)
. Y2
Yo
Az .
_h 0 3 » T
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Regla de Simpson

- Una vez que hemos ajustado el polinomio cuadratico, podemos calcular el
area de manera mas facil como:

Esto queda en téerminos de ay ¢
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Regla de Simpson

- Una vez que hemos ajustado el polinomio cuadratico, podemos calcular el
area de manera mas facil como:

h
A=/ (az® + bz + ¢) dzx
—h

B a:z:3|ba:2lcx
L3 2

h

—h
3
— 2a3h - 2ch
h Lo
=3 (2ah* +6c)  Esto queda en términos de ay ¢
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Regla de Simpson

* Y nétese que los puntos usados para la interpolacion pertenecen a la
parabola, por lo tanto:

« Si de manera conveniente calculamos:
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Regla de Simpson

* Y nétese que los puntos usados para la interpolacion pertenecen a la

parabola, por lo tanto: 9
Yo = ah® —bh + ¢
Yyir = =¢

yo = ah® + bh + ¢

« Si de manera conveniente calculamos:
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Regla de Simpson

* Y nétese que los puntos usados para la interpolacion pertenecen a la

parabola, por lo tanto: 9
Yo = ah® —bh + ¢
Yyir = =¢

yo = ah® + bh + ¢

« Si de manera conveniente calculamos:

Yo +4y1 + yo =
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Regla de Simpson

* Y nétese que los puntos usados para la interpolacion pertenecen a la

parabola, por lo tanto: 9
Yo = ah® —bh + ¢
Yyir = =¢

yo = ah® + bh + ¢

« Si de manera conveniente calculamos:

Yo +4y1 +y2 = (ah® — bh + ¢) + 4c + (ah?® + bh + ¢) = 2ah* + 6c.
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Regla de Simpson

» Por lo tanto, el area bajo la parabola es

» o

(0’ yl) j

ha y2)
(_h’ yo)/\
"

Yo
Azx

-

y=az’+bz+c

Y2

—h 0

h

» T
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Regla de Simpson

Yo

» o

Az

=

» Por lo tanto, el area bajo la parabola es

y=az’+br+c
(O,yl) /

(ha y2)
(_h, yo)/_\
n

Y2

—h

h

» T

A=

h
/ (az® + bz + ¢) dx
—h

h
- (a:z:3  ba? ch)
L3 2

—h
3

_ 2a3h 9k

h 2
=§(2ah + 6¢)
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Regla de Simpson

» Por lo tanto, el area bajo la parabola es

h
, A=/ (az® + bz + ¢) dx
y2 y=az’+br+ec —h

/ h
(0,1) (hyy2) _ (az® | bz* -
L3 2
(~h, o) . \ —h
! Y2 2 h
Yo = ¢ - 2ch
Azx 3
e | » T h 2
~h ’ h = (2ah® + 6¢)

A=

h Az
3 (Yo +4y1 +y2) = — (yo + 4y1 + y2) .
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Regla de Simpson

- La forma alternativa es presentarlo en el resultado para el intervalo [a,b],
donde el punto intermedio de evaluacion es xm=(a+b)/2.
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Regla de Simpson

- La forma alternativa es presentarlo en el resultado para el intervalo [a,b],
donde el punto intermedio de evaluacion es xm=(a+b)/2.

[ @ aen 050 [r@+ar (250) + 100
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Regla de Simpson

- La forma alternativa es presentarlo en el resultado para el intervalo [a,b],
donde el punto intermedio de evaluacion es xm=(a+b)/2.

/ ) dom O3 @)+ ar (“50) +50)

y = f(x)

y = Py(x)

=Y
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Aplicacion de la regla de Simpson

- Consideremos la integral definida para la funcidn continua f(x):

/:) f(z)dz.

- Dividimos el intervalo en n intervalos equi-distribuidos (con n par)

* Lo cual nos genera los n+1 puntos

 Con las evaluaciones
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- Consideremos la integral definida para la funcidn continua f(x):

/:) f(z)dz.

. | | | b—a
- Dividimos el intervalo en n intervalos equi-distribuidos (con n par) Az =

n
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Aplicacion de la regla de Simpson

- Consideremos la integral definida para la funcidn continua f(x):

/ab f(z)dz.

. | | . b—a
- Dividimos el intervalo en n intervalos equi-distribuidos (con n par) Az =
n
* Lo cual nos genera los n+1 puntos
ro=a, T1=a+Azx, xz3=a+2Az, ..., x,=a+nAx=>.

 Con las evaluaciones
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Aplicacion de la regla de Simpson

- Consideremos la integral definida para la funcidn continua f(x):

/ab f(z)dz.

. | | . b—a
- Dividimos el intervalo en n intervalos equi-distribuidos (con n par) Az =
n
* Lo cual nos genera los n+1 puntos
ro=a, T1=a+Azx, xz3=a+2Az, ..., x,=a+nAx=>.

 Con las evaluaciones

Yo = f(z0), wy1=[f(z1), w2=[f(z2), ...y un=f(Tn)
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Aplicacion de la regla de Simpson
Y

- » T
a=2xy T T 3 T4 e -« ce Tp—92 Tp—1Tp, =2>0

Az

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 24.10
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Aplicacion de la regla de Simpson

Y
A
Yo | Y3 o i | | : Yn
' Y1 ' I ' : o
: 2 : : : : e :yn—l
| : | : | | .
a=2xy T T 3 T4 -« Tp—92 Tp—1Tp, =2>0
Azx
b
Ax Ax Az
/ f(z)dz = 3 (yo + 4y1 + y2) + 3 (y2 +4ys +ya) + -+ + 3 (Yn—2 + 4Yyn—1 + Yn)
a
Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 24.10
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Aplicacion de la regla de Simpson

- Simplificando la formula nos queda

/ f(z)d —(yo+4y1+2y2+4y3+2y4+ c+ 4Yyn—1 + Yn)
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Aplicacion de la regla de Simpson

- Simplificando la formula nos queda

/ f(z)d

—(yo+4y1+2yz+4y3+2y4+ c+ 4Yyn—1 + Yn)

(n/2)—1 n/2

flxo) +2 D flway) +4) flwaj1) + f(wn)
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—jlemplo

4
- Evaluar con n=06 la siguiente integral / V1 + z3 dz.
1

- Tenemos que

- Y calculamos (solo necesitamos evaluar f(x))

« Quedando:
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—jlemplo

4
- Evaluar con n=06 la siguiente integral / V1 + 23 dz.
1

- Tenemos que A = 451 = (.9.

- Y calculamos (solo necesitamos evaluar f(x))

« Quedando:
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—jlemplo

4
- Evaluar con n=06 la siguiente integral / V1 + 23 dz.
1

- Tenemos que Ag = 4;61 = (.9.

- Y calculamos (solo necesitamos evaluar f(x))

T 1 1.5 |2 2.5 3 3.5
y=+v1+23 || V2 | vV4.375 | 3 | V/16.625 | /28 | 1/43.875

« Quedando:

S
o
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—jlemplo

4
- Evaluar con n=06 la siguiente integral / V1 + 23 dz.
1

- Tenemos que Ag = % = (.9.

- Y calculamos (solo necesitamos evaluar f(x))

z 1 1.5 |2 2.5 3 3.5 4
y=+1+x3 | V2 | v/4.375 | 3 | V/16.625 | /28 | \/43.875 | /65

« Quedando:

4
0.5
/ V1423 de ~ 5 (\/5 +4v/4.375 + 2(3) + 4v16.625 + 2v/28 + 41/43.875 + \/65)
1

~|12.871
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Integrando lo anterior simbolicamente con Matlab

* 2*x*(x "3 + 1)MN1/2))/5 + (6*((3(1/2)*1)/2 + 3/2)*((x +
(37M1/2)%1)/12 - 1/2)/((3™(1/2)*1)/2 - 3/2))(1/2)*((x +
1)/((3"(1/2)%)/12 + 3/2))(1/2)*((1/2 + (3(1/2)%i)/2 -
x)/((3"(1/2)%1)/2 + 3/2))1/2)*ellipticF(asin(((x + 1)/
((3(1/2)*1)/2 + 3/12))(1/2)), -((B(1/2)%1)/2 + 3/2)/
((3N(1/2)*)/2 - 3/2)))/(5*(- (3(1/2)*(1/2) -
1/2)*(3M1/2)*(i1/12) + 1/2) - x*((3"(1/2)*(i/2) -
1/2)*(371/2)*(i/12) + 1/2) + 1) + x"3)(1/2))




—rrores de aproximacion

« Cuando:

Y A

= Y
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—rrores de aproximacion

« Cuando:

YA
y =fXx)

?/y = Py(x)

a=xg x=b ;
b /"
[ 1) do=6- /@O _ IOy
h3 /7
—1o! (&)
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Ventajas en terminos de errores de aproximacion

- Para la integracion por el método de Simpson, si f € C#4[a,b], entonces existe
un numero £ en (a,b) tal que

b —a) | a | (4)
[ 1@ do= 052 @+ (257) + 10| - Tl -
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Ventajas en terminos de errores de aproximacion

- Para la integracion por el método de Simpson, si f € C#4[a,b], entonces existe
un numero £ en (a,b) tal que

b —a) | a | (4)
/a f(x) dz = (0 ; ) _f(a)+4f( ;—b) +f(b)- f28§g)(b—a)5.
HE) o505
B(¢) = 222 h
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Ventajas en terminos de errores de aproximacion

- Herramientas para obtener cota aprox. : Usamos la expansion de series de
Taylor de la funcion f(x) alrededor de Xx1.
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Ventajas en terminos de errores de aproximacion

- Herramientas para obtener cota aprox. : Usamos la expansion de series de
Taylor de la funcion f(x) alrededor de Xx1.

f7x)) f7(x)) SO (&)

fx) = flx) +f(x)x—x)) + (x—x,)2 + e X))+ oy x)*t
y fx) S )

f 2f(x) dx = [f(x,)(x — xq) + ;' (x —x))*+ p S (x — x,)

X0 |

X

1
(x — x,)“]xz + Py fx O fP(EX)(x — x))* dx.

. f”l (X| )
24
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Ventajas en terminos de errores de aproximacion

- Herramientas para la demostracion: Para esto usamos como herramienta el
teorema del valor medio ponderado:

En calculo, tenemos el siguiente resultado: Si a(x) es continua en [a, b] y
B(x) es integrable en [a, b] y no cambia de signo, entonces existe c € [a, D]
tal que

b b
Ja(x)ﬁ(x)dx:a(c)f B(x)dx

* ya que (x-x1)* nunca es negativo en [xo,x2]
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Ventajas en terminos de errores de aproximacion

- Herramientas para la demostracion: Para esto usamos como herramienta el
teorema del valor medio ponderado:

En calculo, tenemos el siguiente resultado: Si a(x) es continua en [a, b] y
B(x) es integrable en [a, b] y no cambia de signo, entonces existe c € [a, D]

tal que
b b
f a(x)B(x)dx = a(c) J B(x)dx

* ya que (x-x1)* nunca es negativo en [xo,x2]

S )
120

f@ (§1

)f (x —x)*tdx = (x — x;)°

” rzf“” (&x)(x — x)*dx =
.YO

—
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—jemplos de las ventajas de regla de Simpson

Ejemplo de evaluacion de integrales en el intervalo [1 ,1.2]

f(z) 2 r? 1/(z+1) 1+ 22 sin e”
Exact value  0.24267 0.29766 0.09531 0.29742  0.17794 0.60184
Midpoint 0.24200  0.29282 0.09524 0.29732  0.17824  0.60083
Trapezoidal  0.24400 0.30736 0.09545 0.29626  0.17735 0.60384
Simpson’s 0.24267  0.29767 0.09531 0.29742 0.17794 0.60184

Ejemplo de evaluacion de integrales en el intervalo [0 ,2]
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—jemplos de las ventajas de regla de Simpson

Ejemplo de evaluacion de integrales en el intervalo [1 ,1.2]

f(z) z? r? 1/(z+1) 1+ 22 sin z e”
Exact value  0.24267 0.29766 0.09531 0.29742  0.17794  0.60184
Midpoint 0.24200 0.29282 0.09524 0.29732  0.17824  0.60083
Trapezoidal  0.24400 0.30736 0.09545 0.29626  0.17735  0.60384
Simpson’s  0.24267 0.29767  0.09531 0.29742 0.17794 0.60184
Ejemplo de evaluacion de integrales en el intervalo [0 ,2]
f(x) z? z? 1/(x+1) +1+22 sinz e®
Exact value 2.667  6.400 1.099 2.958 1.416 6.389
Midpoint 2.000 2.000 1.000 2.818 1.682  5.436
Trapezoidal 4.000 16.000 1.333 3.326 0.909 &8.389
Simpson’s 2.667  6.667 1.111 2.964 1.425 6.421
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