Diferenciacion numérica

Dr. Alonso Ramirez Manzanares

MAT-251 CIMAT A.C.

e-mail: alram@cimat.mx
web: http://www.cimat.mx/~alram/met_num/

Dr. Salvador Botello
CIMAT A.C.

e-mail: botello@cimat.mx

Saturday, November 12, 16


mailto:cesteves@cimat.mx
mailto:cesteves@cimat.mx
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
http://www.cimat.mx/~cesteves/mat151
mailto:cesteves@cimat.mx
mailto:cesteves@cimat.mx

; cuando es necesario aplicar diferenciacion
numMerica’?

<= T3>
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; cuando es necesario aplicar diferenciacion
numMerica’?

» En la solucion de ecuaciones diferenciales
* En todo lo que resta del curso.

- Ejemplos: Derivadas parciales de funciones R? -> R
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., cuando es necesario aplicar diferenciacion
numeéerica’?

» En la solucion de ecuaciones diferenciales
* En todo lo que resta del curso.

 Ejemplos: Derivadas parciales de funciones R? -> R
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Tedricamente , tenemos que

- El calculo de la derivada en un punto esta dada por:

f,(xO) — lim f((l?o + h) B f(wO) .

h—0 h

* sin embargo, en la practica (huméricamente) tenemos problemas por error de
redondeo.
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Aproximacion numeérica de la derivada

- Ahora, vamos a aproximar f’(xo), con xo € (a,b) y f € C?[a,b], de tal forma que el

iIntervalo define x1 = xo + h para h # 0, de tal manera que h es lo
suficientemente pequeno para que X1 € [a,b].

« Aproximamos utilizando el polinomio de Lagrange para f usando Xo y X1:

 para un numero € en [a,b]. Aqui la idea es que obtengamos una cota del error.
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Aproximacion numeérica de la derivada

- Ahora, vamos a aproximar f’(xo), con xo € (a,b) y f € C?[a,b], de tal forma que el

iIntervalo define x1 = xo + h para h # 0, de tal manera que h es lo
suficientemente pequeno para que X1 € [a,b].

« Aproximamos utilizando el polinomio de Lagrange para f usando Xo y X1:

Pos(@) + EZTNEZ2D) poe )

f(mo)(x_—ha:o —h) , flzo+ hlz(a: ) B Gl :vo)(332 =20 =P e ()

f(z)

 para un numero € en [a,b]. Aqui la idea es que obtengamos una cota del error.
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Aproximacion numeérica de la derivada

 Derivando

(.’L‘ - :130)(.’17 - .’171) 7

f@) = Poa(e)+ I p(e())

f(;z;o)(a:_—hazo — h) N f(zg + h’-)b(a: — xp) n (z — .’120)(-’1?2— zo — h) "(€(2))

 obtenemos
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Aproximacion numeérica de la derivada

 Derivando

(.’L‘ - :130)(.’17 - .’171) 7

flz) = Poa(z)+ f7(&(x))

2!
_ f(xO)(a:__h:BO - h’) 4+ f(mO + h’z(m o 1170) 4+ (:17 o .’120)(.’122— Lo — h) f”(f(il?))
- obtenemos
f,(.’.U) _ f(xO + h}z’ — f(xO) | Da: [(IB _ CB())(.’I;— Lo — h) f”(f(.’l»’))
_ f(xO + h}z — f(wO) + 2(:17 T ;0) o hf”(ﬁ(:c))
@=20)@ =20 =R p (5 (e@))
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Aproximacion numeérica de la derivada

 Por lo tanto la aproximacion PARA TODO x que obtenemos es (lo que
habiamos supuesto, mhh):

f,(il?) ~ f(x() +h}1_ f(il?g),

 pero ahora tenemos una expresion para el error:
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Aproximacion numeérica de la derivada

 Por lo tanto la aproximacion PARA TODO x que obtenemos es (lo que
habiamos supuesto, mhh):

f,(.’L') ~ f((l?o +h}1_ f(il?o),

 pero ahora tenemos una expresion para el error:

2(z — xg) —
2

(x — zo)(x — 20 — h)
2

" 116 (@) 4

D (f"(&(x)))-
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Aproximacion numeérica de la derivada

2(z — xg) —
2

(x — zo)(x — 209 — h)
2

" 11 (¢ (a)) -

D (f"(&(x)))-

- Esta parte del error depende de h y la segunda derivada de f

- Esta parte del error depende de D, f"(&(z)) = f"(&(x)) - &' (z),

* Lo cual NO ES MUY UTIL pues contiene un término desconocido

Saturday, November 12, 16



Aproximacion numeérica de la derivada

2(z —xzo) — h
2

- (x —zo)(T — 0 — h)

£ (€()) - 2 D.(f"(€()):

- Esta parte del error depende de h y la segunda derivada de f

- Esta parte del error depende de D, f"(&(z)) = f"(&(x)) - &' (z),

* Lo cual NO ES MUY UTIL pues contiene un término desconocido
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Aproximacion numeérica de la derivada

2((1) — -’130) — hf,,(€(33)) il (.CC - 1130)(272— Lo — h) Dm(f”(f(l‘)))

 Esta parte del error depende de h segunda derivada de f

- Esta parte del error depende de D, f"(&(z)) = f"(&(x)) - &' (z),

* Lo cual NO ES MUY UTIL pues contiene un término desconocido
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Aproximacion numeérica de la derivada

2(z — xg) —
2

(x — zo)(x — 209 — h)

/

- Pero cuando x = Xo, (para estos puntos es lo gue normalmente
aproximamos) entonces este téermino desaparece y queda el error

P ao) = L0+ M) = S(eo

" 116 (@) 4 D.(f"((2)).

h’ /!
> £(€),

e para un numero & €[Xxo, Xo +h].
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Aproximacion numeérica de la derivada

« Supdngase que |f”’(x)| esta acotado por M en [xo,x0+h], entonces el error esta
acotado por M|h|/ 2.

- Esta aproximacion es entonces la bien conocida “diferencia hacia
adelante” (forward difference formula) para h >0, y “diferencia hacia
atras” (backward difference formula) si h<O.

Aproximacion de
diferencias hacia
adelante.
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Aproximacion numeérica de la derivada

« Supdngase que |f”’(x)| esta acotado por M en [xo,x0+h], entonces el error esta
acotado por M|h|/ 2.

- Esta aproximacion es entonces la bien conocida “diferencia hacia
adelante” (forward difference formula) para h >0, y “diferencia hacia
atras” (backward difference formula) si h<O.

Y A
Slope f"(xo)

Slope fOq + h) — f(xp)

h

Aproximacion de
diferencias hacia
adelante.

=Y

] 1
Xo Xot+h
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—jlemplo:

- Seaf(x) =In(x) y xo = 1.8.

« Donde el error de la aproximacion por diferencia hacia adelante se comporta

hf"©) _ bl _ n
2 262 = 2(1.8)2°
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—jlemplo:

- Seaf(x) =In(x) y xo = 1.8.

« Donde el error de la aproximacion por diferencia hacia adelante se comporta

hf"©) _ bl _ n
2 262 — 2(1.8)2°
e = 2187
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—jlemplo:

- Seaf(x) =In(x) y xo = 1.8.

« Donde el error de la aproximacion por diferencia hacia adelante se comporta

hf"©) _ bl _ n

2 262 — 2(1.8)2’
\ Caso donde el error es
mas grande ya que:
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—jlemplo:

- Seaf(x) =In(x) y xo = 1.8.

« Donde el error de la aproximacion por diferencia hacia adelante se comporta

hf"©) _ bl _ n

2 262 — 2(1.8)2’
\ Caso donde el error es
mas grande ya que:

1.8 < €< 1.8+ h.
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—jlemplo:

- Aproximaciones obtenidas para diferentes valores de h (valor exacto ﬁ = 0.5,)

F(1.8+h) — F(1.8) )
h 1.8+h

f(1.8+h) h 2(1.8)2

0.1 0.64185389 0.5406722 0.0154321

0.01 0.59332685 0.5540180 0.0015432

0.001  0.58834207 0.5554013 0.0001543
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Aproximacion de derivadas en el caso general

« Para n+7 numeros distintos en un intervalo [Xo,xn|, y usando polinomios de
Lagrange

fla) = 3 o)) T @)

- donde suponemos que f € C™1 [xo,Xn] y el valor &(x) esta dentro de [Xo,Xn].

- La derivada de esta expresion nos lleva a
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Aproximacion de derivadas en el caso general

« Para n+7 numeros distintos en un intervalo [Xo,xn|, y usando polinomios de

Lagrange

(x —x0) -+ (T — ) f("+1)(§(x))

fl@) =) flz;)L;(z) -
§=0

(n+1)!

- donde suponemos que f € C™1 [xo,Xn] y el valor &(x) esta dentro de [Xo,Xn].

- La derivada de esta expresion nos lleva a

f'iz) = ) fz;)Li(z)+ D,
j=0 -

(z—xg) (T —2p,)

(n+1)!

@20 82 8n) [ g ).

(n+1)!

frD(E())
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Aproximacion de derivadas en el caso general

« En esta expresion usamos el mismo razonamiento que en el caso anterior,
tomando en cuenta la aproximacion para los X.

f(z) Zf(:cJ)L' @)+ De | 1 @)

('Hﬁ')* (x_xn)
- ﬁ% z))]-

- Quedando en particular:
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Aproximacion de derivadas en el caso general

« En esta expresion usamos el mismo razonamiento que en el caso anterior,
tomando en cuenta la aproximacion para los X.

f'(z) Zf(:vg)L’ (z) + D,
h\wﬁ% (z —

(z—z0)- - (- )

(n+1)!

Zn) b Lplnit et

\

- Quedando en particular:

f'(@k) =) fz;)Li(z) 4
j=0

(= 1)T

(n+1)!

J#k

FO(E(z))

f(n+1) (&(mk)) H (xk - 37_7)
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Aproximacion de derivadas en el caso general

« En esta expresion usamos el mismo razonamiento que en el caso anterior,
tomando en cuenta la aproximacion para los X.

f(z) Zf(x»L'(xHD R e AG)

('Hﬁ')* (x_xn)
Db lE To) pigtess etz

- Quedando en particular:

j#k  enelcasode?
puntos quedaba
Xo- X1 =-h
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Aproximacion de derivadas en el caso general

n (n+1) (¢ (g n
Flan) =3 fentya) + T —CED [Tz
=0

- Esta aproximacion de derivadas se conoce como la aproximacion de n+1
puntos. En teoria, entre mas puntos agreguemos es mas exacta, pero en la
practica resulta problematico usar muchos puntos por el error de redondeo y las
multiples evaluaciones de la funcion.
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

« Calculemos

(x — x1)(x — x2) 20 — T — X9

Lo(x) = L) = ¢

($0 — iEl)(ZIZ‘() — $2) Lo — xl)(:z;() — ZIZ‘Q)

20 — Lo — To

(1 — o) (1 — T2)

20 — Ty — X1

(2 — xo)(r2 — 71)

Alonso Ramirez Manz ; Zon
e ntzlillns liraliilngs Metodos Numericos 09.11
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

n (n+1) n
- Por lo tanto, usando  f'(zx) = Zf(wj)L;'(wk) — / (E(@x)) H (z — ;).
=0 '
« Tenemos para una x;
 y cuando los nodos son equidistantes (Xo, X1 = Xo+h, X2 = Xo +2h)

« para un § €[xo, Xo + 2h] (queda un -2h y un -h).
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

n (n+1) n
- Por lo tanto, usando  f'(zx) = zof(:cj)L;-(a:k) + / (n _ﬁgl(;k)) ]:[)(:ck — ;).
j= j=

J#k
« Tenemos para una x;

f'(x;) = f(xo)Lo(x;) + fz1)Li(x)) + f(x2)Lo(25)

 y cuando los nodos son equidistantes (Xo, X1 = Xo+h, X2 = Xo +2h)

« para un § €[xo, Xo + 2h] (queda un -2h y un -h).
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

n (n+1) n
- Por lo tanto, usando  f'(zx) = Z:Of(xj)Lg-(xk) + / (n _ﬁﬁl(;k)) ]:[)(xk — ;).
j= j=

J#k
« Tenemos para una x;

f'(x;) = f(xo)Lo(x;) + fz1)Li(x)) + f(x2)Lo(25)

2

+%f(3)(€j) [ (@ —an)

k=0,k#j
 y cuando los nodos son equidistantes (Xo, X1 = Xo+h, X2 = Xo +2h)

« para un § €[xo, Xo + 2h] (queda un -2h y un -h).
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

n (n+1) n
- Por lo tanto, usando  f'(zx) = Eof(:cj)L;-(xk) + / (n -igl(;k)) ]:[)(xk — ;).
j= j=

J#k
« Tenemos para una x;

f'(x;) = f(xo)Lo(x;) + fz1)Li(x)) + f(x2)Lo(25)

2

1
+5f(3) &) ] @ — )
k=0,k#
 y cuando los nodos son equidistantes (Xo, X1 = Xo+h, X2 = Xo +2h)
, 1 h?
f(zo) = 2h[ 3f(zo) + 4f(xo + h) — f(zo + 2h)] 4 2 o)+

« para un § €[xo, Xo + 2h] (queda un -2h y un -h).
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

n (n+1) n
- Por lo tanto, usando  f'(zx) = Z:Of(xj)Lg-(xk) + / (n _ﬁﬁl(;k)) ]:[)(xk — ;).
j= j=

J#k
« Tenemos para una x;

f'(x;) = f(xo)Lo(x;) + fz1)Li(x)) + f(x2)Lo(25)

he

e (€) *

« para un § €[xo, Xo + 2h] (queda un -2h y un -h).
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

 Si hacemos los mismos calculos, pero ahora tomando el polinomio de
Lagrange que pasa por los puntos Xo-h, Xo, Xo+h, obtenemos:

« para un § €[xo-h Xo+h].

 Pero notese que este error es la mitad en magnitud que el anterior, y que la
funcion se evalua en solo 2 puntos (aun asi, ambas se llaman formulas de
aproximacion de 3 puntos).

- El anterior se deberia de utilizar cuando se esta en las fronteras del intervalo,
con -h en la frontera derecha y con +h en la frontera izquierda.

 La expresion de arriba se deberia de utilizar en todos los demas casos
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

 Si hacemos los mismos calculos, pero ahora tomando el polinomio de
Lagrange que pasa por los puntos Xo-h, Xo, Xo+h, obtenemos:

(@) = o [f(zo +h) — flao—B)] - £ (€).

« para un § €[xo-h Xo+h].

 Pero notese que este error es la mitad en magnitud que el anterior, y que la
funcion se evalua en solo 2 puntos (aun asi, ambas se llaman formulas de
aproximacion de 3 puntos).

- El anterior se deberia de utilizar cuando se esta en las fronteras del intervalo,
con -h en la frontera derecha y con +h en la frontera izquierda.

 La expresion de arriba se deberia de utilizar en todos los demas casos
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Aproximacion de derivada de 3 puntos

- La ultima es una aproximacion centrada, e intuitivamente funciona mejor
porgue toma informacion de adelante y atras, y no solo de una direccion.

YA
Slope f'(x,)

Slope - [k + ) = f(x = B

=Y
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Aproximacion de derivada de 5 puntos

- Analogamente, si derivamos las expresiones usando el polinomio de
Lagrange que pasa por 5 puntos desde Xo-2h hasta xo+2h obtenemos

« O bien para el intervalo xo hasta xo+4h
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Aproximacion de derivada de 5 puntos

- Analogamente, si derivamos las expresiones usando el polinomio de
Lagrange que pasa por 5 puntos desde Xo-2h hasta xo+2h obtenemos

1

f'(@o) = 154

(@0~ 2h) — 8f (@0 — h) +8f (@0 + ) — f(@o+2h)] + 1= £ (o)

« O bien para el intervalo xo hasta xo+4h
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Aproximacion de derivada de 5 puntos

- Analogamente, si derivamos las expresiones usando el polinomio de
Lagrange que pasa por 5 puntos desde Xo-2h hasta xo+2h obtenemos

1

f'(@o) = 154

h/l
£ (@0 —2h) =8 (20 — h) +8f (o +h) — f(z0+2h)] + 55 F*(€),
« O bien para el intervalo xo hasta xo+4h

s
12h

+ 16f(zo + 3h) — 3f(zg + 4h)] + %f@ (),

f,(alo) = 25f(£80) -+ 48f(:130 -+ h) —_ 36f(.'L'0 -~ 2h)
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)
’ 1.8 10.889365

1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)

1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14.778112
2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

Aproximaciones
de 3 puntos

 LOs errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14778112
| 2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

Endpoint with A =0.1:  §5[-3/(2.0) +4f(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.
Endpoint with h = —0.1: —5[—3f(2.0) + 4f(1.9) — f(1.8)] = 22.054525.
Midpoint with A =0.1:  ;5[f(2.1) — £(1.9)] = 22.228790.

Aproximaciones
de 3 puntos

Midpoint with h =0.2:  ;5[f(2.2) — f(1.8)] = 22.414163.

* LOS errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14778112
| 2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

Endpoint with A =0.1:  §5[-3/(2.0) +4f(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.
Endpoint with h = —0.1: —5[—3f(2.0) + 4f(1.9) — f(1.8)] = 22.054525.

Aproximaciones

de 3 puntos Midpoint with h =0.1: L [f(2.1) — f(1.9)] = 22.228790.
Midpoint with h =0.2:  ;5[f(2.2) — f(1.8)] = 22.414163.

Aproximacion

de 5 puntos

* LOS errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14778112
| 2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

Endpoint with A =0.1:  §5[-3/(2.0) +4f(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.
Endpoint with h = —0.1: —5[—3f(2.0) + 4f(1.9) — f(1.8)] = 22.054525.

Aproximaciones

de 3 puntos Midpoint with h =0.1:  [f(2.1) — f(1.9)] = 22.228790.
Midpoint with h =0.2:  ;5[f(2.2) — f(1.8)] = 22.414163.

Qgrgﬁz‘natgg” 5[ £(1.8) — 8£(1.9) + 8f(2.1) — £(2.2)] = 22.166999.

* LOS errores son:
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14778112
| 2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

Endpoint with A =0.1:  §5[-3/(2.0) +4f(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.
Endpoint with h = —0.1: —5[—3f(2.0) + 4f(1.9) — f(1.8)] = 22.054525.

Aproximaciones

de 3 puntos Midpoint with h =0.1:  [f(2.1) — f(1.9)] = 22.228790.
Midpoint with h =0.2:  ;5[f(2.2) — f(1.8)] = 22.414163.

Qgrgﬁz‘natgg” 5[ £(1.8) — 8£(1.9) + 8f(2.1) — £(2.2)] = 22.166999.

* LOS errores son:

1.35%x107%,1.13x107 1, —6.16x1072, —2.47x 1071,
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Ejemplo comparativo:

- Tenemos la tabla de evaluaciones de la funcion f(x) = xe*

z f(z)
1.8 10.889365
1.9 12.703199
2.0 14778112
| 2.1  17.148957
2.2 19.855030

« Queremos aproximar f’(2.0) (sabemos que es (x+1)e*, lo resulta en 22.167168)

Endpoint with A =0.1:  §5[-3/(2.0) +4f(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.
Endpoint with h = —0.1: —5[—3f(2.0) + 4f(1.9) — f(1.8)] = 22.054525.

Aproximaciones

de 3 puntos Midpoint with h =0.1:  [f(2.1) — f(1.9)] = 22.228790.
Midpoint with h =0.2:  ;5[f(2.2) — f(1.8)] = 22.414163.

Qgrgﬁz‘natgg” 5[ £(1.8) — 8£(1.9) + 8f(2.1) — £(2.2)] = 22.166999.

* LOS errores son:

1.35%x107%,1.13x107 1, —6.16x1072, —2.47x 1071,

1.69 x 10~
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Otro Factor: Error de redondeo

- Veamos que tan determinante es el error de redondeo, en la ecuacion de 3 puntos
centrada

« Cuando calculamos las expresiones tenemos errores numericos relacionados de la
siguiente manera:

 Con el siguiente error de aproximacion total (error de redondeo + truncamiento):
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Otro Factor: Error de redondeo

- Veamos que tan determinante es el error de redondeo, en la ecuacion de 3 puntos
centrada

F'@o) = 5 [f(zo+ h) — o — M) — £ (€).

« Cuando calculamos las expresiones tenemos errores numericos relacionados de la
siguiente manera:

 Con el siguiente error de aproximacion total (error de redondeo + truncamiento):
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Otro Factor: Error de redondeo

- Veamos que tan determinante es el error de redondeo, en la ecuacion de 3 puntos
centrada

F'@o) = 5 [f(zo+ h) — o — M) — £ (€).

« Cuando calculamos las expresiones tenemos errores numericos relacionados de la
siguiente manera:

f(zo+h) = f(zo+h) +e(zo+h) and f(zo—h)= f(zo— h) +e(zo — h).

 Con el siguiente error de aproximacion total (error de redondeo + truncamiento):
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Otro Factor: Error de redondeo

- Veamos que tan determinante es el error de redondeo, en la ecuacion de 3 puntos
centrada

F'@o) = 5 [f(zo+ h) — o — M) — £ (€).

« Cuando calculamos las expresiones tenemos errores numericos relacionados de la
siguiente manera:

f(zo+h) = f(zo+h) +e(zo+h) and f(zo—h)= f(zo— h) +e(zo — h).

 Con el siguiente error de aproximacion total (error de redondeo + truncamiento):

- oz B B B 2
f,(a?o) f(:l)g - h) 2hf(:170 h) _ e(l’o + h) 2h€(3§0 h) f:i f (5),
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—rror de redondeo

« Suponiendo que los errores de redondeo estan acotados por un numero €y
la 3% derivada de f(x) por un valor M, tenemos que:

r . r 2
#(o) f($0+h)2hf($o+h) SZ : h e

- Entonces, como casi siempre en la vida, tenemos un compromiso en h:
queremos reducir el error de truncamiento pero no aumentar el error de
redondeo.

 En la practica, si usamos un h demasiado pequefo el error de redondeo
domina (recordar que pasa cuando el error de redondeo es dividido por un
numero pequeno).
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—jemplo de error de redondeo

- Dada la tabla Table 4.10
T sin x T sin
0.800 0.71736 0.901 0.78395
0.850 0.75128 0.902 0.78457
0.880 0.77074 0.905 0.78643
0.890 0.77707 0.910 0.78950
0.895 0.78021 0.920 0.79560
0.898 0.78208 0.950 0.81342
0.899 0.78270 1.000 0.84147

« Aproximar f'(0.9) (el valor de |la derivada es c0s(0.9)=0.62161 ) usando la
siguiente formula para diferentes valores de h (cifras de 5 digitos, continua...)
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—jemplo de error de redondeo

« Dada la tabla

« Aproximar f'(0.9) (el valor de |la derivada es c0s(0.9)=0.62161 ) usando la
siguiente formula para diferentes valores de h (cifras de 5 digitos, continua...)

Table 4.10
T sin T sin
0.800 0.71736 0.901 0.78395
0.850 0.75128 0.902 0.78457
0.880 0.77074 0.905 0.78643
0.890 0.77707 0.910 0.78950
0.895 0.78021 0.920 0.79560
0.898 0.78208 0.950 0.81342
0.899 0.78270 1.000 0.84147

f/(0.900) ~

£(0.900 + k) — £(0.900 — k)

2h
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation
h to f/(0.900) Error
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
0.010 0.62150 —0.00011
0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106

 Minimizar

* En este caso podemos calcular una
cota paraMen [.8 y 1]y cos(0.8)
para encontrar
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation
h to f/(0.900) Error
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
0.010 0.62150 —0.00011
0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106

 Minimizar

* En este caso podemos calcular una
cota paraMen [.8 y 1]y cos(0.8)
para encontrar
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation
h to f/(0.900) Error

0.001 0.62500 0.00339

0.002 0.62250 0.00089

0.005 0.62200 0.00039

Al 0.010 0.62150 —0.00011
minimo cerca de I0.02O 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021

0.100 0.62055 —0.00106

 Minimizar

* En este caso podemos calcular una
cota paraMen [.8 y 1]y cos(0.8)
para encontrar
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation
h to f/(0.900) Error
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
Al 0.010 0.62150 —0.00011
minimo cerca de I0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106
* Minimizar
2
e h
h 6

* En este caso podemos calcular una
cota paraMen [.8 y 1]y cos(0.8)
para encontrar
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation
h to f/(0.900) Error

0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
£t 0.010 0.62150 —0.00011
minimao cerca de I0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106

* Minimizar

2
e h

* En este caso podemos calcular una
cota paraMen [.8 y 1]y cos(0.8)
para encontrar
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation

h to f/(0.900) Error
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
Al 0.010 0.62150 —0.00011
minimo cerca de I0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106

* Minimizar

2
3 h / £ h
— — |
e(h)—h } GM’ —» 0=¢(h)=—5z+3M

* En este caso podemos calcular una
cota paraMen [.8 y 1]y cos(0.8)
para encontrar
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—jemplo de error de redondeo

Table 4.11
Approximation
h to f/(0.900) Error
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
. 0.010 0.62150 —0.00011
minimo cerca de I0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106
* Minimizar
€ h? / £ h
e(h)_h M, —> 0=¢€'(h)=—35+3M
* En este caso podemos calcular una +/3(0.000005)
cota para M en [.8 y 1] y cos(0.8) 069671 0.028,

para encontrar
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N
—jlemplo de error de redondeo i
Table 4.11 |
Approximation & | | y
h to f7(0.900) E - '
0.001 0.62500 0.00339
0.002 0.62250 0.00089
0.005 0.62200 0.00039
. 0.010 0.62150 —0.00011
minimo cerca de I0.020 0.62150 —0.00011
0.050 0.62140 —0.00021
0.100 0.62055 —0.00106
* Minimizar
= h2 / = l h
e(h)_h M, —> 0=¢€'(h)=—35+3M
* En este caso podemos calcular una +/3(0.000005)
cota para M en [.8 y 1] y cos(0.8) 069671 0.028,

para encontrar
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Conclusiones
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Conclusiones

- iiLa diferenciacion numérica es inestable numéricamente!!
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Conclusiones

- iiLa diferenciacion numérica es inestable numéricamente!!

* Y debe de ser evitada en lo posible.
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Conclusiones

- iiLa diferenciacion numérica es inestable numéricamente!!
* Y debe de ser evitada en lo posible.

* No podemos evitarla :(
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- La aproximacion de segundo orden de la derivada centrada en el intervalo
[Xo-h , Xo+h] esta dada por:

F"(@0) = 5 1f(@0 — B) = 24 (z0) + Flao + h)] - = FD o)

 para un numero € entre [xo-h , Xo+h]
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- La aproximacion de segundo orden de la derivada centrada en el intervalo
[Xo-h , Xo+h] esta dada por:

F"(@0) = 5 1f(@0 — B) = 24 (z0) + Flao + h)] - = FD o)

 para un numero € entre [xo-h , Xo+h]

oy = LN S =2
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- La aproximacion de segundo orden de la derivada centrada en el intervalo
[Xo-h , Xo+h] esta dada por:

F"(@0) = 5 1f(@0 — B) = 24 (z0) + Flao + h)] - = FD o)

« para un numero & entre [xo-h , Xo+h]

oy = LN S =2
f'(x+1/2) ~ [~ h/2)
h

() =
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- La aproximacion de segundo orden de la derivada centrada en el intervalo
[Xo-h , Xo+h] esta dada por:

1" 1 h?
f"(@0) = 35 [f (w0 — h) = 2f(z0) + f (20 + h)] = 75 F(6),
« para un numero & entre [xo-h , Xo+h]
O (LT i (CRITE)
f”(:lj‘) _ f’(.CIZ’ T h/z) ; f,(CE o h/2)
f(x+h/24h/2)—f(z+h/2—h/2)  f(z—h/24+h/2)—f(z—h/2—h/2)
f”(az) _ h h

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 09.11
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- De igual manera se puede aproximar la derivada de segundo orden hacia
adelante como

7 (20) = f(xo+2h) = 2f(xo + ) + f(20)

h2

* En general las derivadas centrales quedan como
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- De igual manera se puede aproximar la derivada de segundo orden hacia
adelante como

- En general las derivadas centrales quedan como

2 a0) = 5 (-0 (7)o + (n/2 =

, ()
1=0
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- De igual manera se puede aproximar la derivada de segundo orden hacia
adelante como

- En general las derivadas centrales quedan como

2 a0) = 5 (-0 (7)o + (n/2 =

, ()
1=0

Caso particular:
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Aproximacion de derivadas de orden superior

- De igual manera se puede aproximar la derivada de segundo orden hacia
adelante como

- En general las derivadas centrales quedan como

2 a0) = 5 (-0 (7)o + (n/2 =

, ()
1=0

Caso particular: f"(zo) = %[f(:vo — h) = 2f(z0) + f(zo + h)]
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Derivadas de alto orden

* En general, lo que uno hace para aproximar derivadas de alto orden es

S Sl Slf Sl”
S
81— 80
87 89 — 281 + 8¢
89 — 8 33—332+381—80
89 §q — 289 + 8,
83 — 82
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