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Recordemos la definiciéon de A-complejo.

Definicién 1. Un A-complejo es un espacio de la forma
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con la topologia cociente, donde cada cara de A estd identificada con un
unico Ag_l a través de un homeomorfismo lineal ordenado y todas las iden-
tificaciones son consecuencias de estas.

Las dos siguientes definiciones son andlogas a las que se tienen para CW-
complejos.

Definicién 2. Sea X un A-complejo y A un subespacio de X. Se dice que
A es un subcomplejo de X si es la union de un subconjunto de los simplices
que forman la A-estructura de X. En este caso, también se dice que (X, A)
es un A-par.

Notemos que en particular, A también es un A-complejo. Ademas, todo
A-complejo tiene una estructura de CW-complejo pues (A", 0A™) = (D™, 0D")
y los n-simplices se pegan a (n — 1)-simplices por medio de funciones lineales
a trozos en sus bordes, que son continuas. Con estas estructuras, A seria un
subcomplejo de X como CW-complejo.

Definicién 3. Dado un A-complejo X y k > 0, su k-esqueleto X*) es el
subcomplejo de X formado por todos los simplices de X de dimension menor
o igual a k.



Sea (X, A) un A-par. Como los simplices de A son simplices de X, pode-
mos ver a C2(A) como un subgrupo de C2(X). Y la inclusion C2(A) —
C2(X) conmuta con las diferenciales, es decir, la inclusién es un homomor-
fismo de complejos, al igual que se tiene en homologia singular para sube-
spacios. Definimos entonces

O (X, 4) = CR(X)/CR(A),

con el convenio de que C2(()) = 0 para todo n. Y la diferencial 9,: C2(X) —
C2 | (X) induce una diferencial

On: CR(X,A) — C2 (X, A),
2+ CH(A) = 0,(2) + CL 1 (A),

la cual esta bien definida pues 9,(C2(A)) € C2 (A) y cumple 0,000,541 = 0
pues ya se cumplia que 0, o 0,,1 = 0. Es decir, hemos definido un complejo
cuyos grupos de homologfa denotaremos por H2(X, A).

Ahora queremos relacionar estos grupos con los de homologia singular.
Sea Al uno de los n-simplices de la A-estructura de X. Consideremos la
funcién caracteristica i,: A™ — X cuya imagen es A”’. Esto nos proporciona
una manera de obtener un n-simplex singular a partir de uno simplicial, y
por lo tanto podemos definir

: OX(X, A) = Cu(X, A),
A + C2(A) = ig + Cy(A),

el cual es un homomorfismo de complejos.
Notemos que las funciones ® hacen los siguientes cuadrados conmutativos

0 —— C2(A) 4= CA(X) 5 CA (X, 4) —=0

n
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0 Cp(A) —— Cp(X) —— Cp(X, A) ——0

Lt J#

y las filas de este diagrama son exactas. Por esto tultimo, cada fila induce
una sucesion exacta larga de grupos de homologia. Y por la naturalidad, las
funciones inducidas @, en homologia hacen conmutar todos los cuadrados en



el siguiente diagrama

= HAA) s HA(X) — HA(X, A) 2= HA [(A) —— - -

L«‘D* l/@* jCP* li’*
e Hy(A) = Ho(X) —— Hy (X, A) —5 Hy oy (A) — -

Para que tenga mas sentido el préoximo lema, notemos que
H, (A", 0A") 2 H,(A"/OA") = H,(S") = Z.

En el siguiente lema encontraremos un generador de este grupo que esta en
la imagen de .

Lema 4. La clase de 1an es un generador de H, (A", OA™).

Demostracion:  Es claro que la clase de 1an es un ciclo en C,, (A", OA™) pues
las imagenes de cada una de sus caras estan en QA"™.

Para n = 0, la clase de 10 es la clase del tinico punto que hay en A° en
Hy(A° 0A%) = Hy(AY), que ya vimos que es un generador.

Sea n > 1 y supongamos por inducciéon que se cumple para n — 1. Sea
A C A" la unién de todas las caras de dimensién n — 1 de A™ excepto por la
cara 0. Es decir

A= {(zo,...,2,) € A" | 2; =0 para algin j > 1y xo # 0}.

)
Se tiene que (A" A) ~ (A, A) a través de la inclusion j: (A, A) — (A", A) y
la funcién g: (A", A) — (A, A) dada por
(X0, T1y ooy ) = (To +nO, 21 — @y, Ty — ),
donde « es el minimo de los x; con j > 1. Es facil comprobar que g estd
bien definida y es continua, que gj es la identidad y que jg es hométopa a la

identidad como funcién de pares. Por lo tanto H,,(A",A) = H,,(A,A) =0
para todo m. Por la sucesién exacta larga de la terna (A™ 0A™, A), se tiene

H, (A", 0A"™) = H,_1(0A", A),

donde el isomorfismo viene dado por el morfismo de conexién 9. Este iso-
morfismo manda 1a» a 1an. Ahora sea k: A1 — JA™ la inclusién de la
cara 0. Esta inclusién envia OA" ! a A e induce un homeomorfismo

AP J9A™Y 5 QAT /A,
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luego induce un isomorfismo H, _;(A"" ' 0A™ ') — H, 1(0A™ A), al ser
ambos CW-pares. FEste isomorfismo manda la clase de 1an»-1, que es un
generador por la hipdtesis inductiva, a la clase de k. Pero la clase de k es
igual a la clase de O1a» pues su diferencia estd en A. Por lo tanto 01ax es
un generador y en consecuencia 1a» es un generador. O]

Lema 5. Sea X un A-complejo. Entonces ®,: HA(XW®, X0y 5 H, (X ®) X (¢-1)
es un isomorfismo para todo m y para todo k.

Demostracidn: Como X® sélo contiene simplices de dimensién menor o
igual a k, se tiene C2(X®) = 0 si m > k. Y todo simplice de dimensién

estrictamente menor que k estd en X (k_l), por lo tanto
Ary k) vy _ ) 0 sim # k,
Cm(X 7X ) { ZJ;C7 sim=k.
Por lo tanto .
Arx® -1y _ ) 0, sim # k,
Hy (X7, X ) { ZJ,, sim=k.

Ahora notemos que
A k Ey 0, sim 7§ k‘,
Hm (H Aa? H 8Aa> - { ij’ sim = k7
acJy acJg

con las estructuras obvias de A-complejos. Y la funcién de pares

f: <H AL T aN;) — (X®, x k=D

OéeJk OéeJk

inducida por las inclusiones de los k-sfmplices i,: A¥ — X induce un iso-
morfismo en homologia simplicial, pues envia generadores a generadores. Por
otra parte,
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(k (k—1)

El primer isomorfismo se tiene porque X* es un CW-complejo y X un
subcomplejo, por lo que (X®) X*=1) satisface la propiedad de extension
de homotopias. El tercer isomorfismo es por la misma razén para el par
(IHaes, AFTT.e I OAF). El segundo isomorfismo viene del homeomorfismo

X® Haes Ba

X (k=1) — Haejk 8A’;'

Notemos que el isomorfismo resultante visto de derecha a izquierda envia la
clase de un m-sfmplex singular o: A™ — AF a i, o00.
También sabemos que

H,, (]_[ AL T aN;)

OtGJk aeJk

12

0, sim # k,
ZJy, sim=k,

pues Ak JOAF = Sk Y por el lema anterior, los generadores de Hj, vienen
dados por las identidades 15x. Por lo tanto,

0, sim # k,

Hm(X(k)’X(kil)) - { 7J, sim=%k
ks = h,

y los generadores de Hj, vienen dados por las inclusiones 7.

Por lo tanto, la funcién ®,: HA(X®, XDy — H (X® XE-1) es un
isomorfismo pues envia los generadores A* a los generadores i,. Y ®, es un
isomorfismo si m # k, pues en ese caso ambos son cero. O

Teorema 6. El homomorfismo @, es un isomorfismo para todo n y para todo

A-par (X, A).

Demostracion: Lo probamos primero en el caso en que X tiene dimensién
finita y A = () por induccién sobre la dimensién de X. Si X tiene dimensién
0, el resultado es obvio.

Supongamos que el resultado es cierto para A-complejos de dimension
menor que k. Y sea X un A-complejo de dimensién k, es decir, X = X*),



Entonces consideremos el diagrama conmutativo

D, _
H71A+1(X(k)> X(k_l)) - HnA-i-l(X(k)v X(k 1))

HA(X(kq)) P Hn(X(k—l))

Hi (X W) s H, (X))

J* s
HAXW, x =Dy 2 (x (k) x(k=1)
0 0
HE (XE0) —2 H, (X550

Por la hipétesis inductiva, la segunda y la quinta funcién horizontal son
isomorfismos. Por el lema anterior, la primera y la cuarta funcién horizontal
son isomorfismos. Por el lema de los cinco, la tercera funcién horizontal es
un isomorfismo como queriamos probar.

Veamos ahora el caso en que X tiene dimensién finita y A = (). Con-
sideremos @, : H2(X) — H,(X) y sea z +Imd,,; € H,(X). Por el mismo
argumento que para CW-complejos, este elemento z + Im 9,1 proviene de
2+ 1m0,y € Hy(XW) para algtn k. El siguiente diagrama

HA (X ®) &)Hn(xm)

| |

D

H(X) —— H,(X)

en el que las flechas verticales son las inducidas por la inclusién X*) — X,
es conmutativo por la manera en que se defini6 ®,. El &, de arriba es
un isomorfismo por la parte anterior, lo que nos da una cadena simplicial
w +Imd, . € HX(X®) con &, (w' 4+ Imd,,1) = 2/ + ImI,,;. La imagen
w+1Im 9, en HS(X) tiene que cumplir @, (w +Im d, 1) = z+Im 9, por
la conmutatividad del diagrama. Esto prueba que ®, es sobreyectiva.

Sea w + Im b, € HA(X) tal que ®.(w + Imé,,;) = Imd,,;. Esto
quiere decir que ®(w) = 0,41b para alguna cadena singular b en C,1(X).
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De nuevo, este b y w tienen que provenir de algin &' y w’ en X®) para cierto
k, por lo que ®(w') = 0,.1b'. Esta es una igualdad en X®) de cadenas
singulares. Es decir, ®,(w’' + Im0,11) = Imd,41 en X®_ Por la parte
anterior, esta ®, es un isomorfismo, luego w’ + Im d,,; = Im d,,41 y por lo
tanto w + Im 0,11 = Im 0,,41.

Por 1ltimo, el caso general se deduce del diagrama conmutativo

HA(A) = HA(X) —2~ HA(X, A) -2~ HA |(A) —== H2 | (X)

n

Ld)* lfb* lcb* lcb* lcb*
H,(4) —= Hy(X) —= Hy(X, A) 5 Hy oy (A) —— Hyi(X)

los casos anteriores y el lema de los cinco. O]

Como corolario, obtenemos los siguientes resultados analogos a los que
se tenian para CW-complejos y que se probarian exactamente de la misma
manera.

Corolario 7. Sea X un A-complejo.

1. Los grupos de homologia simplicial de X no dependen de la estructura
de A-complejo de X.

2. 81 X no tiene simplices de dimension k, entonces Hp(X) = 0.

3. Si X tiene m simplices de dimension k, entonces Hp(X) se puede
generar con un numero de elementos menor o igual a m.

4. 51 X tiene un numero finito total de simplices, entonces se tiene

D CEDFI =) (D)  k Hy(X),

k k

y en particular este nimero x(X) es un invariante homotdpico y no
depende de la estructura de A-complejo de X.



