Invarianza homotopica de homologia singular

Homologia y cohomologia

3 de Febrero del 2026

Lema 1. Si f, g: X = Y son homdtopas, entonces f; y gy son homdotopas.

Demostracion: Primero rompemos A™ x I = [vg,...,v,] X I en simplices de
dimensién n + 1.
Sea u; = (v;,0) y w; = (v;,1). Mostraremos que [ug, ..., U;, Wi, ..., Wy] €s
un (n + 1)-simplex y que hay una descomposicién
n
A" x I = U[uo,...,ui,wi,...,wn].
i=0

Veamos que el conjunto de vectores
{u1 —ug, ..., u; — ug,w; — Ug, ..., Wy — Ug}
es linealmente independiente. Si se tuviera
Ar(ur —ug) 4 -+ Ni(u; — uo) + N(wi —ug) + -+ + A, (wy, — ug) =0,
entonces tendriamos la siguiente ecuacién en la primera coordenada
A1 (v1 — ) + -+ Xi(vi — vo) + Ni(v; —vg) + -+ + A (v — vo) = 0.

Como A™ es un n-simplex, los elementos v; —vg son linealmente independientes y
por lo tanto todos los nimeros \; y )\} en esta ecuacion anterior con j # i deben
ser cero y A;+A; = 0. Pero la segunda coordenada nos dice que A, +...+ X\, =0,
de donde X, = 0, luego A; = 0. Esto muestra que este conjunto de vectores es
linealmente independiente y por lo tanto [ug, ..., u;, w;, ..., w,] es un (n+ 1)-
sfmplex.

Como u; y w; pertenecen a A™ x I y este espacio es convexo, la unién de
estos (n 4 1)-simplices estd contenida en A™ x I. Para ver que A™ x I estd
contenida en la unién, consideremos un elemento de A™ x I, que debe ser de la

n
(z tivi,t> ,
1=0

forma



donde la suma de los t; es uno, y todos los ¢; y t estan en I. Puesto que t esta
entre 0 y la suma de todos los ¢; y los ¢; son positivos, existe un indice 0 < 5 < n

tal que
n n
RS o
i=j+1 i=j
Entonces consideramos el siguiente elemento de [ug, ..., u;, wj,. .., Wy]
J—1 n n n
thul—i— Zti—t Uj+ t— Z ti U}j+ Z tiwi,
i=0 i=j i=j+1 i=j+1
que es igual a
j—1 n n n n n
St D ti—tlui+ [t— > tilui+ Yt [t— Y il + >k
i=0 i=j i=j+1 i=j+1 i=j+1 i=j+1
Es decir,
n
(Z tivi, t)
i=0
Asi que este elemento pertenece a [ug, ..., uj, wj,...,w,] y esto prueba lo que
queriamos.

Ahora sea H: X x I — Y una homotopia tal que Hy = f y H; = g. Dado
o: A™ — X, usamos la abreviacién H? = H o (0 x 1) y omitimos el simbolo |
cuando restringimos. Definimos

P: Co(X) = Crya (X)),
g = Z(7l)in;O,...,ui,wi,.“,wn]'
1=0

Comenzamos expandiendo

n 7 n n+1

8P(g) = Z(il)iZ(71)jH[Zo,...,E;,...,ui,wi,...,wn]+Z(71)i Z (7]‘)jH[Zo,...,ui,wi,...,ﬁj,\l,...

i=0 =0 =0 j=i+1

Separamos la primera suma en dos sumandos, cuando j = ¢ y cuando j < i.

Separamos la segunda suma en dos sumandos, cuando j7 = i + 1 y cuando
j>1+ 1.
n n 1—1
1+1i 170 i+j ryo
Z(i]‘) H[uo,...,ﬁ},wi,...,wn] + Z (71) H[uo,...,ﬁ?,...,ui,wi,...,wn]+
i=0 i=1 j=0
n n—1 n+1
_1\it+i+1lgyo . _1\it+J o -
Z( 1) H[u07~~-7ui;u"i;“-vwn] + Z Z ( 1) H[u0,~~7ui,wi,~~~7w1—17~~>wn]'
i=0 i=0 j=i+2

W]



o

Notemos que los términos H[um Wiy ]

con ¢ > 0 en la primera suma

coinciden con los términos —H?
[u07 S Uq— 17w1 1. ;wn]

por su signo. Notemos también que el término HZ~ 5o yin] = g4(o) parai =0

de la tercera suma excepto

en la primera suma y el término —Hf o = —fﬁ(a) para i = n en la
tercera suma coinciden salvo signo. Asi que podemos simplificar:

n 1—1 n—1 n+1
§ 'E : z+] o H‘]

o)+ HU0> UG e Ui, Wiy W +Z Z Huo,»--,uqz,w1:7~--,@—\1,--~7wn,]'
=1 j=0 =0 j=i+42

Cambiemos la variable £ = j — 1 en el cuarto sumando:

n t1—1 n—1 n
z+] o o i+k+1
+§ : § : Hp, .. TG e Wi Wi ey W] fﬁ(0)+§ : 2 : (=1) H[um Ui Wiy W ey Wi ]
i=1 j=0 =0 k=i+1

Ahora expandimos P(9dc). Recordemos que do = Z?:o(_l)ja[v(),...,@,...,vn]~
Entonces

g

HO( R %1 ) _ H[“Oa“-wuiswiv'w@a'-wwn]7
Ov0,0ees 0550 0s0n] X LT ) [0yt W4 0] = He
[an“-vuAjv Ui 1, Wid 1. 7wn]’

sii <7,
sii> 7,

y por lo tanto

<.
|
[u

n—1
] 1170 .
Wi Wiy, W wn]+z Z 1) H[“Owwv“j7---1ui+11wi+17---1wn]'

1=j

P(0o) =

J

) > (=1)'HE, .
1 3

n

I\
=]

En la primera suma, hacemos k = j y cambiamos el orden de sumacién. Como
1 < j =k, ahora k estd entre i + 1 y n. En la segunda suma, sea k =i+ 1y
cambiemos el orden de sumaciéon. Como j < ¢, ahora j < k y j estard entre 0 y
kE—1

n—1 n n k—1

_1\itk o J+k 1ryo
z : z : ( 1) H[UU7'-*7uivw17---7'wk7"'7wn]+ZZ Hu(), UGy Uk, Whe s, Wi ]
=0 k=i+1 k=1 j=0

Ahora la primera suma es igual al cuarto sumando 9P (o) pero con signo opuesto.
Y la segunda suma es igual al segundo sumando de dP(o) con el signo opuesto.
Asi que:

OP(0) + P(90) = g4(0) — f1(0).

Esto es, OP + PO = g4 — [y, lo cual dice que g3 y fy son hométopas. O



