PRELIMINARES

HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA

1. ALGUNOS RESULTADOS UTILES DE TOPOLOGIA GENERAL

En esta secciéon enumeramos algunos resultados de topologia general
que se usaran durante el curso. Comenzamos con un resultado sobre la
compatibilidad de la topologia final y la topologia de subespacio bajo
ciertas condiciones.

Definicién 1.1. Sea A = {f,: X, — Y | a € J} una familia de
funciones desde espacios topoldgicos X, a un conjunto Y. La topologia
final sobre Y respecto de A es

74 ={U CY | f;1(U) es abierto en X, para todo a € J}.

Es facil comprobar que esto define una topologia sobre Y. Es la
topologia més grande que hace que todas las funciones f, sean contin-
uas. Cuando la familia solo esta formada por una funcién sobreyectiva,
esto corresponde a la topologia cociente inducida por esa funcion.

Propiedad universal de la topologia final. Sea Y un espacio con la
topologia final respecto de la familia {f, | o € J}. Entonces g: Y — Z
es continua si y solo si gf, es continua para todo o € J.

Demostracion: Si g es continua, puesto que cada f, es continua, también
gfa es continua. Supongamos ahora que gf, es continua para todo
a € J. Dado un abierto U de Z, el subconjunto ¢~!(U) cumple que

falg H(U) = (g9fa) (V)
es abierto para todo a € J, asi que por la definicién de la topologia
final, g~ 1(U) es abierto. Esto prueba que g es continua. O

Proposicién 1.2. Sea X un espacio topdlogico, Y un conjunto, A un
subespacio abierto o cerrado de X y f: X — Y wuna funcion. Dotamos
a'Y de la topologia final respecto de f. Si f~1f(A) = A, entonces la
topologia de f(A) como subespacio de'Y y la topologia final respecto de
la restriccion fla: A — f(A) coinciden.

Demostracion: Haremos solamente el caso en que A es abierto. Sea

7, la topologia de f(A) como subespacio de Y y 7, la topologfa final
1
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en f(A) respecto de fi4. Denotemos g = fj4 y notemos que g~ (W) =
i wW)n A

La funcién g es continua cuando ponemos las topologias de sube-
spacio en Ay f(A) porque es una restriccién de dominio y codominio
de una funciéon continua. Pero también es continua cuando ponemos
la topologia de subespacio en A y la topologia final respecto de ¢ so-
bre f(A) por definicién de la topologia final. Ahora consideremos la
funcion identidad

Liay: (F(A),79) = (F(A), 7).

Notemos que 1¢(4)g es la funcién

g9: A= (f(A) ),

que es continua. Por la propiedad universal de la topologia final, la
funcién 1.4y (f(A),75) = (f(A),7s) es continua, lo cual implica que
7, estd contenida en 7,.

Ahora sea U un abierto de 7,4, es decir, g " (U) = f~HU) N A es
abierto en A. Como A es abierto en X, entonces f~1(U)N A es abierto
en X. Por otra parte, como U C f(A), se tiene que

FHU) S fHf(A) = A,

Luego f~Y(U) = f~Y(U)N A, y entonces f~!(U) es abierto en X. En
consecuencia U es abierto en Y, asi que U = U N f(A) pertenece a 7.
El caso en que A es cerrado es andlogo, solamente cambiando abiertos
por cerrados. O

Este ultimo resultado es 1til en el siguiente contexto. Tenemos una
relacion de equivalencia ~ en un espacio X y queremos estudiar un
subespacio de X/~ que es la imagen de un subespacio abierto o cerrado
A de X. Y ademas todo punto que esta relacionado a un punto de A
estd en A. Entonces podemos pensar que este subespacio es el cociente
de A bajo la relacién de equivalencia ~ restringida a A.

Ejemplo 1.3. Consideremos la relacién de equivalencia ~ sobre I?
que define el toro plano T = I%/~, es decir, (0,y) ~ (1,y) y (z,0) ~
(x,1). Denotemos la clase del punto (s,t) por [s,t] y consideremos el
subespacio

B ={ls,t] €T |[(s,t) #(1/2,1/2)}.

En este caso T tiene la topologia final respecto del cociente ¢q: 12 — T.
Y se tiene claramente que B = g(A), donde

A= {<Sat) er? | (S7t) # (1/27 1/2)}'
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Es facil comprobar que A = g~ 1q(A), asi que podemos ver a B como A
con las mismas identificaciones de antes, es decir, un cuadrado menos
el centro con sus lados identificados.

Noétese que es posible escoger otro A que cumpla ¢(A) = B, pero no
la segunda condicién. Por ejemplo,

C={(s,t) € I* | (s,t) # (1/2,1/2) y t > O}
satisface B = ¢q(C'), pero ¢ 'q(C) = A # C.

Teorema 1.4. Sea f: X — Y una funcion continua y biyectiva. Si X
es compacto y'Y es Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion: Sea C' un cerrado de X. Como X es compacto, C' es
compacto y por lo tanto f(C') es compacto. Como Y es Hausdorff,
f(C) es cerrado. Esto prueba que f~! es continua. O

El siguiente resultado nos ayudara a definir funciones continuas desde
espacios cociente. Sea ~ una relacion de equivalencia sobre un espacio
topolégico X y ¢: X — X/~ la funcién cociente. Siempre consider-
amos en X/~ la topologia cociente.

Propiedad universal de la topologia cociente. Sea f: X — Y
una funcion continua. Eziste una funcion continua g: X/~ — Y tal
que gq = f si y solo si f es constante en cada clase de equivalencia de
~. Es decir, si y solo si x ~y implica f(x) = f(y).

Demostracion: Supongamos que existe tal g y sean x, y € X tales que
x ~ y. Entonces [x] = [y] y se tiene

f(x) = gq(z) = g([z]) = g([y]) = 9q(v) = f(y).

Es decir, f es constante en cada clase de equivalencia.
Ahora supongamos que f es constante en cada clase de equivalencia
y definimos

g: X[/~ =Y,
(2] = f ().

Veamos que g esta bien definida. Si [z] = [y], entonces x ~ y y por lo
tanto f(z) = f(y), asi que la definicién no depende del representante.
Notemos que con esta definicién se cumple gq(x) = g([z]) = f(z). Por
la propiedad universal de la topologi final, la funcién ¢ es continua. [

Ejemplo 1.5. Consideremos la relacién de equivalencia ~ sobre S!
dada por (z,y) ~ (z,+y). Vamos a probar que S'/~ es homeomorfo a
[—1,1]. Para poder usar la propiedad universal de la topologia cociente,
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necesitamos construir una funcién continua S* — [—1,1] que sea con-
stante en cada clase de equivalencia. Consideremos la proyeccion a la
primera coordenada

f: S8t —[-1,1],
(z,y) = .

Esta funciéon es continua y satisface

f(ia _y) = f(xvy)7

asi que es constante en cada clase de equivalencia. Por lo tanto, existe
g: S'/~ — [~1,1] continua tal que f = gq, con q: S' — S/~ el
cociente.

Veamos que g es inyectiva. Supongamos ¢([z,y]) = g([z,w]). En-
tonces © = f(z,y) = f(z,w) = z. Como (z,y) y (z,w) son puntos
de S!, tienen norma uno. Entonces 2% + y? = 2% + w? = 1, de donde
y> — w? = 0 y por lo tanto y = +w. Entonces [z,y] = [z, w] = [z, w].
Para la sobreyectividad, dado = € [—1, 1], consideremos (z,v/1 — 22) €
St. Se cumple g([x, V1 — 22]) = z.

Como S! es compacto, también lo es S'/~. Puesto que [—1,1] es
Hausdorff, por el Teorema 1.4, g es un homeomorfismo.

Merece la pena recalcar el caso de que queramos definir una funcién
continua X/A — Y, donde A es un subespacio de X. Por como se
define la relacién de equivalencia en X que da lugar a X /A, tendriamos
que construir una funcién continua X — Y que enviase todo A a un
punto.

2. ALGUNOS HOMEOMORFISMOS IMPORTANTES

En esta seccion revisamos algunos homeomorfismos que usaremos en
el curso.

Proposicién 2.1. S™ es homeomorfo a OI" .
Demostracion. Notemos primero que
oIt = {(wo,x1,...,1,) € " | 2, = 0 6 1 para algtn k},

O[—1/2,1/2]"" = {(wo, 21, ..., 2,) € [-1/2,1/2]" | 21, = +1/2 para algin k}.

Ademds I"™! es homeomorfo a [—1/2,1/2]""! mediante las funciones
continuas de translacién

ro 1" [—1/2,1/2],
(0. vxn) = (kg —1/2,.. . 2, — 1/2),



PRELIMINARES 5

s: [—1/2,1/2)" —
(y07~--7yn)H(y0+1/27"'ayn+1/2)7

las cuales son claramente inversas la una de la otra. Estas dos funciones
restringen a funciones continuas entre sus bordes, asi que estos también
son homeomorfos. Es suficiente probar entonces que S™ es homeomorfo
al borde de [—1/2,1/2]""!. Consideremos la funcién

f:o0[—=1/2,1/2]"" — 8™,

(el

Esta funcién est4 bien definida pues el origen no pertenece a 9[—1/2,1/2]" ",

Y es continua, pues dividir por la norma es continua fuera del origen.
Veamos que es inyectiva. Intuitivamente esto es claro pues si dos

puntos z y y de 9[—1/2,1/2]""! tienen la misma imagen, entonces

deben tener el mismo normalizado, que es la interseccion del rayo de

R™*! que pasa por el origen y ese punto con S™. Pero un rayo en R**!

que sale del origen sélo corta a S™ y a 9[—1/2,1/2]"! en un punto, asi

que esos puntos deben ser el mismo. Pero veamoslo algebraicamente

también. Supongamos f(z) = f(y), esto es:

r Yy
2zl il
Entonces
_ =l
ol
Es decir,
r=\y

para cierto A > 0. Ahora, como z estd en el borde de [—1/2,1/2]"*1,
existe k tal que xp = £1/2.

+1
+1/2= X = = —.
/ Yk Yk o\
Como yi € [—1/2,1/2], se debe tener
-1 +1
I
2 T 2\

+1
— <

IN

—1

IN

> = >

IA
—_
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Y como A\ es positivo,

0<< <1,

>| =

asi que A > 1. Pero también se tiene

1
Y= —.

A

Por el mismo proceso obtenemos A < 1. Por lo tanto A = 1, de donde
se obtiene que x = y.

Veamos ahora que f es sobreyectiva. De nuevo intuitivamente es
claro, tomamos el rayo que pasa por el punto que queremos de S"
y ese rayo corta a [—1/2,1/2]""! sélo en un punto. Ese es el punto
que buscamos. Formalmente, sea (zo, ..., 2,) un elemento de S™. Si
queremos que

(o, ..., Tp)
(200 00y 2n) = —0—————
H(ﬁo, s 7‘7:”)”
para algin (zo,...,x,) € [—1/2,1/2]" entonces
Mzoy -y 2n) = (2o, .o, Ty).

Sabemos que existe k tal que xy = +1/2. El correspondiente z;, cumple
Az = £1/2 y va a ser por lo tanto el mas grande en médulo. Como
(20,-..,2n) € S™ no puede ser el origen y por lo tanto z; # 0. Esto
nos motiva a hacer lo siguiente. Sea k tal que |zx| es el maximo de los
|2;]. Puede haber més de un k para el que esto pase, pero no importa,
escogemos uno de ellos. Usamos la notacién sgn(a) para denotar el
signo de a, es decir, 1 si a es positivo o nulo y —1 si a es negativo.
Consideremos

y por lo tanto —1/2 < z; < 1/2, es decir, (zo, ..., x,) € [-1/2,1/2]"*1.
Pero ademds z;, = +1/2, asi que (zo,...,x,) € 9[—1/2,1/2]"*1. Se
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tiene
0y von) _ (En()EE s )
[(@o, ... za)ll [(sgnlzi)ze, ... sgn(ze)52) ||
(Z(), . ,Zn)

= sgn(2x) 4
|§lez| H(z(b s 7ZH)H
(2055 2n)

=sgn(zp)————

(20) sgn(zx)
= (20,5 2n),

luego f es sobreyectiva. Como 9[—1/2,1/2]"*! es compacto (es cerrado
y acotado en R"™!) y S™ es Hausdorff, f es un homeomorfismo. 0

Proposicién 2.2. D" es homeomorfo a I".

Demostracion: Como ya vimos en la proposicion anterior que I™ es
homeomorfo a [—1/2,1/2]", probaremos que D™ es homeomorfo a [—1/2,1/2]™.
Consideremos un homeomorfismo h: S"~' — 9[—1/2,1/2]", que sabe-

mos que existe por la proposicion anterior. Definamos

g: D" = [~1/2,1/2]".
xﬁ{wwwwmsm¢a

0, sixz=0.

La funcién g es claramente continua en D™ — {0}. Para ver que es
continua en el origen, notemos que 9[—1/2,1/2]" es compacto, asi que
la funcién norma J[—1/2,1/2]" — R alcanza un méximo, digamos M.
Si x # 0 se tiene

lg@)ll < lleliliate/llzDIF < Mll2]],

y por lo tanto, g es continua en el origen.

Veamos que es inyectiva. Notemos primero que g(z) # 0 si @ # 0,
pues ||z|| es no nulo y h(z/||z||) no puede ser el origen pues estd en el
borde de [—1/2,1/2]". Si g(x) = ¢g(y) con z, y # 0, entonces

el (55 ) = oo (25 )
() = ()

para cierto A > 0. Esto muestra dos elementos del borde de [—1/2,1/2]"
que son un multiplo escalar positivo el uno del otro. Por el mismo ar-
gumento de la proposiciéon anterior, esto sélo puede pasar con A = 1,

luego
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asi que
n (i) _h (L)
] [yl
y ||z]| = |ly]|. Como h es un homeomorfismo,
Ty _y
lzll gl el
de donde x = y.

Veamos ahora que es sobreyectiva. Sea z € [—1/2,1/2]" distinto del
origen. Sea |z| el maximo de los |z;|. Al igual que en la proposicién
anterior, si este maximo ocurre en varios k elegimos uno. Considere-
mos (20/2|zkl, - - -, 2n/2|2x|). Por la eleccién de k, se tiene que —1/2 <
2i/2]zx] < 1/2 para todo i y ademds z/2|z| = +1/2. Es decir,
(20/2|2kl, - -, 2n/2|2k]) € O0[—1/2,1/2]*. Como h es un homeomor-
fismo, existe z € S™! tal que

W) = (o202l . 2/ 2],
Consideremos w = 2|z |z. Se tiene
g(w) = lwllh(w/[[w]]) = 2|zx[h(z) = z,

y por lo tanto g es biyectiva. Como D" es compacto (cerrado y acotado
en R") y [—1/2,1/2]" es Hausdorff, g es un homeomorfismo. O

Proposicién 2.3. Consideremos el punto N = (0,...,0,1) en S™. El
espacio S™ — {N} es homeomorfo a R™.

Demostracion: La linea que une el punto N = (0,...,0,1) con un
punto cualquiera (y1, ..., Yns1) de S™— {N} esta dada por la ecuacién
paramétrica

(mla"'axn-&-l) - (07"-7071)+)‘(y1a'-'>ymyn+l _1)

La interseccién de esta recta con el hiperplano x,,; = 0 de R**! ocurre

cuando ) .
A —

- Yn+1 -1 B 1_yn+17
lo cual tiene sentido, pues el inico punto de la esfera que tiene y,, 11 = 1
es N. Por lo tanto, la interseccién es el punto

(L LO)
1_yn+1’ 71_yn+1’

f:Sn_{N}_)Rn7
<y1,_..,ym>H<L.. y_)

]-_yn+1’ .’1_yn+1

Definimos



PRELIMINARES 9

Esta funcién es la restriccién de dominio de la funcién g: R"™ — {z €
R™™ | 2,,1 = 0} — R" con la misma expresién, la cual es continua.
Por lo tanto, f es continua.

Por otra parte, la linea que une el punto N con un punto cualquiera
(21, .., 2n,0) del hiperplano z,,;; = 0 de R"*! est4 dada por la ecuacién
paramétrica

(1, Tpy1) = (0,...,0,1) + A(zq, ..., 2, —1).

Las intersecciones de esta recta con la esfera ocurren cuando

Nzl N2+ (1= M) =1,
es decir,

Nzf 4 A2+ A =20 =0,
La soluciéon A = 0 corresponde a N. El otro punto corresponde a la
solucion de

A2 A A =2

Es decir
2

A4+ 2241
que nos proporciona el punto

A:

22’1 2'Zn 2
3 5 ey T 5 == 3 ,
it +zn+1 ittt 1 i+ +2n+1
lo cual tiene sentido, pues la tltima coordenada es siempre menor que
uno. Definimos la funcion

h: R — S" — {N},

221 22, 1

(21,5 20) = | 5 TS 5 1= = 5 .
i+t 22+ 1 i+t zn+1 2+t 2+ 1

Esta funcién es la restriccién de codominio de la funciéon j: R" —
R™*! con la misma expresion, la cual es continua. Por lo tanto, h es
continua. Por construccion, h es la inversa de f, aunque también se
podria comprobar algebraicamente (laboriosamente) que fh(z) = z 'y
hf(y) =y. Por lo tanto f y h son homeomorfismos. O

Corolario 2.4. Sea x € S". Demuestra que S™ — {x} es homeomorfo
a R".

Demostracion: Veamos a = como un vector en R™! de norma uno.
Es posible encontrar una base ortonormal B = {vy,...,v,41} de R*™!
con v,y = x. Sea E = {ey,...,e,1} la base ortonormal estandar de

R"*. La matriz A de cambio de base de B a E llevaz a N =¢,.1 v
ademas es ortogonal (A~1 = AT), con lo que preserva la norma. Por lo
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tanto induce una funcién continua por restriccién de dominio e imagen
S" —{z} — S™ — {N}. De la misma manera la matriz A~ induce
una funcién continua S™ — {N} — S™ — {z}. Estas dos funciones son
inversas la una de la otra, asi que S™ —{z} es homeomorfo a S™ — {N}.

Por la proposicién anterior, concluimos que S™ — {x} es homeomorfo a
R". O

Proposicién 2.5. El espacio RP" es homeomorfo a R"™ — {0}/~,
donde x ~y si x = Ay para algin X\ € R — {0}.

Demostracion: Recordemos que RP™ = S"/~/ donde x ~' y si © =
+y. Usamos las notaciones [a]’ y [a] para denotar las clases de equiva-
lencia de ~' y ~, respectivamente.

Consideremos la composicién de la inclusién j: S® — R — {0}
con el cociente ¢: R"™! — {0} — R"*! — {0} /~. Notemos que se tiene

3 (=y) = 4i(y)

y por lo tanto ¢j es constante en cada clase de equivalencia de ~'. En
consecuencia, existe f: RP™ — R"™™ —{0} /~ continua tal que fp = ¢j,
donde p: S™ — RP™ es el cociente. Esta funcion estd dada entonces
por f([z]') = [z]. Veamos que f es un homeomorfismo.

Podemos construir la inversa de la siguiente manera. Consideremos
la composicién de la funcién normalizaciéon N: R™™ — {0} — S™ (di-
vidir por la norma) con el cociente p: S™ — RP™. Se tiene

N(Ax) = £N(x)

y por lo tanto pN(Ax) = pN(x). Es decir, pN es constante en cada
clase de equivalencia de ~. Entonces existe g: R"* — {0} /~ — RP"
continua tal que pN = gq. Es decir ¢([a]) = [a/]|a||)’. Es claro que g
es la inversa de f, asi que f es un homeomorfismo. O

Proposicién 2.6. El espacio RP™ es homeomorfo a D™/~ donde x ~
ysir=yosix,y€ D" yx==y.

Demostracion: Consideremos el subespacio
DY = {(xo,...,2,) € S" | x, > 0}

de S™ y la relacién de equivalencia ~j sobre D} dada por x ~g y si
r=ybsiz, =y, =0y x=1y. Denotamos las clases de equivalencia
por [a]y vy las de RP™ por [a]’ igual que en la proposicién anterior.

Consideremos la composiciéon de la inclusién j: D% — S™ con el
cociente p: S™ — RP". Siz, =y, =0y y = *£x, se tiene

pi(y) = pj(x),
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asi que pj es constante en cada clase de equivalencia de ~5 y por lo tanto
existe f: D% /~y — RP" tal que fq = pj, donde q: D} — D% /~y es
el cociente. Es decir, f([a]2) = [a]'.

Construyamos la inversa. Consideremos la funcién

h:S" — DY,
x, six, > 0,
— .
* { —x, siz, <0.

Esta funcién es continua porque es continua en cada uno de los dos
trozos cerrados y las definiciones coinciden en la interseccion. Ademas
se cumple

h(—l‘ ) =h (x )7
asi que gh es constante en cada clase de equivalencia y por lo tanto,
existe g: RP™ — D" continua tal que gp = gh. Es decir, g([z]') =
[h(z)]2. Si x, > 0, entonces

fo([z]) = f([z]2) = [=]'.
Si x, <0, entonces
Fo(l)) = f([=2l2) = [=a] = [2]"
Y siempre se tiene
g/(lal2) = g([a]) = [als,
luego RP™ es homeomorfo a D’ /~,. Es facil ahora ver que D%/~ es
homeomorfo a D™/~. Consideremos la funcién continua

r: D" — DY,

(yla--'7yn)'_> (yb?yna\/l_y%__yr%)

Siy, z€ dD"™y y= +z, entonces

Y At (S R T

y por lo tanto r(y) ~qo 7(z), es decir, qr(y) = gr(z). La funcién qr
es constante en cada clase de equivalencia, asi que por la propiedad
universal de la topologia cociente, existe R: D"/~ — D% /~5 continua
tal que gr = Rm, donde 7m: D™ — D™/~ es el cociente.

[gualmente consideremos la composicién de la funcién continua

s: DY — Dy,
(Toy -y Tp) = (20, .o, Tp1),
con el cociente 7. Si x, = 0 = w, y * = 4w, entonces se tiene

24422 =1l=wi+ - +w . Esdecir, s(z)y s(w) estdn en
dD" y ademds s(z) = +s(w). Por lo tanto ws(z) = ws(w), es decir, 7s
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es constante en cada clase de equivalencia y por la propiedad universal
de la topologia cociente, existe S: D% /~y — D"/~ continua tal que
ms = Sp. Se cumple

RS([(ZL‘O, Ce ,[En]g) = R([[E(), Ce ,Q?n_l])

= [xo,.. T 1,\/1—% —xnl}
2

= [:L‘CH ceey Tp—1, xn]Qv

donde la ultima igualdad se tiene porque z2 + --- + 22 =1y z, > 0.
Por otra parte,

SR([yh-..,ynD:S([yh---,ym\/l—yl : —yn]>:[y1,.--7yn],

luego estos espacios son homeomorfos y por lo tanto RP™ = D" /~. [

Proposicién 2.7. El espacio S™ es homeomorfo a D" /0D™.

Demostracion: Consideremos la funcion
f: D" — S",
ooy (sndlalim) i cos(lallm)) - si @ 0,
(0,...,0,1), sixz=0.
Notemos primero que esté bien definida pues f(z) siempre tiene norma
uno. Es claramente continua en la regiéon donde x # 0, asi que sélo

resta comprobar la continuidad en x = 0. Notemos que si z # 0, se
tiene

1£ (=) = FO)* = Zsm (=) H !!2 + (cos(||z]|m) — 1)*

=1

1212
= sin®(||z]|7) + (cos(||z]|m) — 1)*.

+ (cos(|z[|m) — 1)*

= sin’(||z|)

Sea {z,,} una sucesién en D™ que converge al origen. Entonces se tiene
0 < [|f(zm) = FO)I* < sin®([lam]|7) + (cos(|lzm]|m) — 1)*.

Como el lado izquierdo y el derecho convergen a cero, también el
término central converge a cero. Es decir, f es continua en el origen.

Sea y un elemento de 0D™. Esto quiere decir que tiene norma uno y
por lo tanto

f(y) = (sin(m)y, cos(m)) = (0,...,0,—1).
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Como f envia todo dD™ a un punto, por la propiedad universal de la
topologia cociente, existe una funcién continua g: D™ /0D"™ — S™ tal
que gq = f, donde q: D" — D™/9D" es el cociente.

Supongamos que ¢g([z]) = g([z]), es decir, f(z) = f(z). Six =0
6 z = 0, el otro estd forzado a serlo también, pues sin(||a||7r)m #
(0,...,0)sia € D" — {0} —OD™ y cos(||al|7) # 0 si a € OD™. Asi que
supongamos que ninguno de los dos es el origen. Como cos es inyectiva
en [0, 7], comparando las ultimas coordenadas obtenemos ||z|| = ||z||.
Si esta norma es uno, ya se tendria que x y z estan en 0 D" y por lo tanto
[z] = [z]. Si es menor que uno, entonces con el resto de coordenadas
tendriamos

Sln(llﬂcllﬁ) Sln(llﬂcllﬂ)

donde sin(||z||7) # 0y ||z| # O asi que = z. En cualquiera de los
casos, [x] = [z] y por lo tanto g es inyectiva.

Sea (y,2) € S, donde y € R" y z € R. Como la norma de (y, 2)
es uno, se debe tener que —1 < z < 1 y por lo tanto, existe un tnico
t € [0,1] tal que cos(tm) = z. Sit = 0, esto significa que z = 1 y que
y =0y en este caso

9([0]) = (0) = (0,1).

Sit=1, entonces z = —1 y y = 0 y se tiene igualmente

9([1,0,...,0]) = (0,—1).

Asi que supongamos que —1 < t < 1 y consideremos w = Smt(—t), el cual
tiene sentido pues el denominador no es nulo. Notemos que
2 t? 2 t? 2 t? 2 2
ol = Sl = T = T - ) = 2

luego ||w|| = t. En particular w € D™. Ademas,

g([w]) = f(w) = (sin(im) T, cos(tm) ) = (y,2).

Esto prueba que g es sobreyectiva. Como D" es compacto, también
lo es D"/OD". Como g es biyectiva, D™/0D"™ es compacto y S™ es
Hausdorff, g es un homeomorfismo. U

3. COMPATIBILIDAD DE LA TOPOLOGIA FINAL CON PRODUCTOS

En general, la topologia producto y la topologia cociente no son
compatibles en el siguiente sentido. Si un espacio topolégico X tiene
la topologia final respecto de una familia {f;: Z; = X};c; v el espacio
Y tiene la topologia final respecto de una familia {g;: W, — Y },c1, no
es necesariamente cierto que la topologia producto en X x Y coincida
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con la topologfa final respecto de la familia {f; x ¢;: Z; x W; — X X
Y}(j,l)eJxL-

Lo que si se cumple siempre es que la topologia producto estd con-
tenida en la topologia final. Pues como las f; y las g; son continuas,
también lo son las f; X g; cuando le ponemos la topologia producto a
X x Y. La topologia final es la méas grande tal que estas funciones
son continuas, asi que debe contener la topologia producto. Veamos
un ejemplo en el que las dos topologias no coinciden.

Ejemplo 3.1. Sea X = R/N con la topologia cociente. Es decir, X
tiene la topologia final respecto del cociente g: R — X. Y consideremos
Q con la topologia de subespacio de R. Entonces Q tiene la topologia
final respecto de 1g: Q — Q.

Veremos que la topologia producto de X x @Q no coincide con la
topologia final respecto de la funcién p x 1g: R x Q — X x Q. Sea
q = p X 1g y consideremos el abierto

U:{(:L‘,y)GRXQ y—\/—i ,1/4} paraalgﬁnnEN}
n

|x—n\<min{

de R x Q. Claramente contiene los conjuntos {n} x Q para todo n € N.
Recordemos que siempre se tiene U C ¢~ 'q(U). Sea (a,b) € ¢ 'q(U).
Entonces ¢(a,b) = q(u, b) para algin (u,b) € U. Es decir, [a] = [u] en
X. Si a = u, entonces (a,b) € U. Si a # u, se debe tener que ambos
son naturales. Y entonces (a,b) € {a} x Q C U. Luego U = ¢ 'q(U)
y en particular, ¢(U) es un abierto de X x Q con la topologia final
respecto de q.
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Supongamos que ¢(U) fuese abierto en la topologia producto. En-
tonces dado ([1],0) € ¢(U) deberfan existir vecindades abiertas V' y W
de [1] y 0 en X y Q, respectivamente tales que V' x W C ¢(U). Como
Q tiene la topologia de subespacio de R, tiene una base de vecindades
abiertas dada por intersecciones de intervalos abiertos finitos simétricos
(respecto del punto del que es vecindad) con Q. Por lo tanto, existe
d > 0 tal que (—=4,0) NQ C W. Por lo tanto

V x[(=0,0) NQ] € ¢q(U)
y entonces
p (V) x [(=0,0) NQ] C ¢ *q(U) =U.
Elijamos un entero n tal que ‘/75 < 4. Como p~}(V) es abierto en R y

contiene a n, existe € < 1/4 y menor que 2(5—‘/75) tal que (n—e, n+e) C
p~H(V). Es decir,

(n—en+e)x[(—6,0)NQ] CU.

Existe un racional y tal que |y — % < 5. Entonces, puesto que n +

e/2 € (n—e,n+¢), se tienen

2

g Y2 e V2 5 V2
n 2 n n
2
n 2 n n
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asi que el punto (n+¢/2,y) € (n —e,n+¢) x [(—6,0) N Q]. Para que
este punto estuviese en U, la primera coordenada tendria que estar a
distancia menor de 1/4 de un entero. Como € < 1/4, entonces n + ¢/2
s6lo puede cumplir esa condicién con el entero n. Es decir,

V2

y__
n

<§=|n+5/2—n|,

asi que no estd en U, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, U no
es un abierto de la topologia producto.

Recordemos algunas definiciones y resultados de topologia de con-
juntos que vamos a usar.

Definicién 3.2. Un espacio X es localmente compacto si para cada

r € X existe un compacto C' y una vecindad abierta U de x tal que
UcCCc.

Lema 3.3. 57 X es localmente compacto y Hausdorff y x € X, toda
vecindad abierta de x contiene otra vecindad abierta V' tal que V es
compacto.

Demostracion: Ver Teorema 29.2 en el libro Topology de Munkres. [

En contextos donde todos los espacios son Hausdorff, a veces la
condicién de este lema anterior se toma como definicion de localmente
compacto.

Lema del tubo. Sea Y un espacio compacto. Si N es un abierto
de X XY que contiene un conjunto de la forma {xo} XY para algin
xo € X, entonces N contiene un conjunto de la forma W XY, donde
W es una vecindad abierta de xg en X.

Demostracion: Ver Lema 26.8 en el libro Topology de Munkres. [

Proposicién 3.4. Si Y tiene la topologia final respecto de una funcion
sobreyectiva p: X — Y y Z es localmente compacto y Hausdorff, en-
tonces la topologia producto sobre Y X Z coincide con la topologia final
respecto de la funcion p X 17: X X Z =Y X Z.

Demostracion: Ya sabemos que la topologia producto estd contenida
en la final. Veamos la otra inclusion. Sea U un abierto de la topologia
final de Y x Z respecto de ¢ = p x 1. Tenemos que probar que dado
(y,z) € U, existen vecindades abiertas V, y V, de y y z, respectiva-
mente, tales que V, x V, C U.

Como U es un abierto de la topologfa final, se tiene que ¢~1(U) es
abierto en X x Z. Y por ser p sobreyectiva, existe = tal que p(z) = y.
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Entonces (z,z) € ¢ 1(U) y puesto que X x Z tiene la topologia pro-
ducto, existen vecindades abiertas W; y W de x y z, respectivamente,
tales que Wy x W C ¢~ }(U). Como Z es localmente compacto y Haus-
dorff, existe una vecindad abierta V' de z tal que V' es compacto y
V C W. En particular
(,2) EWy x VC W, xV CqHU).

El problema aqui es que generalmente p(W7) no serd abierto porque W
no es necesariamente saturado. Pero siempre se tiene Wy C p~tp(W,).
Si a es un punto de p~!p(W;), entonces {a} x V C ¢ }(U), pues

Q(aav) = (p(a),v) = (p(wl),v) = Q(wbv) el

Por el Lema del tubo aplicado a la inclusién {a} x V C ¢ Y(U), existe
una vecindad abierta O, de a tal que O, x V C ¢~ *(U). Sea

Wy = U O,.
aep=1p(W1)
Entonces W5 es abierto en X y cumple
p lp(W) x VCWy,xV CqgtU).
Repetimos el mismo proceso y asi obtenemos una secuencia de abiertos

Wy C Wy C ... tales que p~'p(W;) € Wiy y Wi x V C ¢ '(U) para
todo 7. Ahora consideremos
A={Jw,
i=1

la cual es una vecindad abierta de z en X. Veamos que p(A) es una
vecindad abierta de y. Esto se cumple porque

ACp'p(A Up p(W, U W= A
asi que A = p~Ip(A) y por lo tanto p(A) es abierto en Y. Y ademds

(A)XVCUp ) x V = U (W, x V) CU.
=1 =1
Asi que p(A) y V son las vecindades que buscabamos y en consecuencia
hemos probado que U estd en la topologia producto. O

Corolario 3.5. Sean Y y Z espacios topologicos con la topologia final
respecto de las funciones sobreyectivasp: X — Y yq: W — Z, respec-
tivamente. Si X y Z son localmente compactos y Hausdorff (6 W y
Y ), entonces la topologia producto de'Y x Z coincide con la topologia
final respecto dep x q: X xW =Y x Z.
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Demostracion: Supongamos que X y Z son localmente compactos y
Hausdorff. La funcién p x q es igual a la composicién

XxW ¥ xxzP2%y w2z

Sea U un abierto de la topologia final respecto de p x ¢q. FEntonces
(p x q)~Y(U) es abierto en X x W. Pero

(pxq) U) = (1x x ¢)Hp x 12)7(U),

asi que esto implica que (p x 17)71(U) es un abierto de la topologia
final respecto de 1x x q. Por la proposicién anterior, (p X 17)"1(U) es
un abierto de la topologia producto de X x Z. Luego U es un abierto
de la topologia final respecto de p x 1 y de nuevo por la proposicién
anterior, U es un abierto de la topologia producto de Y x Z. El caso
en que W y Y son localmente compactos y Hausdorff es andlogo. [

Lema 3.6. La topologia final respecto de la familia {f;: X; — Y}jes

coincide con la topologia final respecto de la funcion [] f;: 11 X; —
jed jed
Y.

Demostracion: Un subconjunto U C Y pertenece a la topologia final
respecto de esa familia si y sélo si f;'(U) es abierto en X para todo

j € J. Pero esto se satisface si y sélo si [[;.; fj_l(U) es abierto en
[T;c;Xj- Y se tiene

15 w) = (H f;-) ().

jed jeJ
Asi que se cumple si y solo si U pertenece a la topologia final respecto
de HjGJ f] |:|

Lema 3.7. Los espacios ([[ X;) x Z y [[(X; x Z) son homeomorfos.
jeJ jeJ

Demostracion. Notemos primero que una base de abiertos para ambos
espacios estd dada por abiertos de la forma U; x W, donde U; es un
abierto de X; y W es un abierto de Z. Consideremos las funciones

he [T(X5 < 2) — <]_[Xj> X Z,

jeJ jeJ
(xﬁ Z) = (xja Z),
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g: (HX]) x Z = [[(X; x 2),

jeJ jeJ
(xjaz) = (xij)'

Esta funcién es claramente la inversa de h. Y ambas funciones son
continuas pues la imagen inversa de U; x W es precisamente U; x W. [

Teorema 3.8. Si un espacio Y tiene la topologia final respecto de una
familia {f;: X; — Y}jes tal que todo y € Y estd en la imagen de
algun f; y Z es un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff,
entonces la topologia producto sobre Y x Z coincide con la topologia final
respecto de la familia {f; x 1z: X; X Z =Y X Z}jey.

Demostracion. Por el Lema 3.6, la topologia final respecto de la fa-
milia {f; X 17};e; es la topologfa final respecto de la funcién [, ;(f; %
1z). Pero el homeomorfismo h construido en el Lema 3.7 forma el sigu-
iente diagrama conmutativo

[[(X;xZ)——=Y

jeJ
"
(]_[jej fi)x1lz
H Xj X J
jeJ

donde la funcién horizontal superior es [ [, ;(f; x 17), asf que también
coincide con la topologfa final respecto de la funcién (J[,c; fj) x 12
De nuevo por el Lema 3.6, la topologia de Y es la final respecto de
la funcion ]_[jej fj- Y como todo y € Y estd en la imagen de algtin
fj, esta funcién es sobreyectiva. Ahora estamos en las hipdtesis de
la Proposicién 3.4, asi que es esta topologia coincide con la topologia
producto. [l

Puesto que vamos a estar interesados en construir homotopias con
espacios que tengan topologia final, el siguiente resultado serda muy util.

Corolario 3.9. Si un espacio Y tiene la topologia final respecto de una
familia {f;: X; = Y},ey tal que todoy € Y estd en la imagen de algin
fj, entonces la topologia producto sobre Y x I coincide con la topologia
final respecto de la familia {f; x 11: X; X I =Y X I}jey.
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4. HOMOTOPIA Y EL GRUPO FUNDAMENTAL

En esta seccion daremos un resumen sin demostraciones de las defini-
ciones y resultados basicos de homotopia, el grupo fundamental y es-
pacios recubridores que normalmente se estudian en un primer curso
de topologia algebraica. A partir de este momento, todas las funciones
son continuas a menos que se especifique lo contrario.

Definicién 4.1. Sean f, g: X — Y. Diremos que f es homoétopa a g
si existe una funcién continua H: X x I — Y tal que H(x,0) = f(z)
y H(z,1) = g(z) para todo = € X.

Denotamos esto por f ~ g y llamamos a H una homotopia de f a
g. Esto define una relacién de equivalencia en el conjunto de funciones
continuas de X a Y. Es conveniente pensar en la homotopia H como
en la familia continua de funciones H; que envian = a H(x,t), que
intercalan entre f y g.

Mas generalmente, si A es un subespaciode X y f, g: X — Y son dos
funciones que coinciden en A, diremos que f es hométopa a g relativa
a A, si existe una homotopia H de f a g que cumple H(a,t) = H(a,0)
para todo a € Ayt € I. Es decir, la homotopia es estacionaria en A.
En este caso denotamos f ~ g rel A.

Definicién 4.2. Decimos que f: X — Y es una equivalencia ho-
motdpica si existe g: Y — X tal que fg~ 1y y gf ~ 1x.

Cuando existe una equivalencia homotépica entre X y Y, decimos
que son homotdépicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo de
homotopia, y lo denotamos mediante X ~ Y. Cuando un espacio tipo
el tipo de homotopia de un punto, se dice que es contractil.

En topologia algebraica se usan invariantes homotoépicos, general-
mente de caracter algebraico, para descartar que dos espacios puedan
ser homotépicamente equivalentes. Es decir, una asignacién A que
satisface que si X ~ Y, entonces A(X) es isomorfo a A(Y) para la
nocion correspondiente de isomorfismo de la categoria donde toma val-
ores A. Varios de los invariantes comunes que se usan definen funtores
desde ciertas categorias de espacios topoldgicos y cumplen que si dos
morfismos son hométopos, sus imagenes son iguales. Esto implica lo
anterior.

Un primer invariante homotoépico funtorial es el conjunto de compo-
nentes arcoconexas my(X) de X. Un invariante mas potente es el grupo
fundamental. Dado un punto base xq € X, el grupo fundamental de
X relativo a xg es el conjunto

m(X,zo) ={f: I — X | f(0)=f(1) = xo}/~ rel OI



PRELIMINARES 21

con la operacion

[f1lgl = [f - gl,

donde f - g denota la concatenacion de caminos dada por

F21), sit<1/2
(f-9)t) = { g((gt)_ 1), sit> 1?2.

Esta operacién dota a m1(X, zg) de estructura de grupo, no necesaria-
mente abeliano. La eleccion del punto base no juega un papel impor-
tante desde el punto de vista computacional porque si g y x; estan en
la misma componente arcoconexa, entonces (X, zg) = m (X, x1) y en
estos casos a menudo se omite el punto base de la notacién. Se dice
que X es simplemente conexo si es arcoconexo y m1(X) = {1}.

Por otra parte, la eleccién de punto base causa que el grupo funda-
mental no defina un funtor desde la categoria de espacios topolégicos,
aunque si desde la categoria de espacios topoldgicos punteados. Esta
es la categoria cuyos objetos son pares (X,zg), donde zg € X, y
cuyos morfismos son funciones continuas que envian el punto base
al punto base. A pesar de esto, se puede probar que si f: X —
Y es una equivalencia homotoépica que envia xy a g, la funcion in-
ducida fi.: m(X,z9) — m(Y,y0) es un isomorfismo. Las siguientes
propiedades se pueden probar de manera elemental:

o m(S") ={1}sin>2.
o (X XY, (70,90)) = m (X, 70) X T1(Y, Y0)-

Para realizar calculos mas serios se necesita el teorema de van Kampen
y la teoria de espacios recubridores.

Teorema de van Kampen. 5@ X es la union de subespacios abiertos
arcoconexos Y, que contienen al punto xy y todas las dobles y triples
intersecciones de estos subespacios son arcoconezas, entonces w1 (X, xq)
es isomorfo al producto amalgamado de los grupos m1(Ya, xo), donde la
amalgamacion es con respecto a los homomorfismos m (Y, NYz) —
m1(Ya) inducidos por las inclusiones.

Usando el Teorema de van Kampen y el célculo m(S', 1) = Z, el
cual se mencionara mas adelante, el calculo de grupos fundamentales
de CW-complejos se convierte en un proceso mecanico. Como con-
secuencia del Teorema de van Kampen, se puede probar el siguiente
resultado.

Proposiciéon 4.3. St X es un CW-complejo, la inclusion induce un
isomorfismo m (X™ x0) — m(X,x) para cualquier zo € XM y
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cualquier n > 2. Ademds, para cualquier xo € XU, existe un iso-
morfismo

7T1(X(2),[L'0) = 7T1(X(1),1'0)/N,

donde N es el subgrupo normal generado por los lazos determinados
por las funciones S* — X de pegado de las 2-celdas tras cambiar el
punto base.

Esta proposicién reduce el calculo del grupo fundamental de un CW-
complejo al de CW-complejos de dimension uno, es decir, grafos, y la
determinacion de N. Ambos pasos son mecéanicos. Cualquier grafo ar-
coconexo X posee un arbol maximal 7', es decir, un subgrafo contractil
que contiene todos los vértices de X. Cada arista que no estda en X
determina un lazo en xy dada por concatenar un camino en 7" de z( al
principio de la arista, la arista, y un camino en 7" del final de la arista
a xo. El grupo fundamental de X es libre, con una base dada por las
clases de estos lazos. En el caso de un CW-complejo de dimension dos,
una vez determinamos estos lazos en su 1-esqueleto, es sencillo expre-
sar los lazos determinados por las funciones de pegado de las 2-celdas
como concatenaciéon de estos y sus opuestos.

Por 1ltimo, resumimos la teoria de espacios recubridores.

Definicién 4.4. Se dice que una funcién p: £ — B es un espacio
recubridor si cada b € B tiene una vecindad abierta U tal que p~*(U)
es la unién disjunta (como conjunto) de subconjuntos abiertos V; de £
tales que la restriccion p: V; — U es un homeomorfismo.

Un ejemplo importante de espacio recubridor es la funcién p: R — S!
que envia t a €™, Cuando X es arcoconexo, localmente arcoconexo
y semilocalmente simplemente conexo (estas condiciones se cumplen
cuando X es un CW-complejo arcoconexo o una variedad topologica
arcoconexa), existe un recubridor p: X — X, donde X es simplemente
conexo. A este recubridor se le llama el recubridor universal y su grupo
de automorfismos se define como

Aut(p) = {f € Homeo(X) | pf = p},

con la operacién dada por composicion. La utilidad del recubridor
universal para calculos viene del hecho que

m1 (X, zo) = Aut(p).

Por ejemplo, el recubridor p: R — S! mencionado arriba es el recubri-
dor universal de S'. El grupo de automorfismos de este recubridor est4
dado por los homeomorfismos L, : R — R que envian = a x + n para
cada entero n, por lo cual m(S!) = Z.
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Los espacios recubridores tienen otras propiedades interesantes que
los hacen 1tiles para otros propdsitos.

(1) Si X es arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente
simplemente conexo, existe una biyeccién entre el conjunto de
clases de isomorfismo de recubridores arcoconexos punteados de
X y el conjunto de subgrupos de 7 (X).

(2) Satisfacen la propiedad de levantamiento de homotopias. Sea
p: ' — B es un recubridor. Dada una homotopia H: Z x I —
B y una funcién f: Z x E que cumple Hy = pf, existe una
homotopia F': Z x I — E que cumple pF' = H y Fy = f.

(3) Satisfacen el criterio de levantamiento. Sea p: (E,eq) — (B, bo)
un recubridor y f: (Y,y9) — (B,by) una funcién desde un es-
pacio arcoconexo y localmente arcoconexo. Entonces existe
9: (Y,0) = (E,ep) tal que pg = f si y solo si fiu(m(Y,50)) C
p«(m1(E, ep)). Ademds, si existe, es unica.



