SOLUCIONES A LA TAREA 3

1. Sea A un subcomplejo de un CW-complejo X. Demuestra que X/A tiene una estruc-
tura de CW-complejo con una celda por cada celda de X que no es una celda de A,
y una O-celda adicional correspondiente al punto al que se colapsé A.

Solucion:

Para probar esto, construimos un CW-complejo Y inductivamente. Su 0-esqueleto esta dado
por
y(©0) — [X(O) _ A(O)] IT {yo}

Consideremos la funcién

po: XO /A0 _, yO)
[x]»—>{ r, sixz¢A,

Yo, six € A.

Esta funcién es claramente biyectiva y un homeomorfismo porque ambos espacios son dis-
cretos.

Supongamos por induccién que hemos construido un CW-complejo Y (™ de dimensién n para
el que existe un homeomorfismo ¢, : X™ /A — Y ta] que la restriccién a X*) /AF) es
un homeomorfismo sobre Y (¥) para todo k < n.

Sea {f.: S™ — X™1} el conjunto de funciones de adjuncién para las (n + 1)-celdas de
X que no estan en A. Denotamos las funciones caracteristicas correspondientes mediante
F,: D" — X+ Las funciones de adjuncién para las (n + 1)-celdas de Y serdn las
siguientes composiciones

gn oy x4, x ) gm) Eny y (),

donde ¢ denota a la funcién cociente. Denotamos esta composicion mediante f! y consider-
amos
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Consideremos la funcién
¢n+1: X(n+1) N Y(n-l—l),

len([a])], sizeX®,
r =< [2]a, stz = F,(z2),
[Yol, siz € A,

donde [2], denota la clase del elemento z € D"*! en Y (1) Probemos que esta funcién estd
bien definida. Si z = F,(2) € X entonces r = f,(2) y z € S™. Entonces

[2la = [fa(2)] = [enafa(2)] = [pna(x)] = [en(l2])].

Si = F,(2) = Fs(w), entonces f,(2) = fs(w) y z, w € S*. Y x € X, asi que por la
parte anterior

[2]a = [en([z])] = [w]s.
Esto también cubre el caso f = «, pues las funciones F,, son inyectivas en el interior de

Dn+1

Siae AN X™ entonces

[on([a])] = len([ao])] = [po(lao])] = [yol,

donde qp € A. Y sia = F,(z) € A, como las F, eran funciones caracteristicas para las celdas
que no estdn en A, esto implica a = f,(2) con z € S™. En particular a € A™ y entonces

[2la = [en(lal)] = [yol-

La restriccién de ¢pp1 a X™ es ¢,q, que es continua. Y

Pnt1 0 Fo(2) = [2la,

esto es, ¢,410F, es la funcién caracteristica de la celda D! para Y ") asi que es continua.
Y ¢ni1F5 es constante si Fjg es la funcién caracteristica para una (n + 1)-celda de A. Por lo
tanto ¢,41 es continua.

Notemos que si a € AT entonces ¢ny1(a) = [yo], luego ¢,41 induce una funcién con-

tinua @, X" /AP Y+ Notemos que la restriccion de ¢, a X® /A®) es un
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homeomorfismo sobre Y*) por la hipétesis de induccién. La inversa de ¢, 41 estd dada por

Upar: YOHD X004/ AGn),

o (W), siyey™,
v { Fa), sy = (el

Est4 bien definida. Si y = [2], € Y™, entonces z € S™, asi que

[Fa(2)] = [fa(2)] = qfal2) = @, onafal(z) = 0, f2(2) = 0, ([2]a) = @5 ()

Si y = [z]a = [¢], entonces de nuevo z, 2 € S™ y

-1
[Fa(2)] = ¢, (y) = [Fa(2)].

La restriccion de 1,1 a Y™ es ¢!, que es continua por la hipétesis de induccién. La

composicién de 1,41 con la funcién caracteristica F), es ¢F,, que es continua. Luego 1,1 es

continua. Y es claramente la inversa de ,, 11, lo cual muestra que ¢, 1 es un homeomorfismo.

Y notemos que las inversas 1, de ¢,, satisfacen que la restriccion al k-esqueleto es .

Finalmente, consideremos el CW-complejo Y = |JY™ y la funcién
VY = X/A,
y — ¥n(y), siy pertenece a Y™,
Esta funcion esta bien definida porque la restriccién de v, al k-esqueleto es 1. Y es continua

porque la restriccion a cada esqueleto es continua. Es biyectiva porque cada v, es biyectiva.
Sea U un abierto de Y. Esto se cumple si y solo si U NY ™ es abierto en Y™ para todo n.

Y(U) = (U NY™).

Sea p: X — X/A el cociente. Entonces |1, (U NY ™) es abierto si y solo si p~(|J%,(U N
Y (™)) es abierto en X. Pero como X es un CW-complejo, esto es abierto si y solo si sus
intersecciones con X ™ son abiertas en X ™

! (Uun@ny ™)) n X0 = p(w, (U n Y ™).

Como v,(U NY ™) es abierto en X ™ /A este conjunto es abierto en X ™. Esto muestra
que ¥ es abierta. Por lo tanto ¥ es un homeomorfismo y esto le da a X/A la estructura de
un CW-complejo. O

2. Sea X un CW-complejo que es la unién de dos subcomplejos X; y Xo. Prueba que
si Xp, Xo y X7 N X, son contractiles, entonces X es contractil.
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Solucion:

Notemos que la inclusién de X; en X envia X; N X5 dentro de Xs, asi que por la propiedad
universal de la topologia cociente induce una funciéon continua

X4 X
e —,
X1 N Xo Xy
[z] = [z],

f

Es claramente biyectiva y su inversa estd dada por

X . X
Xo XiNnXy

2] [z], size Xy,
(o], siz e Xy,

h:

donde z5 € X; N X,. Mostremos que esta funcién es continua. Como X/X, es un CW-
complejo, es suficiente mostrar que la composicion con las funciones caracteristicas son con-
tinuas. Sea ®: D" — X/X, una funcién caracteristica para una celda de X/X, que viene
de una celda de X que no estd en X,. Entonces ® es una composicion

D" — X 5 X/ Xy,

donde q es el cociente y la primera funcion es la funcién caracteristica de una celda de X.
Como esta celda no estd en Xy y X = X; U Xs, esta celda debe estar en X, es decir, esta
composicion factoriza como

D" = X, = X 5 X/Xo,

donde la segunda funcién es la inclusiéon. Entonces tenemos un diagrama conmutativo

D" X X X/ X,

\Lh

X1/(X71 N Xy)

donde r es el cociente. Y entonces h® = r®, que es continua. Por otra parte, si ®: D° —
X/ X5 es la 0-celda dada por ®(x) = [z3], entonces ®h es obviamente continua. Esto muestra

que hay un homeomorfismo
X X

X, X\ NX,
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Ahora, tenemos las siguientes equivalencias homotdpicas

X X
X~ 21 x ~ *,
Xy XiNnX,
donde la primera equivalencia homotépica viene del hecho de que X, es contractil y (X, X5)
es un CW-par, la segunda equivalencia se cumple porque X;N X5 es contréctil y (X7, X;NX5)

es un CW-par, y la ultima equivalencia se cumple porque X; es contractil. O

3. (12 puntos) Sea X un CW-complejo n-dimensional con una unica n-celda y sea zg

n=1) es un retracto por

un punto en el interior de la m-celda. Demuestra que X
deformacién de X — {zp}. Un subespacio A de X es un retracto por deformacién
si existe una retraccién por deformacion de X en A en el sentido de la pagina 2 del

libro de Hatcher. A esto se le llama a veces un retracto por deformacién fuerte.
Solucién:

Notemos primero que si a es un punto en el interior de D™, entonces S"~! es un retracto por
deformacién fuerte de D™ — {a}. Las funciones que logran esto son la inclusién j: "1 —

—{a} y la funcién r: D" — {a} — S™! definida como sigue. Dado z en D" — {a}, el
segmento que comienza en a y pasa por z intersecta S™"! en un tinico punto r(z). Es claro
que 7j = lgn-1y jr o 1pn_gq) rel S"! a través de la homotopia H que traslada a lo largo
del segmento entre z y 7(z).

Sea i: XY — X — {z,} la inclusién y digamos que X = XD U, D" y 2y = [a]. Sea
®: D" — X la funcidon caracteristica de la unica n-celda.

Mostremos primero que X — {z¢} es homeomorfo a X ™~V U; (D" — {a}). Consideremos la
funcion

p: X —{wo} = X"V Up (D" —{a}),

2] = [x].

Esté bien definida porque la clase de a solo tiene un elemento y las relaciones de equivalencia
en ambos espacios coinciden. Para ver que es continua, sea U un abierto de X ™1 U (D" —
{a}). Esto significa que U N XY es abierto en X1 y ®~1(U) es abierto en D" — {a},
donde ®': D" — {a} — XY U; (D™ — {a}) envia un elemento a su clase. Notemos que @’

es la restriccion de dominio y codominio de .
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Notemos que ¢~ H(U) N X"~V = U N XD que es abierto en XY, Y notemos que
Ol I (U) = ®Y(U) es abierto en D™ — {a}, luego abierto en D". Esto muestra que
@ 1 (U) es abierto en X, y por lo tanto es abierto en X — {zo}.

Su inversa esta dada por
Y XDy (D" —{a}) = X — {x0},
Esté bien definida por las mismas razones. Sea U un abierto de X — {zo}. Esto significa

U =VnN (X —{x}) para un cierto abierto de X. En particular, V N X™1 es abierto en
X1 v d=1(V) es abierto en D™

Ahora v H(U)N X" = VN X®Y que es abierto en XD, Y &1 (p~1(U)) = &~ 1(V)N
(D" — {a}). Como ® (V) es abierto en D", esto es abierto en D" — {a}. Por lo tanto
=Y (U) es abierto, asi que ¢ es continua.

Ahora consideremos la funcién

s: XDy (D" = {a}) = XY,

2] z, size X,
fr(z), size D"—{a}.

Esta funcién estd bien definida, pues si [z] = [2] con z € X"V y 2 € D" — {a}, entonces
z € S" 1y f(z) = 2. Como r es una retraccién sobre S™ !, tenemos z = rf(z). Y es
continua, pues es la identidad cuando se restringe a XY y s® = fr que son ambas
continuas.

Sea v: X — {xo} — XV la funcién dada por v = sp. Notemos que

vi(z) = v([z]) = se(lz]) = s([z]) = =,

luego v es una retraccion.

Consideremos la homotopia

F: XDy, (D" —{a}) x T — X"V Uup (D" - {a}),

) 2], siz € X,
([z],t) = { [H(x,t)], size D"™—{a}.
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Est4 bien definida, pues si [z] = [z] con z € X"~V y 2 € D" — {a}, entonces z € S" 'y
f(2) = z. Entonces H(z,t) = z porque H es una homotopia rel S"~! y entonces

[H(z,1)] = [2] = [z].

Para ver que es continua, notemos que la topologfa producto sobre X"~V U (D" — {a}) x I
coincide con la topologfa final con respecto a las funciones X ™1 x [ — X=1 7 (D" —
{a ) x Iy (D"—{a})xI — X" DUs(D"—{a})x I por la compatibilidad de la topologfa final
y la topologfa producto en este caso. Ahora la restriccion de F'a X =D x I es la composicién
de la proyecciéon X ™= x [ — XY con la inclusién X1 — X~V . (D" — {a}), luego
es continua. Y la composicién F o (¢’ x 1;) coincide con la composicién de H con ¢’; luego
es continua. Por lo tanto F' es continua.

Satisface Fy = 1y Fy = ks, donde k: X"~V — X(=D 1y, (D" — {a}) es la inclusién. Y
F([z],t) = F([x],0) para todo t, luego es una homotopfa rel X ™1,

Consideremos la homotopia G: (X —{zo}) x I — X —{zo} dada por G(z,t) = v F(p(x),t),
que satisface

G(x,0) = F(p(2),0) = po(r) =

Gla1) = wF«o(x), 1) = ghsp(z) = Gkv = iv,
y si z € X"V entonces p(z) € XV y por lo tanto

G(z,t) = vF(p(x), 1) = VF(p(2),0) = G(x,0).
Luego iv ~ 1 rel X"~V Esto concluye la demostracién de que v es una retraccién por
deformacién fuerte. 0

4. (8 puntos) Considera la estructura CW de RP3 que vimos en clase, con RP! como su
l-esqueleto y RP? como su 2-esqueleto. Calcula los grupos de homologia de RP3 /R P!
v RP3/RP2,

Solution:
Como RP™ se forma desde RP"~! adjuntando una n-celda, tenemos RP"/RP"! = S" En

particular, RP3 /RP? & 53 y entonces

Z, sik=0,3,
0, en otro caso.

Hy(RP?/RP?) = {
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Calculemos los grupos de homologia de RP? usando RP! = Sy RP?/RP! = S?. Puesto que
(RP%,RP') es un CW-par, satisface la propiedad de extensién de homotopias y la sucesién
exacta larga del par tiene la forma

Hi1(S?) = Hy(SY) 5 Hy(RP?) — Hi(S%) — Hyp_1(S").
Si k > 3, tenemos
0 — H,(RP?) — 0,
luego Hy(RP?) = 0. Miremos ahora el trozo
Hy(SY) = Hy(RP?) — Hy(S%) — Hi(S) & H(RP?),
que se convierte en
0— Hy(RP?) - 25 75 7/2.

Ya vimos en clase que i, : H;(S') — H;(RP?) corresponde al cociente Z — Z /2. Por lo tanto
la funcién f debe ser multiplicacién por +2. En particular, es inyectiva y Hy(RP?) = 0.

Luego
7, si k=0,
H,(RP*) = Z/2, sik=1,
0, si k< 2.

Similarmente, usando el par (RP? RP?) tenemos una sucesién exacta larga

Hi1(S%) — Hy(RP?) & Hy(RP?) — Hy(S?) — Hj,_1(RP?).
Si k > 4, entonces

0 — Hy(RP?) — 0,
luego Hy(RP?) = 0. Veamos el pedazo
H3(RP?) — H3(RP?) — H3(S?) — Ho(RP?),
es decir,
0 — H3(RP?) - Z — 0,
y por lo tanto H3(RP3) = Z. También miramos el trozo
Hy(RP?) — Ho(RP?) — Hy(S°),

de donde obtenemos Ho(RP3) = 0. Y sabemos H{(RP?) = 1, (RP3),, = Z/2. Para resumir,

Z, sik=0,3,
H,(RP*) = Z/2, sik=1,
0, sik=26k>4.
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Para calcular los grupos de homologia de RP3/RP! miramos la sucesién exacta larga del
par (RP3 RP)

Hi1(RPP/RPY) = Hi(S) & HL(RP?) — Hy(RP?/RPY) — Hy_1(SY).
Si k > 4, tenemos
0 — Hy(RP?/RP') — 0.
También tenemos
H3(SY) — H3(RP?) — H3(RP?/RP') — Hy(S").

Como los términos de los extremos son cero, obtenemos Hs(RP3/RP') 2 Z. Ahora miramos
el pedazo

Hy(RP?) — Hy(RP?/RPY) — Hy(SY) 2 Hy(RP?) — H,(RP?/RP") — Hy(S) & Hy(RP?).

Ya vimos en clase que i,: Hi(S') — H;(RP?) corresponde al cociente q: Z — Z/2 y el
morfismo i,: Hyo(S') — H(RP?) a la identidad porque ambos son arcoconexos. Por lo
tanto esta sucesion se convierte en

0 = Hy(RP?/RPY) — Z % 7./2 — H{(RP*/RP") — Z = 7Z,
de donde obtenemos Hy(RP3/RP') =2 Z y H;(RP3/RP') = 0. Luego

7, sik=0,2,3,

Hk(RPS/RPI)%{ 0, sik=16k>4

y esto concluye todos los calculos requeridos. 0

5. Una descomposicién totalmente aciclica de longitud n de un espacio X es una des-
composicion X = U;U...UU, tal que los U; son abiertos aciclicos y todas las posibles
multiples intersecciones de los U; son vacias ¢ aciclicas. Prueba que Hg(X) = 0 si
k>n-—1.

Solucion:

Lo probaremos por induccién sobre n. Si n = 1, entonces esto quiere decir que X es aciclico,
asi que Hi(X) = 0 para todo k, con lo cual se cumple lo requerido.

Supongamos que es cierto para todom <n—1ysea X =U;U...UU, con n > 2.
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Sea Y = U; U...UU,_, el cual cumple por la hipétesis de induccién que Iflk(Y) = 0 si
k > n—2. Ahora X =Y UU,. Podemos calcular la homologia de X usando Mayer-Vietoris,
ya que Y y U, son abiertos.

Caso 1. SiY NU, =0, entonces X =Y I U, y por lo tanto Hy(X) = H,(Y) & Hi(U,) si
k > 1. Pero Hi(U,) = 0 para todo k > 1 porque U, es aciclico. Y si k >n—12> 1, como
n—1>n—2, setiene Hy(Y) = Hy(Y) = 0. Por lo tanto Hy,(X) = Hx(X) =0si k>n—1.

Caso 2. Si Y NnU, no es vacio.
YNU,=UU...UU,1)NU, = U NU,)U...U(U,1NU,).

Sabemos que Uy N U, son abiertos en Y N U, que son aciclicos o vacios (no todos vacios
porque suponemos que Y NU, # () en este caso). Y las multiples intersecciones de estos son
intersecciones de U}, asi que son aciclicas o vacias. Por lo tanto, esto es una descomposicion
totalmente aciclica de Y N U, de longitud menor o igual a n — 1 (algunos Uy N U,, pueden
ser vacfos). Por la hipétesis de induccién, se tiene que Hy(Y NU,) =0si k> n — 2.

Sea k > n—1 > 1y consideremos el siguiente trozo de la sucesién exacta de Mayer-Vietoris:

Comok>n—1>n—2yk>1,setiene H, (Y NU,) = H(Y) =0. Y como U, es aciclico,
también Hy(U,) =0. Sik—1>1,setendriak —1>n—-2y H, 1 (Y NU,) = H,1(Y) =
Hy_1(U,) =0. Y entonces H(X) = 0.

Si k —1 =0, notemos que Y N U, es la unién de los U; N U,, que son vacios o arcoconexos.
Como la funcién Ho(Y NU,) — Hy(Y) corresponde a inclusién de componentes arconexas,
es inyectiva y entonces también lo es la funcién Hyo(Y NU,) — Ho(Y) ® Ho(U,,). Asi que en
este caso también H(X) = 0. O

6. Calcula los grupos de homologia de S x S2.

Solution:

Sea U; = {(z,y) € S* |y > —1/2} y Vi = {(z,y) € S' | y < 1/2}. Estos forman una
cubierta abierta de S' y por lo tanto U = U; x S? y V = Vi x S? forman una cubierta
abierta de S%2. Como U; y U, son contréctiles, U y V son homotépicamente equivalentes a
S?2. Notemos que U; NUs es homotépicamente equivalente a S°, luego UNV = (U;NV7) x S?
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es homotdpicamente equivalente a S° x S2. Ahora podemos aplicar Mayer-Vietoris para esta
cubierta abierta de S' x S2.

H,(UNV)— H,(U)® H,(V) = H,(S* xS*) = H, (UNnV).
Sin > 4, entonces
0 — H,(S*x §%) — 0,
y por lo tanto H,,(S* x S?) = 0. Ahora miramos el trozo
H3(U)®H3(V) = H3(S'xS?) = Hy(UNV) = Hy(U)®Hs(V) — Ho(S'xS?) — Hi(UNV),
que se convierte en
0 — Hs(S' x S?) — 7> — Z* — Hy(S' x S?) — 0.

El morfismo Z? — Z?* corresponde al morfismo ¢, : Ho(U N'V) — Ho(U) & Hy(V') dado por
0«(2) = ((iv)«(2), —(iv)«(2)), donde iy y iy son las inclusiones correspondientes. Analicemos
iy: UNV — U. Esta funcién corresponde a

iv: (U NVL) x S? = Uy x S,
(z,y) = (i, (2), ).
Notemos que U; N V; tiene dos componentes arcoconexas C7 y Co y
Hy(UynVy) x §%) = Hy(Cy x S*) @ Hy(Cy x S?).

Como (] y U; son contractiles, la inclusion de C; en U; es una equivalencia homotdpica.
Sea x € (', entonces el diagrama de inclusiones

01X52—>U1><52
{z} x 8% — {2} x 52

es conmutativo. Ademas, las funciones verticales son equivalencias homotdpicas y la funcién
horizontal de abajo es la identidad. Asi que tenemos un diagrama conmutativo

HQ(Cl X S2> —_— H2(U1 X 82)

4 4

Hy(S?) Hy(S?)

Notemos que lo mismo aplica para la inclusién de C en U, y para las inclusiones de Cy en
Uy 6 Uy. Por lo tanto, el morfismo Z? — Z?* envia (z,y) a (z +y,—x —y). Y entonces
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H3(S' x S?) = Z y Hy(S' x §%) = Z. Por otra parte, S* x S? es arcoconexo, asi que
Ho(sl X SQ) =7 y
Hy (8" x 5%) = my (8% x 5%)ap =2 mi(S")ap = Z

Para resumir

Hk(Sl X SQ) =

0, en otro caso.

{Z, si0< k<3,

Y esto concluye el célculo. 0

Bonus. (10 puntos) Sea A un subespacio cerrado de X. Demuestra que si el par (X, A)

satisface la propiedad de extensién de homotopias, también la satisface el par (X Ux
CA,CA).

Solution:

Recordemos que un par (Y, B) satisface la propiedad de extensién de homotopias si dada una
homotopia H: B x I — Z y una funcién f: Y — Z tal que Hy = fp, existe una homotopia
F:Y x I — Z que extiende H y tal que Fy = f.

Sea Z un espacio cualquiera y sean H: CAX I — Zy f: XUy CA — Z con Hy = fica.

Consideremos la restriccion G de H al subespacio A x [ y la restriccion g de f al subespacio
X. Entonces se tiene Gy = gja. Esto nos define una funcién continua

gUG: X x {0} UAXIT — Z,

9(z),  si(zt) = (,0),
(1) = { G(z,t), siz€A,

si A es cerrado en X, pues cada trozo es continuo y las definiciones coinciden en la inter-
seccién A x {0}. Como (X, A) satisface la propiedad de extensién de homotopias, existe una
retracciéon r: X x I - X x {0}UA X [. Sea F = (gUG)or: X x I — Z, la cual es continua
al serlory gUG.
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Definimos
J: (XUsCA)x I — Z,
([x],t) — F(x,t), sizeX,
(la,s),8) = H({a,s],2), s [a,5] € CA.
Veamos que estd bien definida. Si ([z],t) = ([a, s],t'), entonces t =/, s =1y z = a. En
este caso
F(a,t) = Gr(a,t) = G(a,t) = H([a, 1],1),
donde la segunda igualdad es porque r es una retraccién y la tercera porque G es la restriccion
de H a A x I. Por lo tanto J esta bien definida.

Para ver que es continua, sea ¢: XITCA — X U, CA el cociente. Notemos que (X ITCA) x I
es homeomorfo a (X x I) II (CA x I) mediante las funciones a que llevan (r,t) a (r,t).
Consideremos la funcién

(FIIH)oa: (XIICA) x I — Z.

Es continua, pues F', H y « lo son. Por otra parte, se tiene J(q x 1;) = (F 11 H) o . Como
(X Us CA) x I tiene la topologia final con respecto a ¢ x 17, la funcién J es continua.

Esta funcién J es la que buscabamos, pues extiende H en C'A por definicion y satisface
Jo([z]) = F(z,0) = (U G)r(z,0) = (U G)(z,0) = g(z) = f([2]),
Jo([a, s]) = H(la, s],0) = f([a, s]),

concluyendo asi el problema.



