SOLUCIONES A LA TAREA 5

1. Sea 0 - A — B — (' — 0 una sucesién exacta corta de grupos abelianos y X un
espacio topolégico. Muestra que esta sucesion induce una sucesion exacta larga de
grupos de homologia

= Hy(X;A) — Hy(X;B) = H(X;C) —» Hy 1 (X5 A) — - -
y que esta sucesion es natural con respecto a funciones X — Y y con respecto a
morfismos entre sucesiones exactas cortas de grupos abelianos.

Solucion:

Sea z: M — N un homomorfismo de grupos abelianos. Esto nos define un homomorfismo
de grupos abelianos

2y Cp(X; M) — Cp(X; N),
Zmiai — Zz(mi)ai,

para cada n > 0. Ademas notemos que si f: X — Y se tiene

f#Z# (Z miUi) = f# (Z z(mi)0i> = Zz(mi)(f © O'i>7
Zaufu (Z miai) =2y (Z m;(f o O'i)> = Zz(mz)(f °0;).

Es decir, fypzy = 24 fs.

Dada la sucesion exacta larga de grupos abelianos
0—ALsB 0o
probaremos que
0 — Co(X; A) 25 CL(X: B) 25 Cu(X:C) — 0

es exacta para cada n > 0. Y por la igualdad que probamos en el parrafo anterior, es
natural con respecto a funciones X — Y. Una vez que probemos que es exacta, inducira

una sucesion exacta larga en homologia que tiene precisamente la forma requerida, y que
1
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es natural con respecto a funciones X — Y por la naturalidad de la sucesién exacta larga
asociada a una sucesion exacta corta de complejos.

Veamos que fyu es inyectiva. Sea Y a;0; un elemento del nicleo de fy donde todos los o;
son diferentes. Entonces

0= f# (Z ai0i> = Z f(ai)Uz‘,

y por lo tanto f(a;) = 0 para todo i. Como f es inyectiva, a; = 0 para todo i y por lo tanto

Z a;0; = 0.

Puesto que gf = 0, se tiene gxfx = 0 y por lo tanto la imagen de fx estd contenida en el
ntcleo de gy.

Sea > b;o; un elemento del nicleo de gx donde todos los o; son diferentes. Entonces

0=gx <Z biai) = Zg(bi)al-.

Por lo tanto, g(b;) = 0 para todo ¢ y como el niicleo de g es la imagen de f se tiene b; = f(a;)
para ciertos a; € A. Entonces

Z bio; = Z f(az‘)CTz‘ = f# <Z ai0i> .

Por tltimo, sea > ¢;0; € C,(X;C). Como g es sobreyectiva, ¢; = g(b;) para ciertos b; € B,
luego

ZCz‘Uz‘ = Zg(bi)gi = g# <Z bi0i> .

Es decir, g4 es sobreyectiva.

Finalmente, si tenemos un morfismo de sucesiones exactas cortas de grupos abelianos

0—=A—top—toc—y
b
0> A~ B — ' —— 0
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los morfismos inducidos forman un morfismo de sucesiones exactas cortas de complejos

0 —— C(X: A) 2w (X B) 2 0 (X C) —— 0

j Qi l By l Y
0 —Co(X;A) —C(X;B') —= C(X;C") —= 0
Ty T
y de nuevo los morfismos verticales nos inducen un morfismo entre las dos sucesiones exactas

largas por la naturalidad de la sucesién exacta larga asociada a una sucesién exacta corta
de complejos. ([l

2. Consideremos la estructura celular de N, dada por su presentacién poligonal estdndar.
Muestra que el cociente N, — S? que colapsa el 1-esqueleto de N, a un punto no es
nulhométopa.

Solucion:

Calculemos primero la homologia de N, con coeficientes en Z/2. La presentacién poligo-
nal estandar de N, le da una estructura de CW-complejo con una 0-celda, g 1-celdas que
llamébamos ay, . . ., ay y una 2-celda U que se pegaba a través del lazo a3a3 . . . aZ. El complejo

celular con coeficientes en Z/2 es
9
o 0—2/2.U 2 P22 0 25 2)2 — 0,
i=1

donde Oy[m|U = 2[m]a; + ...+ 2[m]ay, = 0y 01 = 0 pues los a; son lazos basados en la
0-celda. Como todas las funciones bordes son cero, la homologia coincide con el complejo,
es decir

7/2, sii=0,2,

H,(N,;ZJ2) = < (Z/2)7, sii=1,

0, en el resto de los casos.
Sea A el 1-esqueleto de N,. Estd dado por adjuntar g 1l-celdas a un punto, asi que A =
Ve, St

Sea q: N, — N,/A el cociente. Veremos que ¢. # 0 en homologia con coeficientes en Z/2.
Consideremos el siguiente trozo de la sucesién exacta larga del par (N,, A)

Hy(A;Z/2) 5 Hy(Ny; Z)2) 25 Hy(N,, A;Z,)2).
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Ahora (N,, A) es un CW-par, asi que satisface la propiedad de extensién de homotopias,
luego

Hy(N,, A Z)2) = Hy(N,/A;Z/2) = Hy(S% Z/2) = L2.
Por otra parte,
Hy(A;Z)2) = Hy(VI_,SYZ/2) = 0.

pues es un CW-complejo de dimensién 1. Y Hy(Ny;Z/2) = Z/2 como vimos en la parte
anterior. Entonces la sucesion queda

0—Z/2 25 7)2.

Luego g, es inyectiva, en particular ¢, # 0 y por lo tanto, ¢ no es nulhomoétopa. ([l
3. Muestra que la escision en el teorema de coeficientes universales no es natural.
Solucion:

Sea f: S* — S? una funcién de grado 3 y X = S?U; D3. Consideremos el cociente g: X —
X /5% = 53, Si el morfismo de escisién en el teorema de coeficientes universales fuese natural,
entonces también lo seria la descomposicion

Ho(X; M) = Hy(X) ® M & Tor(Hy_1(X), M).

Vamos a considerar M = Z/3. Recordemos que la homologia de X estaba dada por

7, si k=0,
Hy(X)=< Z/3, sik=2,
0, en el resto de los casos.

Z]3, sik=0,2,3,
0, en el resto de los casos.

Hk(X;Z/?))%’{

Y también vimos en clase que g, = 0 en Hy para k > 0, pero g, era un isomorfismo en
Hs(;Z/3). Por lo tanto, el diagrama

Hs(X;7,/3) — Hy(X) ® Z/3 & Tor(Hy(X),Z/3)
NLQ* L9*®1Z/3€9T0r(9*712/3)

Hs(53:2,/3) — H;(S%) ® Z,/3 @ Tor(Hy(X), Z/3)
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en el que los isomorfismos son los dados por la descomposicion de antes se convierte en

7)3 —=7/3

glg* ) lo

73 —17/3

que claramente no es conmutativo. Por lo tanto, esa descomposicién no es natural. O]
4. Construye un espacio Q-aciclico que no es Z/p-aciclico para ningin primo p.
Solucion:

Fijemos primero un primo p y construyamos un CW-complejo X, como sigue. Tomamos
una 0-celda v, le adjuntamos una 1-celda a mediante la funciéon constante, con lo cual nos
queda S! y después le adjuntamos una 2-celda U mediante una funcién S — S! de grado
p. Su complejo celular con coeficientes en R seria entonces

L0—>R-UZR- a—>R v — 0,

con lo cual obtenemos que X, es Q-aciclico y Z/g-aciclico si ¢ es un primo diferente de p.
Y con coeficientes en Z/p obtenemos

Z)p, si0<k<2,
0, si k> 2.

Hy (X, Z/p) = {

Sea IP el conjunto de primos y consideremos el espacio
xX=\/X,
peP
donde todos los X, se pegan por su unica 0-celda. Entonces
R) = P Hi(X,; R).
peP

Como todos los X, son Q-aciclicos, X también es Q-aciclico. Sin embargo, si ¢ es cualquier
primo
1(X;Z/q) = @D Hi(Xy; Z/q) = Hi(Xy; Z/q) = Z/q,
peP

asi que X no es Z/g—aciclico para ningin primo g. O
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5. Construye una funcién f: M, x St — S? tal que f.: H3(M, x S*) — H3(S?) es un
isomorfismo.

Solucion:

Consideremos la presentaciéon poligonal estdndar para M, y la estructura de CW-complejo
correspondiente. Sea Z su l-esqueleto y notemos que M,;/Z es un CW-complejo con una
0-celda y una 2-celda, luego M,/Z = S2.

El cociente q: M, — M,/Z es una funcién celular, asi que por un ejercicio de la tarea anterior,
el morfismo inducido en homologia coincide con el inducido en homologia celular. Primero
determinamos el morfismo qy: C$V(M,) — CSWV(M,/Z), que es un homomorfismo Z — Z.
Fijemos un generador 1 € Hy(D?, S'). Entonces los generadores de estos grupos estan dados
por sus imégenes bajo las funciones caracteristicas. Pero si ®: (D? S') — (M,,Z) es la
funcién caracteristica de la 2-celda para M,, la funcién caracteristica de la 2-celda para
My/Z es q®. Por lo tanto

5 (P4(1)) = ¢.@.(1)

envia un generador a un generador. Como d: C$W(M,) — CEWV(M,) y d: CSWV(M,/Z) —
CPWY(M,/Z) son ambos triviales, el morfismo g¢.: HSW(M,) — HSWY(M,/Z) es un isomor-
fismo. Componiendo con el homeomorfismo M, /Z = S? obtenemos una funcién h: M, — S?
que induce un isomorfismo en Hs.

Consideremos ahora la funcién

k=hx1: M, xS"— S*x S,
(2, y) = (h(2),y).

Mostraremos que induce un isomorfismo en Hs. Esto seria facil usando la naturalidad del
teorema aditivo de Kiinneth, pero daremos un argumento alternativo.

Descomponemos S' = U UV, donde U y V son los subespacios abiertos dados por ntimberos
complejos unitarios con parte imaginaria estrictamente menor que 1/2 y estrictamente mayor
que —1/2, respectivamente. Esto nos da descomposiciones M, x S' = (M, x U)U (M, x V)
y S?x St = (S2xU)U(S* x V) y k respeta estas descomposiciones, asi que induce un
morfismo entre las sucesiones exactas de Mayer-Vietoris asociadas.
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Hg(Mg X U) ) Hg(Mg X V) — Hg(Mg X Sl) — HQ(MQ X (U N V)) —— HQ(MQ X U) ) _HQ(MQ X V)

| - - o

H3(S? x U) @ H3(S? x V) —— H3(S? x §') ——= Hy(S? x (UNV)) —— Hy(S? x U) ® Hy(S? x V)

Recordemos que U y V son contrdctiles y U NV ~ S°. El diagrama

UNnv —U
S0 *

es conmutativo (y el andlogo con V). La sucesién se simplifica a
0—— Hg(Mg X Sl) e HQ(Mg X SO) —— HQ(Mg) D HQ(MQ)
Lk* l(hxl)* L(h*,h*)
0—— H3(52 X Sl) —— HQ(SQ X SO) —— HQ(SQ) D HQ(S2)

y Hy(M, x S°) = Hy(M,) & Hy(M,). La funcion M, x S® — 5% — S% es h en cada
componente.

0 —— H3(M, x S') —— Hy(M,) @® Hy(M,) — Hy(M,) & Hy(M,)
l ks L (hwsho) l (ho,ho)
0 —— H3(S? x S') ——— H5(S?) ® Hy(S?) —— Ho(S?%) & Hy(S?)
Como los dos morfismos llamados (h., h.) son isomorfismos, también lo es k..
Finalmente, consideremos el cociente S? x St — 52 A S y recordemos que S? A St = S3.
Usamos la sucesién exacta larga del par (5% x S*, 5%V S1), que ya vimos que es un CW-par
H3(S?* Vv SY) — H3(S? x SY) — H3(S* ASY) — Hy(S? Vv SY) — Hy(S?* x SY) — Hy(S* A SY.

Notamos que Hq(S?V S') = Hy(S?) 2 Z y ya calculamos en otra tarea que Ho(S? x S') = Z.
Como S% A ST = S3 tenemos Hy(S? A S') = 0 y entonces el morfismo Hy(S? Vv S') —
Hy(S? x S') es sobreyectivo. Como es un homomorfismo Z — Z, debe ser un isomorfismo.
Puesto que H3(S? vV S') = 0, el morfismo H3(S? x S') — H3(S* A S') es un isomorfismo.

Para concluir, la composicion

M, x S'— 5% x 5t — §? A St > 53
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induce un isomorfismo en Hj. O
Merece la pena mencionar que hay una manera mas facil de construir una funciéon de grado

1. Simplemente tomamos un subespacio R de M, x S' que sea homeomorfo a D?, el cual
podemos encontrar porque es una variedad y consideramos la composicién

M, x S*
M, x ST — Re

M, x S — ~ R/OR = D?/0D* = S°

Esto siempre se puede hacer para variedades compactas, conexas y orientables.

2. Calcula los grupos de homologia de S™ — X, donde X es un subespacio de S™ home-
omorfo a S¥ v St

Solucion:

Sea h: S* v 8" — S™ un encaje con imagen X. Notemos que k y [ deben ser estrictamente
menores que n. Pues si k& > n, tendriamos un encaje de S¥ en S™ no sobreyectivo y en
particular un encaje de S™ en S™ no sobreyectivo. Pero S™ es compacta y S™ es conexa, asi
que esto no es posible. Y lo mismo aplica para .

Sea A = S" — h(S*) y B = S"— h(S"). Entonces ANB =8"—h(S*vS)=8"-Xy
AUB = S™ — h(x) = S" — {50}, que es contréctil. Como S* y S! son compactos, A y B son
abiertos en S™ y podemos usar Mayer-Vietoris.

oo = Hyp 1 (AUB) = H,,(S"—X) — Hp(S"—h(S*)®H,,(S"—h(S") = H,,(AUB) — - .

Por lo tanto, si m > 1, se tiene H,,(S" — X) = H,,(S™ — h(S*)) ® H,,(S™ — h(S")). Por el
teorema de la curva de Jordan generalizado, sabemos la homologia del lado derecho. Hay
varios casos para m > 1

Caso I: k=Ilyn#k+1.

7%, sim=n-—k-—1,

0, en otro caso.

Hp(S" - X) = {

Caso2: k=lyn=Fk+ 1.
H,(S"-X)=
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Caso 3: k#lyn#k+1,1+1.

Z, sim=n—k—1,
sim=n-—10—-1,
0, en otro caso.

Z, sim=n-—1-—1,
0, en otro caso.

Z, sim=n-—k-—1,
0, en otro caso.

Sélo nos falta calcular el grupo de homologia en dimensién cero. Miramos el siguiente trozo
de la sucesién de Mayer-Vietoris

0 — Ho(S" — X) = Hy(S™ — h(S*)) @ Ho(S™ — h(S")) = Hy(AUB) = 7Z — 0.

Luego Hy(S™— X)) es un grupo abeliano cuyo rango es el rango de Hy(S™ — h(S*)) @ Hy(S™ —
h(S")) menos uno. Recordando que Ho(S" —Y) X Z? si Y & S" 1 yes Zsi Y = S/ para
j #n — 1, podemos completar los cinco casos:

Caso l: k=lyn#k+1.

Z,
Hop(S" - X) =
0,

Caso 2: k=lyn=Fk+ 1.

Hp(S" - X) = {

Caso 3: k#lyn#k+ 1,1+ 1.

N N N

Ho(S" — X) =

=

Z2

ZS
0,

sim =0,
sim=n-—k—1,
en otro caso.

sim =0,
sim # 0.
sim =0,

sim=n-—k—1,
sim=n—1-—1,
en otro caso.
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Casod: k#lyn=Fk+1.

72, sim =0,
H,(S"-X)=¢ Z, sim=n—1-—1,
0, en otro caso.

Casob: k#lyn=10+1.
7% sim =0,

H,(S"—-X)=q Z, sim=n—k-—1,
0, en otro caso.
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