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Resumen

La T—dualidad tiene sus origenes en la fisica tedrica, especificamente en la
teoria de cuerdas. Nos dice que es posible tener una relacion entre las teorias de
tipo ITA y la de tipo IIB.

Una manera de modelar matematicamente una parte de la T—dualidad es por
medio de lo que se conoce como T—dualidad topoldgica. Esta consiste de cierta
relacién entre pares (F, h) y (E , iz) en donde E, E son haces S'—principales sobre
un mismo espacio topologico y h, h elementos del tercer grupo de cohomologia de
los espacios F, E respectivamente. Para estos pares la T—dualidad también nos
da un isomorfismo entre los grupos de K-teoria torcida K°(E,h) = K 1(E, fz) y
KY(E,h) = K%E,h).

En este trabajo analizamos este isomorfismo en el caso equivariante, es decir,
nos preguntamos si la transformacion de T—dualidad nos sigue dando un isomor-
fismo entre los grupos de K-teorfa G-equivariante torcida K% (E, h) = KL(E,h) y
KL(E h) = Kg(E, h). Respondemos la pregunta negativamente cuando G = Z/p
con p primo y analizamos unos ejemplos cuando G = Z/4 y G = S*.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se estudiara la T-dualidad en K-teorfa desde un enfoque topoldgi-
co, especificamente seguiremos el enfoque de Bunke y Schick [16], a diferencia del
trabajo desarrollado por Bouwknegt, Evslin y Mathai [14] en donde se define T—
dualidad con un enfoque més geométrico. Los objetos a estudiar son pares (E, h)
en donde 7: E — B es un haz S'-principal sobre un espacio B lo suficientemente
bueno y h € H3(FE; Z). La T-dualidad nos dice que para cada par (E,h) sobre

B existe otro par (E ,h) sobre el mismo espacio B tal que se tiene un diagrama
conmutativo conocido como diagrama de T-dualidad:

AN
S

en donde se satisfacen las siguientes propiedades:

EXB

mh=ci(E), mh=c/(E), c(E)Uc(E)=0 y p*(h)=p"(h).

Aqui ¢;(—) es la primera clase de Chern de la cual mencionamos sus propiedades
importantes en el apéndice del trabajo. Los morfismos m, 71, son los pushforwards
en cohomologia, también conocidos como la integracién sobre la fibra de los ha-
ces, para estos objetos les dedicamos una secciéon completa en el Capitulo 1. La
propiedad mas importante que cumplen estos pares es que estos se identifican en
la K—teoria torcida por medio de la transformacién de T—dualidad

T = pou(h) op*: K*(E,h) = K*YE,h), ¥x=0,1.



Aqui u*(h) es un mapeo inducido por una homotopia y que hace un cambio de
torcimientos p*(h) = p*(h) (el cual explicaremos con mas detalle en el Capitulo
3) y pr es el pushforward en K—teorfa al cual le dedicamos toda una seccién en el
Capitulo 1.

La idea bésica de la teoria de cuerdas es que propone a la cuerda como un
modelo para una particula, a diferencia del médelo clasico del punto como particu-
la. La teoria de cuerdas esta definida en cierto espacio—tiempo E al que llaman
“universo” en donde todos los eventos toman lugar. Matematicamente lo anterior
consiste de una variedad diferenciable junto con una métrica Lorentziana. Existen
diferentes tipos de teorias de cuerdas y es una de las T—dualidades (la primera que
se encontrd) la que nos da una relacién entre la “tipo IIA” y la tipo “tipo IIB”.
Algunos conceptos que aparecen en la teoria de cuerdas tipo ITA son: una 3—forma
H con periodos enteros en el espacio-tiempo F, llamado H-flujo; las cuerdas que
en estas teorias reciben el nombre de D—branas; otro concepto importante es el
campo RR (Ramond-Ramond), que consiste de una forma diferenciable R sobre
E de dimensién par. En la teoria tipo IIB aparecen los mismos conceptos pero
la diferencia es que el campo R es una forma diferenciable de dimensién impar
[26],[40].

Autores como Moore-Witten [40], [39] mencionan que en la teoria tipo IIA,
en ausencia de un H—flujo, los campos RR estdn clasificados por K°(E) mientras
que las D-branas estan clasificadas por K*(E). Por otro lado, en la teorfa tipo IIB
ocurre exactamente lo contrario, los campos RR estén clasificados por K!(E) y las
D-branas por K°(E). En presencia de un H-flujo no trivial, Bouwknegt, Evslin
y Mathai [14] mencionan que la anterior clasificacién generaliza a los grupos de
K—teoria torcida

K(E,H) y KYE,H).

De esta manera la T—dualidad nos dice como obtener un espacio-tiempo E y un
H-flujo H que se consideran duales, asi como también nos relaciona los campos
RR y las D-branas de las teorias tipo ITA y IIB. En pocas palabras, la T—dualidad
nos permite movernos de la teoria de cuerdas tipo ITA a la teoria tipo IIB y
viceversa.

Otro tipo de T—-dualidad la podemos encontrar en el trabajo de Doran, Méndez
y Rosenberg [20], a diferencia del enfoque de Bunke y Schick en este articulo se
trabaja con orientifolios y de esta manera las D—branas estan clasificadas por la
K-teoria Real en el sentido de Atiyah [4]. Doran Méndez y Rosenberg mencionan
que esta KR-teoria parece ser més adecuada ya que es “universal” en el sentido
de que las otras K—teorias se pueden construir a partir de la K R.

Este trabajo estudia la T—dualidad de Bunke y Schick desde el punto de vista
matematico dejando a un lado la componente fisica, es decir, inicamente estamos
interesados en la existencia de los isomorfismos en la K—teoria torcida.



Trabajos como el de A. Pande [41] estudian T—dualidad sobre espacios base
B junto con una accién de S' como un modelo para un concepto fisico teérico
conocido como monopolo de Kaluza—Klein. Lo anterior nos motiva a estudiar
espacios B junto con distintas acciones, en particular nos restringimos al estudio
de T—espacios con I' = Z/n,S' y hablaremos sobre la posible T—dualidad en
K—teoria equivariante que surge para estos espacios.

La K-teoria equivariante es una teoria de cohomologia equivariante generali-
zada desarrollada principalmente por Segal en [42], posteriormente se desarrolla
una generalizacién torcida junto con Atiyah en [7]. Esta teoria parece ser la més
adecuada en el estudio de espacios B equipados con acciones de grupos desde el
punto de vista de la T—dualidad. De esta manera uno puede preguntarse si existira
una T—dualidad para este tipo de objetos nuevos, es decir, ahora los objetos seran
pares (E,h) con 7: E — B un haz S'-principal G-equivariante y h € HZ(B;Z),
los mapeos generalizan a mapeos equivariantes y las clases de Chern a clases
de Chern equivariantes. Asi podriamos preguntarnos si para los pares T—duales
“equivariantes” (E,h)y (E , iL), la respectiva transformacion de T—dualidad es un
isomorfismo, es decir, por ejemplo si

T = prou(h) op™: KZ/Q(Ea h) — KE/;(E, il)

es 0 no es un isomorfismo.
Uno de los resultados mas importantes de la tesis es el siguiente teorema

Teorema. En general la transformacion de T—-dualidad falla en ser un isomorfis-
mo para G = Z/p con p primo, con la generalizacion directa anterior mencionada.

Para ver esto damos un ejemplo concreto, consideramos el siguiente diagrama
de T—dualidad
'x S}

N
/

en donde S! tiene accién trivial y S} (con 0 < [ < p — 1 fijo) es el circulo cuya
accion de Z/p esta dada por

St

N

It
*
——

k] -z =w"2 endonde w=e>Py k] € Z/p.
De esta manera (S*,1), (S}, 0) son pares T-duales “equivariantes” en donde

¢ KY (SN 1) 22— K9, (ST x SH 2 ZaZ
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envia el 1 a (p,0), por lo tanto la transformacién
T=qgou(h) oq: Kz,,(S"1) = K, (5))

no es un isomorfismo a pesar de que los grupos si que son isomorfos.

De igual forma para la T—dualidad Z/4—equivariante consideramos el siguiente
ejemplo:
X

7\,
\ A

B = {x}

en donde Sj es el circulo cuya accién de Z/4 estéd dada por
k]-z=(=1)*2 [k €Z/4

A diferencia de la situacién anterior la accién que consideramos ya no es libre,
por lo tanto, utilizamos la sucesién espectral de Serre para calcular los grupos de
cohomologia de Borel Z/4-equivariantes involucrados.

Para S* consideramos el ejemplo:

en donde S! es el circulo cuya accién de S estd dada por multiplicacién compleja.

Una generalizacién distinta en el &mbito de acciones de Z/2 se encuentra en
[24]. En este articulo Kiyonori Gomi generaliza el isomorfismo de T-dualidad a
un caso equivariante, sin embargo a diferencia de nuestro acercamiento, él utiliza
haces S'-principales Reales en el sentido de Atiyah [4], a diferencia de los ha-
ces S'-principales Z/2—equivariantes que nosotros consideramos. Esta principal
diferencia le permite encontrar una T—dualidad Z/2—-equivariante de manera exi-
tosa. A pesar de lo anterior, Gomi menciona en la Seccién 5.7 de su articulo la
siguiente conjetura: “Debe existir una T-dualidad equivariante en donde un haz
Sl principal equivariante aparece como T-dual de otro haz S!'-principal equi-
variante y unicamente esta involucrada la cohomologia equivariante de Borel” y



menciona que este resultado al menos se debe cumplir para Z/2. Nuestro trabajo
muestra que esta conjetura al menos generalizando directamente es falsa para Z/p
con p primo.

Por otro lado en [35] se presenta una versién de T-dualidad S*-equivariante,
que a diferencia de los trabajos anteriores, se trabaja utilizando la cohomologia
de De Rham. Este resultado nos dice que para un S'-espacio B junto con una
clase h € H*(B,Z) es posible construir un par T-dual (F, fl) de manera que si
denotamos por

Bgi :=ES'xs1B y FEg :=ES'x¢1 E,

entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

E iz ES'x E
JB
B Esl ES' x B Esl
\ / 1d /
le le,

Id

en donde se satisfacen las siguientes propiedades:
m(h) = ei(Bs) = 5 (B), m(h)=esi y p*(h)=i*(h)

y ademas existe un isomorfismo de T—dualidad entre la cohomologia torcida y la
cohomologfa S'-equivariante torcida

H*(B,h) = H (B, h).

También se menciona que es posible dar un isomorfismo de T—dualidad para la
K-teoria torcida y la K-teoria torcida equivariante de Borel utilizando el teorema
de completacién de Atiyah—Segal.

Otros trabajos relacionados con T—dualidad son las siguientes tesis [18] y [33]
las cuales recomendamos leer.

Finalmente para concluir con el capitulo introductorio mencionamos la manera
en que esta estructurada esta tesis.

= El Capitulo 2 es un capitulo de definiciones y resultados importantes ne-
cesarios para entender la T—dualidad y el isomorfismo en K—teoria torcida.
Empezamos dando las definiciones y resultados importantes sobre haces fi-
brados, haces G—principales y haces vectoriales G—equivariantes, de igual
forma hablamos sobre la sucesion de Gysin en una de las secciones. Pre-
sentamos una introduccion a las teorias de cohomologia no equivariantes y



equivariantes en las que estaremos trabajando asi como sus versiones torci-
das. Finalmente dedicamos toda una seccién para hablar sobre los mapeos
push—forward en cohomologia y en K-teoria. En el apéndice enunciamos
teoremas y propiedades importantes sobre las clases de Chern.

En el Capitulo 3 se presenta todo lo relacionado a la T-dualidad no equiva-
riante. Definimos la nocion de pares T—duales, definimos la transformacién
de T—dualidad y posteriormente analizamos el isomorfismo en T—dualidad en
la K—teoria torcida no equivariante. En este capitulo nos basamos fuertemen-
te en los articulos [14], [16] y [24] de donde tomamos las ideas y propiedades
que demostramos con méas detalle.

En el Capitulo 4 analizamos la posible T-dualidad G—equivariante, especifi-
camente para G = Z/p con p primo, Z/4 y S'. Posteriormente motivados
de las ideas de Kiyonori Gomi [24] definimos la cohomologia y K-teoria R
como teorias de cohomologia generalizadas S'-equivariantes.

10



Capitulo 2

Preliminares

El contenido de este capitulo se incluye para que la tesis sea autocontenida y
proviene de las referencias: [28], [32], [25] y [37] para la seccién de haces principales
y haces vectoriales, [13] y [29] para la seccién del pushforward en cohomologia y
la sucesién de Gysin, [45] y [15] para la seccién de cohomologia equivariante,
[31] para los haces principales equivariantes, [7], [23] y [27] para la K-teoria, la
K—teoria torcida y el isomorfismo de Thom.

2.1. Haces principales

Dado que los haces G—principales son un caso particular de haces fibrados,
empezaremos la seccion definiendo un haz fibrado para espacios arcoconexos.

Definicién 2.1.1. Un haz fibrado consiste de un mapeo sobreyectivo entre espa-
cios topoldgicos p: E — B tal que es localmente trivial, es decir, para cada x € B
existe una vecindad U, para la cual existe un homeomorfismo ® que completa el
siguiente diagrama conmutativo

p_l(U:v) Ux x F.

x pri

Uz

o

IR

A F se le conoce como la fibra del haz fibrado, E el espacio total y B la base. Al
mapeo ® se le conoce como una trivializacién local y usualmente nos referimos a
(U, ®) como una carta en donde el haz trivializa.

Sea p: F — B un haz fibrado con fibra F'y sea {(U,, ®,)} un atlas en donde
el haz trivializa de manera que las trivializaciones estan dadas como

Dy pt(Uy) = Uy x F.

11



Si U, NUs # 0, entonces podemos restringir
D, 5: p (U, NUs) = (U, NUg) X F,
ysixz e U, NUs, z € F, por el diagrama conmutativo anterior tenemos que
(pry o ®, 0 @El)(x, z)=(po @gl)(:r;, z) =pry(r,2) =x

por lo tanto
((I)a © (I)Bl><'r7 Z) = ('Tu O'(I‘, Z))

cono: (U,NUg)x F — F. Ahora bien, notemos que para x € U, NUj fijo tenemos
una funcién g.p(z): F — F dada por

Gop(x)(2) = 0(x, 2).

Notemos que g,s5(z) es un homeomorfismo ya que es igual a la composicién de los
siguientes homeomorfismos

Gap(x) =pryod, o @El 0 Ly
en donde ¢,: F' — {x} x F es el homeomorfismo dado por
1e(2) = (x, 2).
Ademas la inversa esta dada por
1

gop(x) =17 0 Pgo0 @ opryt =pryoPgo @t 01, = gsa(x).

Decimos que las funciones g.s: U, N Us — Homeo(F) son las funciones de
transicién asociadas al atlas {(U,, ®,)}. Con esto podemos comprobar que las
funciones de transicién satisfacen las condiciones de cociclo:

l. gaa(z) =1p Vz € U,, porque

gaa(aj) = Ppryo q>o¢ o (b;l Oly = 1F

2. gor(7) = gap(x) 0 gy (x) Vo € Uy NUsgNU,, ya que

Gar(T) = pryo @, 0 (137_1 oLy
= (pryo®, 0 CI)El o) 0 (pryodgo @;1 O Ly)
= 9ap () © gy (7).

12



Aquellos haces en donde la fibra F' esta equipada con mas estructura y las
trivializaciones locales preservan esas estructuras, reciben el nombre de haces
estructurados, un caso particular y de gran importancia para este trabajo de
tesis son los haces G—principales. Otro ejemplo mas conocido serian los haces
vectoriales. Los haces vectoriales son bien conocidos en el area de geometria
diferencial, quiza el ejemplo més representativo de un haz vectorial es el haz
tangente de una variedad diferenciable.

Los haces vectoriales son haces estructurados en donde la fibra en cada punto
tiene estructura de espacio vectorial de dimension finita y las trivializaciones lo-
cales restringidas a cada fibra son isomorfismos lineales. Como sabemos que cada
espacio vectorial de dimensién finita es isomorfo a K™ (K = R o C) entonces
podemos suponer que las fibras del haz vectorial son de la forma K", de esta ma-
nera las funciones de transicién tendran imagen en GL(n, K). Si la fibra del haz
vectorial es un espacio vectorial complejo entonces decimos que el haz vectorial es
un haz vectorial complejo, de igual forma llamamos haz vectorial real a un
haz vectorial cuya fibra es un espacio vectorial real. Cuando hablamos del rango
de un haz vectorial nos referimos a la dimensiéon como espacio vectorial de la fibra
del haz.

Sea p: F — B un haz vectorial real o complejo. Una de las caracteristicas
importantes de los haces vectoriales es que siempre podemos hablar de la seccion
cero, esta seccion es un mapeo (: B — E que manda cada elemento x al 0 de
p~!(x) visto como espacio vectorial, es decir

((x) =0, 0, € E, =p ()

Una propiedad importante que se cumple para los haces vectoriales con respecto
a su tipo de homotopia es la siguiente:

Proposicién 2.1.2. Sea p: E — B un haz vectorial real o complejo, entonces
p: E— B es una equivalencia homotopica.

Demostracion. Vamos a fijarnos en el mapeo f: K x E — FE tal que localmente
este mapeo es la multiplicacién escalar en el espacio vectorial. Sea {(U,, ®,)} un
atlas de trivializaciones y definimos f,: K x p~'(U,) — p~'(U,) de manera que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K x p~(U,) 2 p~Y(U,)

Idx@aj L@a

KxU, x K" ——=U, x K"
en donde la flecha de abajo esta dada por

(k,x,2z) — (z,k - 2).

13



De esta manera tenemos que

falk,e) = @, (ple), k - pry®a(e)).

Para ver que f define un mapeo continuo en todo E basta probar que en las
intersecciones coinciden las f,, ya que E tiene la topologia final respecto a los
abiertos p~*(U,) y entonces K x E tiene la topologia final respecto a los K x
p 1 (U,). Sea (k,e) € (K x p~*(Uy,)) N (K x p~*(Up)), entonces

falk,e) = @ (p(e), k - pry o Pu(e))
=@ 0 dg0d. (p(e), k- pryo By 0 Dyt 0 Dy(e))
= 05" 0 50 87" (p(e). k- 905 (p() (prz © D5(c))
= 05" (p(e), 95a(P(€))gus (p(€)) (- pry © @s(e))
= @, (ple), k - pry o Bp(e))
= fa(k,e),
asi que f: K x F — F esta bien definida y es continua. Escribiremos
f(k,e)=Fk-e.

Dado que tenemos lo siguiente:

po((x) =p(0.) =z = ldx(x),

entonces tenemos un candidato a inversa homotépica para p. Definimos la homo-
topia H: E x I — E dada por

H(e,t)=t-e.
Esta homotopia satisface
H(e,0)=0-e=Cople) y H(e,1)=1-e=Idg(e),
asi, podemos concluir que 7 es una equivalencia homotdpica. O

A diferencia de los haces vectoriales, los haces G—principales involucran un
grupo topoldgico G fijo en cada fibra (suponiendo que la base del haz es arcoco-
nexo). Mds especificamente, es posible definir un haz G—principal de la siguiente
manera

Definicién 2.1.3. Sea GG un grupo topoldgico, un haz G—principal p: E — B es
un haz fibrado cuya fibra es GG, pero que ademas satisface las siguientes propieda-
des:

14



1. E tiene una G-accién derecha libre para la cual p(eg) = p(e).

2. Existe un atlas {(U,, ®,)} de trivializaciones locales ®_*(U,) — U, x G,
las cuales son G—equivariantes con respecto a la accién (u, g) - h = (u, gh).

La siguiente proposiciéon nos muestra qué es lo que sucede con las funciones de
transicién para los haces G—principales.

Proposicion 2.1.4. Sea p: E — B un haz G-principal. Para un atlas de triviali-
zaciones locales equivariantes {(Uy, ®o)}, las funciones de transicion estan dadas
por gop(x) = ly para algin g € G, en donde

lyg: G—=G
es multiplicacion por la izquierda por g.

Demostracion. Utilizando la G—accién derecha en U, x G dada por

(z,9) - h = (z,gh),
y utilizando que pry, @, P35 son G-equivariantes, se tiene que
Jap()(h) = (pry 0 o 0 D) (2, h)
= (pryo ®, 0 @gl)[(x, 1) - A
— [(pry 0 B 0 ®3")(a, 1)] - h
= gap(x)(1) - h

por lo tanto, haciendo g = g,s(z)(1), entonces

9o (x)(h) = lg(h). B

Un morfismo entre los haces G—principales p: £ — By p': E' — B es un ma-
peo continuo y equivariante f: E — E’ que hace conmutar el siguiente triangulo

f

N

B.

E FE’

Es un isomorfismo si existe otro morfismo de haces G—principales f': E' — E tal
que ambas composiciones nos da la identidad. Un resultado interesante sobre los
haces G—principales es el siguiente:

Proposicion 2.1.5. Cualquier morfismo f: E — E' de haces G—principales es
un 1somorfismo.

15



2.1.1. El haz asociado

El haz asociado es un concepto que permite convertir un haz G—principal en
otro tipo de haz fibrado, sera de gran importancia més adelante cuando enuncie-
mos la definicién de pares duales en la seccién de T-dualidad. En [28] se define
de la siguiente manera:

Definicién 2.1.6. Sea Y un espacio topoldgico con una G—accién izquierda y con-
tinua, sea p: F — B un haz G—principal. A partir de este haz podemos construir
el haz fibrado asociado

m: ExqgY — B.
ExgY =ExY/~ (ey)~(eg,gy),

en donde 7 estd dado por el diagrama conmutativo

Exy 2. p P p

|

EXGY

qg: EXY — EXxgY.

es el mapeo cociente.

Explicitamente del diagrama sacamos que
m(le;y]) = ple) Vle,yl € ExaY,
el cual esta bien definido ya que
mleg, g7y] = pleg) = p(e).

Proposicion 2.1.7. Sea p: E — B un haz G-principal. El haz asociado 7w: E X g
Y — B es un haz fibrado con fibra Y y posee un atlas de trivializaciones locales
{(Ua,V,)} cuyas funciones de transicion son de la forma

{l:; Y Y| geG}.

Demostracion. Sea {(Uy, Po)} un atlas de trivializaciones G—equivariantes para
el haz G—principal p: E — B, entonces

Dy pH(Uy) = Uy x G

de manera que con lo que hicimos en la seccién anterior, las funciones de transicion
para este atlas son de la forma

{lj: G = G| g € G}.
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Ahora bien, notemos que
T (Ua) = {le.y] € ExgY|ple) €Ua} =p ' (Ua) xa Y
asi que consideremos el mapeo ¥, : 7~ 1(U,) — U, x Y dado por

Yale,y] = (p(e), pra®ale) - y).

El mapeo anterior esta bien definido ya que

Uoleg, g7 'y] = (p(eg), pry o Paleg) - g~ 'y)

= (p(e), pry 0 Pale)g- g~ 'y)
= (p(e), pry 0 Pale) - g9~ 'y)
= (p(e),pry 0 Pule) - y)

= V,le,y],

ademds es continua ya que el mapeo visto como p~'(U,) XY — U, x Y

(e,y) = (p(e),pryo Pale) - y)

es continuo y como pil(Ua) Xa Y tiene la topologia cociente, entonces ¥, es
continua. De igual manera se tiene que

prWale, y| = ple) = e, y].
La inversa de ¥, estd dada por ¥/ : U, x Y — 7 1(U,)

\Ijla(m’y) = [q);l(xv 1)79]7

la cual estd bien definida y también es continua. A continuaciéon mostraremos que
es la inversa de V,,.

U, 0 Uy (2,y) = Wal[ (2, 1), 9])
=(po® 1 (x,1),pryo ®qo0® 1(z,1) y)
= (pry(x, 1), pry(z, 1) - y)
= (z,y)

y también

\I/,a © \Ija[ea ] = U o(p (e),pr2 o d,(e) - y)
= [@.'(p(e),1),pry 0 Dy (e) - ]
= [®,"(p(e), 1) - pry o Py(e), y]
= [®, " (p(e), pry 0 Pule)), y]
= [®(pry © Da(e), pry 0 Pale)), y]
= [0, 0 @y (e),y]
= [e, y].
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Finalmente, calculamos las funciones de transicién con respecto al atlas
{(Ua,Vy)},seax e UyNUp y y €Y, entonces

Jas(7)(y) = pry o Vo 0 Uy3' (2, y)
= pry 0 Uo([@5 (2, 1), 5])
= pry(po @gl(x, 1),pry0 @40 @El(:c, 1)-y)
=pryo®, o0 @/gl(x, 1)y
= gap(2)(1) -y
por lo que si g = ga3(b)(1) entonces

Gas(b) =1,: Y > Y. O

2.1.2. El haz esférico inducido por un haz vectorial

Un haz esférico unitario se construye a partir de un haz vectorial (en esta tesis
nos concentraremos en el caso de haces vectoriales complejos). Para poder hablar
de una esfera, es necesario primero hablar antes de una nociéon de medida y un
producto interno es lo que nos permite poder medir en este caso. Hatcher define
en [25] un producto interno en haces vectoriales reales, nosotros trataremos el caso
de los haces vectoriales complejos.

Definicién 2.1.8. (Producto interno) Un producto interno en un haz vectorial
complejo 7: V' — B es un mapeo (-,-): E@E — C el cual es un producto interno
en cada fibra, es decir, es una forma sesquilineal hermitiana y definida positiva.

El siguiente teorema bajo ciertas condiciones de la base del haz vectorial nos
garantiza la existencia de productos internos.

Proposicion 2.1.9. Un producto interno existe para un haz vectorial w: V — B
si B es compacto y Hausdorff o mds generalmente paracompacto y Hausdorff.

Demostracion. Sea w: V — B un haz vectorial y consideremos un atlas de tri-
vializaciones locales {(Uy, ®o)}acs. Dado que B es paracompacto y Hausdorff,
podemos garantizar la existencia de una particién de la unidad {uq}acs su-
bordinada a la cubierta {U,}.cs. Notemos que tenemos un producto interno
Go: Uy X (C™ x C") — C inducido por el producto interno usual de C"

Q()z(by zZ, ’LU) - le_l + Z2w_2 + -+ an_n
De esta manera tenemos definidos localmente a los productos internos

(Ve T HU) x 7 1U,) — C
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dados por
<€, €/>a ={a° ((I)a ) (I)a>

en donde @, & ®,: 7 1(U,) x 71 (U,) = U, x (C" x C") estd dado por
(Do ® Py)(e, ') = (p(e), PraPale), praPa(e’)).

Entonces definimos el producto interno (-,-): E @& E — C como

(o) = 3 talp(e)) e, )

aeJ

el cual es continuo y su restriccion a la fibra p~1(b) es

(e,e') = Zuai(b)(e,e’>a o; € J, ug, (D) #0

que es una forma bilineal hermitiana definida positiva. n

Una vez garantizada la existencia de un producto interno en un haz vectorial V',
la longitud de los vectores esta definida, asi que podemos considerar el subespacio

S(V).

Definicién 2.1.10 (Haz esférico inducido por un haz vectorial). Sea 7: V — B
un haz vectorial complejo. Definimos el espacio total del haz esférico como

S(V)y={veV,|be B, |v|=1}
junto la proyeccién natural 7g: S(E) — B.

Antes de probar que en efecto el haz esférico es un haz fibrado, consideremos
el siguiente lema [32].

Lema 2.1.11. Cualquier marco local para un haz vectorial induce trivializaciones
locales del haz vectorial.

Demostracion. Sea w: V' — B un haz vectorial de rango n y {o;} un marco local
para V sobre un abierto U C B. Definimos un mapeo ¥: U x C" — 7~ }(U) dado
por

(b, (21,...,20)) = Zziai(b).

Dado que {o;(b)} forma una base para V} entonces es claro que W es biyectiva,
ademds restringido a la fibra 771(b) se tiene que ¥ es un isomorfismo ya que

(b, e;) = o;(b)
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y entonces manda bases en bases. Si probamos que ¥ es un homeomorfismo,
entonces (U, ¥~!) es una trivializacién local inducida por el marco local {c;}.

Notemos que como W es biyectiva entonces es suficiente probar que es un
homeomorfismo local. Dado by € U, podemos escoger una trivializaciéon local
(V,®) de manera que by € V' y ademés podemos suponer que V' C U (o de lo
contrario tomamos la interseccién y restringimos la trivializacién). Dado que ® es
un homeomorfismo basta probar que

SoV|yyen: VXC'—=V xC®

es un homeomorfismo para poder concluir que ¥ restringe a un homeomorfismo
Ulywen: V x C* — 771(V) como podemos ver en el siguiente diagrama conmu-
tativo

Vs Cr e oy 2y en

™
pTy j J251
V.
Notemos que como ®oo;|y: V — V x C" es continua, entonces existen funciones

o},...,0": V — C tal que

O oo,(b) = (b, (0L(b),...,o"(b))).

Luego en V' x C" tenemos que

DoVU(p,(21,...,2,)) =P <Z ziai(p)> = (b, Z 201 (p), ..., sz(p))

i=1 i=1

3

de donde se tiene que es continua. Para probar que (®oW)~! es continua, notemos
que la matriz (07 (p)) es invertible para cada p ya que (0;(p)) es una base para V.
Sea (7/(p)) la matriz inversa. Dado que tomar la inversa es continua en G L(n, C),
las funciones Tij son continuas, asi que

(@ o W) Hp, (wi,...,w,)) = (b, Z w;T; (p), . .. ,Zwm”(p))

es continua. O
Procedemos a mostrar el teorema

Teorema 2.1.12. El haz esférico S(V') inducido por el haz vectorial complejo
7: V. — B de rango n es un haz fibrado con fibra S*"~!.
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Demostracion. Sea (U, ®) una trivializacion local para el haz vectorial 7: V' — B,
entonces tenemos el marco local {o;} dado por

oi(p) =27 (p. e).

Dado que por hipotesis B es paracompacto y Hausdorff, entonces existe un produc-
to interno (,): V@V — C. Aplicando el proceso de Gram—Schmidt punto a punto
para las secciones locales {o;} utilizando el producto interno, obtenemos secciones
locales {o}: U — V'} de manera que son ortonormales en cada fibra. Utilizando el
lema anterior obtenemos una trivializacién local (U, ¥) con ¥: 7= }(U) — U x C"
tal que

ai(b) = U1(b, e;).

)

Consideremos el mapeo

\Ifls(v)t W_I(U) N S(V) — U x C".

Notemos que cualquier elemento e € 771(U) es de la forma e = Z zioi(m(e)), asi

i=1
que

eeSV) <

Zziag(ﬂ(e))‘ =1

- <szz<w<e>>,Zzia;<w<e>>> 1

& iziz_i: i|zi|2 =1
i=1 i=1
S z=(2,...,2,) € 8L
por lo tanto ¥[gu(n~H(U)NS(V)) = U x S? ! ya que ¥ es biyectiva, entonces
Ulsan: 7 HU)NS(V) — U x 521
es una trivializacion local cuya inversa es
U gy Ux S a7 (U)NS(V). O

En el caso en que el haz vectorial complejo 7: V' — B es un haz lineal complejo,
tenemos el haz esférico

St S(V)™= B
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pero aiun mas, dado que hemos construido un atlas de trivializaciones locales
(Uy, @) a partir de trivializaciones locales de un haz vectorial, entonces tenemos
que

Dy 0Pyt (UyNUp) x S = (Ua NUs) x S*

satisface que
d, o @gl(b, z) = (b, gap(b) - 2)
en donde g,s5(b) € GL(1,C) = C*, as{ que como g,5(b) - z € S* entonces

1= 1gap(b) - 2| = |9ap(b)| - |2] = |gap(b)]

por lo tanto g,s(b) € S', Vb. Podemos concluir que 7g: S(V) — B es un haz
S1-principal.

En el caso general para un haz vectorial complejo de rango n, podemos definir
una accién de S*' sobre S(V) dada como uno esperarfa, si e = Y | zoi(n(e)) y

u € S! entonces
n

e-u=01P(e) u) = Z(ziu)cri(ﬁ(e))

=1

en donde la accién de S* sobre U x S?"~! est4 dada por
(b,z) - u= (b, zu).

Esta definicién es independiente de la carta ® ya que la funcion de transicion
gap: Us NUg — GL(n,C) satisface

[905(0)(2)] - u = gap (D) (z0).

De la definicién es claro que mg(e - u) = mg(e).

2.1.3. El haz proyectivo inducido por un haz vectorial

De manera andloga al haz esférico y al haz de discos, a partir de un haz
vectorial podemos construir un haz fibrado cuyas fibras son espacios proyectivos.
En esta tesis prestaremos mas atencién a los haces proyectivos cuyas fibras son
espacios proyectivos complejos.

Definicién 2.1.13. Sea 7: V' — B un haz vectorial complejo. Definimos el espa-
cio total del haz proyectivo inducido como

PV)={W|WCV, be B, dmW =1}

junto con la proyeccién natural 7p: P(V) — B
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Notemos que una consecuencia inmediata de la definicién es que
P(V), = (7p)"'(b) = P(V;) = CP"!

Proposicién 2.1.14. Sea 7w: V — B un haz vectorial complejo de dimension n.
El haz proyectivo inducido wp: P(V) — B es un haz fibrado cuya fibra en cada
punto es homeomorfa a CP" 1.

Ahora bien, nos gustaria calcular la cohomologia con coeficientes enteros del
espacio total P(V'), para eso nos podemos considerar el haz vectorial tautolégico
I" sobre este espacio total,

Fr={Ww) | WcCV,beB, weW}
junto con la proyeccién natural g: I' — P(V'). De esta manera se tiene que
Iy, = P(V),=Cp!

es el haz tautoldgico usual sobre el proyectivo complejo (el cual usualmente se
denota como v — CP"!). Con este nuevo haz en mente, podemos utilizar el
siguiente teorema que relaciona la cohomologia del espacio total de un haz fibrado
con la cohomologia de la base y la fibra.

Teorema 2.1.15 (Leray-Hirsch). Sea p: E — B un haz fibrado con fibra F tal
que para algun anillo conmutativo de coeficientes R se satisfacen las siguientes
condiciones

a) H"(F; R) es un R—-mddulo libre finitamente generado para cada n.

b) Existen clases c; € H* (E; R) cuya restriccion v*(c;) forman una base para
H*(F;R) en cada fibra F, en donde v: F — E es la inclusion de la fibra.

Entonces el mapeo ®: H*(B; R) @z H*(F; R) — H*(F; R), dado por
> i@ () = Y pi(b) Ug
ij ij

es un isomorfismo de R—-maodulos.

Una demostracion de este teorema la podemos encontrar en la seccion 4.D
sobre la cohomologia de haces fibrados en [25]. La principal consecuencia del teo-
rema es que podemos ver a la cohomologia H*(E; R) como un H*(B; R)-mddulo
libre con base {c¢;}, en donde la estructura de H*(B; R)-mdédulo estd dada por

b-c:=p"(b)Uc be H'(B;R) y ce€ H(E;R).
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Regresando a nuestro haz fibrado mp: P(V) — B, notemos que se cumplen
las hipdtesis del teorema utilizando las clases de Chern del haz tautoldgico. Las
clases caracteristicas son una herramienta que relaciona los haces vectoriales con
la cohomologia del espacio base, de manera que se satisface una condicion de
naturalidad con respecto a pull-backs. Para el lector no familiarizado con estos
conceptos, en el Apéndice A se pretende dar una breve introduccién a las clases
de Chern asi como también a sus propiedades.

Notemos que las inclusiones de la fibra

w: PV), 2CP"'— P(V) beB

satisfacen
1 (ci(D)) = c1(m) = ().

Por el teorema 14.4 de [37] sabemos que ¢;(y) genera el anillo de cohomologia
H*(CP" 1, Z), entonces estamos bajo las hipétesis del teorema de Leray-Hirsch.
Se sigue que cualquier elemento a € H*(P(V');Z) se puede escribir como

a=mp(bo) + 7p(br)er(y) + -+ p(bor) (e ()" b € HY (B Z).

Otra propiedad importante que relaciona al haz proyectivo inducido con el haz
esférico unitario es el siguiente teorema:

Teorema 2.1.16. Sea 7w: V — B un haz vectorial complejo, el mapeo
r: S(V)— S(V)/S' = P(V)

dado por

define un haz S*—principal.

Por otro lado, notemos que se tiene un diagrama conmutativo que nos relaciona
estos tres haces involucrados

ya que estas proyecciones no mueven la fibra, es decir

wpr(e) = mple] = b= mg(e)
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2.2. El pushforward en cohomologia

Usualmente pensamos a la cohomologia como una sucesion de funtores con-
travariantes sobre una cierta categoria de espacios topoldgicos a la categoria de
grupos abelianos. Los funtores contravariantes sobre esta categoria mandan fun-
ciones continuas a homomorfismos de grupos abelianos, con la particularidad de
que se invierte el dominio y contradominio de la funcién, este tipo de asignacién
usualmente es conocida como el pullback asociado a una funcion. Cuando el funtor
hace este tipo de asignacion se le conoce como contravariante, a diferencia de los
funtores covariantes cuyos mapeos inducidos no cambian el dominio y contrado-
minio de las funciones. Este tipo de asignacion es conocida como pushforward.

La integracion de formas diferenciables es una herramienta fundamental en el
estudio de las variedades diferenciables, es a partir de esta herramienta que bajo
ciertas circunstancias es posible definir un mapeo en “direccion contraria”. La
circunstancia que més nos interesa en este trabajo es el caso de un haz fibrado
m: E — B, por lo que nos gustaria definir un mapeo adecuado

m: HY(E) — HY(B).

Nota. Cuando no escribimos coeficientes para la cohomologia/homologia, uno
usualmente se refiere a los coeficientes enteros, es decir,

H"(B) = H"(B;Z) y Hn(B)= H,(B;Z).

Pensamos primero en la cohomologia de De Rham en la categoria de variedades
diferenciables. Recomendamos [32] y [13] en donde se muestra una definicién y
propiedades que satisface la cohomologia de De Rham, es en esta tltima referencia
en donde desarrollan un pushforward asociado al mapeo 7, también conocido como
la integracién a lo largo de la fibra. El nombre se debe a lo siguiente: Consideremos
el haz vectorial real trivial 7: £ — B diferenciable de rango n, entonces

E=BxR" y mw=pr,

sean 1, ..., T, las coordenadas en la fibra R", tenemos que cualquier forma dife-
renciable es una combinacion lineal de dos tipos de formas.

1. Las formas que contienen como factor a la n—forma dx; - - - dz,,.
m = (7*w) f(b,x1,...,x,)dzy - - - dzyp
con w una forma en B.
2. La formas que no contienen como factor a la n—forma dx; - - - dx,,.
e = (m*w) f(b,x1,...,xn)dxy -+ dx;, T <n

con w una forma en B.
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En ambos casos la funcién f tiene soporte compacto para cada b € B fijo. De esta
manera se define la integracion a lo largo de fibra m con las siguientes asignaciones

b,x1,...,x,) dxy...dx,)w sin=
m(n):{(fRnf( 1 ) 1 ) ‘77 M
0 SL) =12
y se extiende por linealidad. Para cualquier haz vectorial 7: £ — B de rango n
se utiliza la trivialidad local para extender la definicién anterior. Posteriormente

se muestra que este mapeo m conmuta con la derivada exterior para asi obtener
un mapeo en la cohomologia de DeRham

m: H*(E;R) — H*"(B;R).
Este mapeo satisface las siguientes propiedades:

Teorema 2.2.1. La integracion a lo largo de la fibra satisface las siguientes pro-
piedades:

a) Sea m: E — B un haz vectorial orientado de rango n, consideremos n €
Qw(E) (una forma en E con soporte compacto a lo largo de la fibra) y
w € Q(B). Entonces

m(m'w An) =w A mm.

b) Supongamos ademds que B es una variedad orientada, n € QF (F) y w €
QdimE+n=k( B Con la orientacién local producto en E se tiene que

[Earnn=[wanm.

También mencionamos el teorema de la dualidad de Poincaré para variedades
orientadas en su versién para formas diferenciables (el cual podemos encontrar
también en [13]), este nos dice que la asignacién

P: H*(B) — Hom(HY™ #~*(B) R)
dada por
PO = [ Br
es un isomorfismo.

Proposicion 2.2.2. Sea w: V. — B un haz vectorial de rango n, con B una
variedad diferenciable compacta y orientable, consideremos w una forma sobre B
y 1 una forma sobre E, la siguiente propiedad de la integracion a lo largo de la

fibra
/w/\m(n):/w*w/\n
B E

es una propiedad que la caracteriza de manera unica.
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Demostracion. Supongamos que existe otro mapeo de integracién 7 de grado —n
tal que satisface la propiedad anterior, entonces tenemos que

/w/\m(n):/ﬂ*w/\n:/w/\ﬂ!’(n) Yw, n
B B B

/Bm(n)/\w:/BWf(n)Aw.

P(m(n))(w) = P(m(n)(w) Vw

por lo tanto

Asi que

luego
P(m(n) = P(m(n)).

Pero como P es un isomorfismo entonces

m(n) =m(n) n

de donde concluimos que
T = m. O

Ahora bien, si uno quiere transportar estas ideas a la cohomologia singular,
primero uno tiene que pensar en la integracion. Por [37] sabemos que la integracién
sobre variedades cerradas y orientadas esta relacionada con un emparejamiento
(-,-): H*(B) x Hyx(B) — Z, el cual estd dado por

(b, c) = h(b)(c)

en donde

h: H*(B) — Hom(H,(B),Z)

es el mapeo que aparece en el teorema de coeficientes universales para cohomo-
logia. En el caso en que la cohomologia y la homologia no coincidan en dimension,
el emparejamiento se extiende haciendo que en esos casos sea igual a 0. Utilizando
el emparejamiento anterior, la integracién de un elemento a € H4™P(B) sobre la
variedad B esta dada por
(b, [B]) = h(b)([B])

en donde [B] € Haimp(B) es la clase fundamental en homologia.

En las referencias [44] y [46], encontramos que el pushforward de un mapeo
f: X =Y con X,Y variedades orientadas, se define para cohomologia singular
utilizando la dualidad de Poincaré que relaciona la cohomologia singular con la
homologia singular y el pushforward en homologia

fi=P.Dy' o f.o P.Dx,
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de esta manera obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Hk (X) i kadimXerimY(Y)
P.Dxl lP-Dy

Haim x—1(X) Hgim x—#(Y).

f*

Analicemos el caso en que f = 7m: E — B es un haz fibrado con fibra F, en
donde B y F' son variedades orientadas y E tiene la orientacion local producto,
afirmamos que se tiene la siguiente igualdad

(bUm(e), [B]) = (z"(b) Ue, [E])

que se traduce en
h(bUm(e))[B] = h(r"(b) Ue)([E]).

En efecto, utilizando la relacién entre el producto cup y cap tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

H*(B) —"— Hom(H,(B), Z)
Um(e)l L(m(e)ﬂ)*
H*(B) — Hom(H(B),Z)
por lo que tenemos la siguiente igualdad

h(b U m(e))[B] = h(b)(m(e) N [B]) = h(b)(P.Dg o m(e))
— h(b)(m, o P.Dp(e)) = h(b)(m.(e N [E])).

Utilizando la naturalidad del teorema de coeficientes universales para cohomologia
se tiene el siguiente diagrama

H*(B) —~ Hom(Hy(B),Z)

ﬂ_*l L(ﬂ-*)*

HY(E) — Hom(H(F),7Z)
de donde se tiene la siguiente igualdad
h(b)(m.(e N [E])) = h(m"(b))(e N [E]) = h(w"(b) N e)([E]).

A diferencia de lo que sucede en la cohomologia de DeRham esta propiedad en
general no determina de manera unica al mapeo m ya que los grupos de homologia
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podrian tener torsién, de manera que h no es un isomorfismo, sin embargo si uno
trabaja en los casos en que h es un isomorfismo (si el coeficiente de la cohomologia
es un campo o Z y todos los grupos de cohomologia son libres) entonces la igualdad
anterior determina de manera tinica al pushforward.

Examinemos el siguiente ejemplo: Sea

ﬁ:prQ:Tzslxgl—hé’l

entonces p es un haz fibrado trivial con fibra S*. Utilizando el teorema de Kiinneth
para cohomologia sabemos que

HYT)= H(SY) @ H'(SY) = Z2(1 ® 1)
HNT) = HY(SY) @ H(SY) @ H(SY) @ HY(SY) =Z(# ® 1) @ Z(1 ® 6)
HX(T) = HY(SY) @ HY(SY) = Z(6 © )

y que ademads el isomorfismo de Kiinneth entre los anillos de cohomologia
x: H*(SY) @ H*(SY) — H*(T)
estd dado por
a x b= pri(a)Upry(b).
Afirmamos que

pla®b) = (a,[S)b a e H(SY),be H*(SY).

Dado que los grupos de homologia involucrados son libres de torsién basta ver
que esta definicién satisface la propiedad que define al pushforward

(bUD(e), [S1) = (p*(b) Ue, [T]).

Basta ver que se cumple la igualdad anterior para cada generador aditivo e. Te-
nemos los siguientes casos

= pi: H(T) — H'(SY), entonces b € H°(S"), por lo tanto
(bU (), [S) = (npr(0 @ 0),[S"]) = n
P (0) Ve, [T]) = (p*(n) U (0 ©0),[T]) = (n(0 ©0),[T]) =n
= pi: H(T) — H°(S"), entonces b € HI(SHA), ademads en esta situacién tene-
mos dos generadores. Primero si e =1 ® 6

(bUpi(e), [S]) = ((nf) Ui (1©6), [57]) = ((nb) UO,[S"]) = 0
(5 (b) Ue, [T]) = (p"(nf) U (1 6), [T]) = (n(1® ) U (1), [T]) = 0.
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Ysie=0®1

—>

(nd) Up(0 @1),[S"]) = (U L,[S"]) = (nd, [S"]) = n
(P*nd)UOR1,[T]) = (n@e1)U@1),[T]) = n@0),[T)) =n.

Dado que para cualquier otra dimensiéon de la cohomologia py = 0 y en los gene-
radores los mapeos coinciden, entonces concluimos que

pla®b) = (a,[S)b a € H*(SY),bec H*(SY).

es tal que
pr= P.Dgl op.o P.Dr.

2.3. La sucesion de Gysin

La sucesion de Gysin es una herramienta que utilizaremos a menudo para
poder calcular el pushforward en cohomologia. Es una sucesion exacta larga en
cohomologia asociada a un haz fibrado 7: E' — B cuya fibra es una esfera S™ y en
donde se satisface que m(B) actia de manera trivial sobre H*(S™). Los mapeos
involucrados son 7*, m y el producto cup con cierto elemento ¢ € H"*(B). Para
demostrar la siguiente proposicién utilizaremos sucesiones espectrales.

Proposiciéon 2.3.1. Sea n: E — B un haz fibrado con fibra S™ en donde B
es arcoconexo y m(B) actia de manera trivial sobre H*(S™). Entonces existe
c € H""(B) tal que el producto ¢ U (—) es parte de una sucesion ezacta larga en
cohomologia de la forma

cJ(-)

--—>H’“(B)L*>Hk(E)”—’>H’“—”(B)—>Hk+1(B)—>---

Demostracion. Dado que 71 (B) actia de manera trivial sobre H*(S™) entonces
los coeficientes de la sucesion espectral asociada al haz fibrado 7: E — B son no
torcidos. Asi que utilizando que la cohomologia de S™ no se anula inicamente en
dimensiones 0 y n, entonces E3Y = B!, estd dada por
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Sea x € H(B) = E,, un generador y definimos

¢:=dp1(x).

Dado que cualquier elemento en E,7; es de la forma - b para b € E:Lfl = H*(B)
entonces utilizando la propiedad de derivacién de la diferencial d,,,;, obtenemos
que

dpi1(x D) = dpi1(z) - b+ (=1)"x - dppy1 (b) = dpya(x) - b=cUD.

Esto prueba que tenemos el diagrama conmutativo

cJ(-)

Hk(B) =7 Hk+n+1(B)

| |-

k,n k+n+1,0
ETL+1 dnt1 En+1 :

Notemos que las sucesiones exactas

0 —— Ker(dy,) — B2 0 pprentl0 . Coker(dysr) —— 0

dan lugar a las sucesiones exactas

dny1 1,0
0 E&n Eg’n n E§+n+ ) _)Egg-n—&-l,o ——)

Por otro lado, de la filtracion y la convergencia de la sucesion espectral se tienen
las sucesiones exactas cortas

0—= ER —» HF(E) — Er-mn 0.
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Pegando estas sucesiones exactas cortas obtenemos la sucesion exacta larga
e HY(B) — HY(E) — H*"(B) “ HE(B) —— -
Se tiene que el mapeo H*(B) — H*(E) es la composicién de los mapeos
BRI T printd g HP 1 (E)

en donde r es la proyeccion y j la inclusién, asi que podemos concluir que es el
mapeo 7 : H*(B) — H*(E). Para ver que la composicién

HH(B) —= B — By

es igual al mapeo m dejamos como referencia [13]. O

Dado un haz vectorial complejo 7: V' — B de rango n, podemos considerar el
haz esférico mg: S(V) — B, de manera que obtenemos un haz fibrado cuya fibra
es S?"~1. Para poder aplicar la proposicién anterior basta ver que 7 (B) actia de
manera trivial sobre H*(S?"~!) y para probar esto necesitamos utilizar el hecho
de que los haces vectoriales complejos son orientados.

Proposicion 2.3.2. Sea 7w: V. — B un haz vectorial complejo de rango n, en-
tonces el haz esférico mg: S(V) — B satisface que m(B) actia de manera trivial
sobre la cohomologia de la fibra, es decir, sobre H*(S?"1).

Demostracion. Notemos que para un pullback de un haz fibrado la accién del
grupo fundamental de la base se relaciona de la siguiente manera como podemos
observar en el diagrama

Fx{0}—=FE——=F

7 -7

\r Ha///lf/ j
s - /
/// Hfa

FXIT‘B—}C>BI

de esta manera
(Hy)1: F = F

es igual a
(Hig)1: ' — F.
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Ahora bien, como 7: V' — B es un haz vectorial real orientado, entonces tenemos
el siguiente pullback

§2n—1 Id g2n—1

| |

S(V) —_— ESOQn X $0a, S2n71

| |

B BSOy,,.

Como BSOs, es simplemente conexo, entonces por el argumento anterior de los

pullbacks y la accién, podemos concluir que m;(B) actiia de manera trivial sobre
H* (Sanl) . H

Nota. En el caso en que tenemos un haz esférico de un haz vectorial complejo
ms: S(V) — B, a la clase de Euler ¢ € H?*"(B) la denotaremos como clase de
Chern ¢, (S(V)).

El teorema anterior nos permite afirmar que existe una sucesion de Gysin
equivariante en el siguiente sentido:

Supongamos que tenemos un haz vectorial complejo G—equivariante 7: V' — B
entonces probamos que p: EG xgV — EG xg B es un haz vectorial complejo
del mismo rango. Por lo tanto existe una sucesién de Gysin con respecto a la
cohomologia de Borel G—equivariante

k ™ k m keny TSV g
-+——H&H(B)——=HA(S(V)) —H " (B)—=H " (B) —

2.4. Cohomologia equivariante

La cohomologia y K—teoria equivariante surgen como una generalizacién de las
teorias respectivas no equivariantes para espacios que llevan consigo una accién de
un grupo topolégico G. Dichos espacios reciben el nombre de G—espacios (en esta
tesis cuando nos refiramos a G—espacios supondremos que la accién del espacio es
izquierda, a menos que se especifique lo contrario).

En la literatura podemos mencionar varios trabajos en donde se desarrolla
la teorfa de cohomologia equivariante, [15] desarrolla su teoria con el objetivo
de estudiar clases de homotopia de funciones equivariantes entre G—espacios y
como herramienta surge una nocién de teoria de cohomologia G—equivariante, su
teoria se desarrolla restringiendo a los casos en que G es un grupo finito. Quiza la
referencia més importante en este ambito es [36] en donde podemos encontrar una
generalizacion importante a las teorias de cohomologia en su caso equivariante asi
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como también con teoremas clasicos de homotopia equivariante. En [5] existe un
primer acercamiento entre la cohomologia equivariante singular y la teoria de De
Rham equivariante. Recientemente surgié una referencia de Loring Tu, en donde
se desarrolla la cohomologia equivariante y finaliza con una version del teorema
de De Rham equivariante [45].

La idea de estas teorias de cohomologia es ser una extension en el siguiente
sentido: Si G es el grupo trivial entonces obtenemos la teoria de cohomologia no
equivariante respectiva. Otra idea importante es que estas teorias equivariantes
nos capturen la accién y de cierta manera puedan distinguir espacios que son
iguales pero que tienen distintas acciones. Requerimos que el espacio junto con la
accion de G se pueda codificar a tal punto de que se pierda lo menos posible la
informacion de la accién en el proceso, con esta idea en mente surge la siguiente
definicién:

Definicién 2.4.1. Sea G un grupo topoldgico y X un G-espacio. Definimos la
construccién de Borel de X como el espacio

XG:EG XgX.

Utilizando la definicién anterior, podemos definir la cohomologia equivariante
de un G—espacio.

Definicién 2.4.2. Sea GG grupo topoldgico y X un G—espacio, definimos la coho-
mologia G—equivariante de Borel entera como la cohomologia entera usual de la
construccién de Borel

HE(X;2) = H'(Xq; Z).

Es posible definir la cohomologia relativa en el caso en que A C X es invariante
bajo la G—accion. Como es de esperarse, la cohomologia equivariante de Borel
satisface propiedades andlogas al caso no equivariante [2], [36].

Proposicion 2.4.3. Sea G un grupo compacto de Lie, la cohomologia equivariante
de Borel consiste de una sucesion de funtores Hf de la categoria de G-CW-pares
a la categoria de grupos abelianos que satisface las siguientes propiedades:

1. HJ es G—invariante homotopico, es decir,
He(fo) = Ha(f)
st fo, f1: X =Y son funciones G-homdtopas.

2. Si (X, A) es un G-CW-par en la categoria de G-CW-complejos, entonces
existe una sucesion exacta larga y natural de grupos abelianos

o= HE(X,A) = HAH(X) — HE(A) — HETY(X,A) — - -
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3. 81 X =1, Xa con Xy un G-CW-complejo y to: Xo — X son las inclu-
siones, entonces el mapeo producto

[ Ha(X) = [] HE(Xa)

es un isomorfismo para cada n.

4. 81 X se obtiene de Xy pegando Xo mediante una G—funcion celular ¢: Xog —
Xy en donde Xy es un subcomplejo de Xs, entonces existe una sucesion
exacta larga de Mayer—Vietoris

c = H N (Xo) = HG(X) = HE(X) @ HG(Xo) — Hg(Xo) — -

Ahora bien, dado un grupo topoldgico G 'y un G—espacio X, consideremos el
haz G-principal universal
7 EG — BG.

Notemos que podemos ver a la construccion de Borel X como el espacio total
del haz asociado al haz universal anterior

pSXG:EGXGX%BG

de manera que la fibra del haz serd X, es decir, que podemos considerar la inclusiéon
de la fibra
L X — X(;.

Esta inclusion induce un homomorfismo en cohomologia
o HY(Xg) — H'(X)

por lo tanto tenemos un mapeo que nos relaciona la cohomologia equivariante con
la no equivariante

S HAX) — HY(X).

Decimos que una clase en H*(X) admite una extensién equivariante si estd en
la imagen del homomorfismo anterior.

Definicién 2.4.4. Sean X,Y dos G-espacios, decimos que f: X — Y es un
G—mapeo equivariante si

flg-x)=g-flx) Vged.

La anterior definicién nos permite definir la nociéon de haces vectoriales que
tienen mayor estructura en el espacio total y en la base, de manera que estos dos
espacios estén relacionados mediante la proyeccion del haz vectorial.
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Definicién 2.4.5. Un haz vectorial 7: V — X se dice G—equivariante si V' y X
son G—espacios y w: V — X es un G—mapeo tal que para toda ¢ € G y todo
x € X el mapeo

lg: Vo = Vyu
es un mapeo lineal.
Nota. De ahora en adelante cuando digamos que 7: V' — X es un haz vectorial

G—equivariante, nos referiremos a un haz vectorial complejo G—equivariante a
menos que se indique lo contrario.

Un primer resultado importante para los haces vectoriales G—equivariantes es
lo siguiente:

Proposicion 2.4.6. Sea w: V — X un haz vectorial G—equivariante y conside-
remos {(Uy, Po)} un atlas de trivializaciones locales, denotemos por

lg: V=V y l;: X=X

a la multiplicacion izquierda inducida por la G-accion. Para cada g € G fi-
ja y (Uy, ®n) una carta del atlas, existe una carta (Wag, ®o) y una funcion
piﬁz Wap — GL(n,C) de manera que tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tiwo
— l —
T (Wap) —— 1" (Zap)

%L l%

Waﬁ X Cn?Zaﬁ x C"

g

en donde Zopg C Uy es un abierto y ly: Wag X C* — Zog x C* estd dada como

lo(2,2) = (9, pos(x)2)
y ademds
9or (9 7) = Pos(0)p, (x) Vo €17 (UaN )

Demostracion. Dado que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

vy

lg

podemos tomarnos el abierto W,z = lg_l(Ua) N Ugs, en donde Us es un abierto del
atlas tal que la interseccién es no vacia, de manera que

lg(WaB) = U, N lg(UB) =i Zoap-
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Por lo tanto se satisface lo siguiente
ly: ™ (Wag) = 7 (Zap),

ademads las cartas (Wop®s) ¥ (Zas, P5) nos permiten tener un diagrama conmu-

tativo

lg _
T (Wag) —— 7" (Zap)

%j L%

Waﬁ X Cn?Zag x C".

g

Notemos que
pryl, = prlq)algégl = ngégl = ZNQW@? = I,pr,

por lo tanto

lg(x,z) = (g : :L‘,O'(iL’,Z))

en donde o: W,3xC" — C". Dado que [/, es un homeomorfismo tal que restringido
a cada fibra es un isomorfismo, entonces [, es homeomorfismo por ser composicién
de homeomorfismos. Por lo tanto para cada z € Wyg fijo, tenemos que

pog(x): C* — C"

definido como
g _
Pop(2)(2) = o(z,2)
es un isomorfismo, ademads se tiene J h fi |
, que pos(x) es homeomorfismo ya que es la
composicion de los homeomorfismos

Pl () = prolyte = pro®aly®y e,
en donde ¢,: C" — {x} x C" estd dado por
1(2) = (x, 2).

Asf tenemos definida una funcién pfz: Was — GL(n,C), esta funcién también es
continua porque su adjunta (piB)L: Wos x C* — C" estd dada por

(Plp) (2, 2) = plp(x)(2) = o (. 2)

la cual es continua y como C" es localmente compacto y Hausdorff, entonces esto
implica que Pig es continua. Finalmente supongamos que x € lg_l(Ua nU,) y
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z € C™, entonces

Pop()(2) = pra@ul, @y (2, 2)
= pry®, @ 0,1, P51 (x, 2)
= pry®a® (g -z, p()(
= Pra(g - T, gay (9 - 2)Plg
= Jor (9 - )Pl (2)(2)
asi
Pos(T) = Gary (g - )05 5(7)
lo cual implica
Joar (g - T) = Pig(ﬂf)ﬂf’;g(flf)_l-
Es claro que
plale)™ = ol (@)

concluimos entonces
—1 _
9or (9 - 7) = plg(x)p}, (x) Vr €l YUaNU,). O
De igual forma podemos definir haces principales G—equivariantes.

Definicién 2.4.7. Un haz ['-principal p: F — X se dice G—equivariante si £y
X son G—espacios izquierdos, p: E — X es un G—mapeo y la accién izquierda de
G en E conmuta con la accién derecha de I' en F, es decir, para toda a € I' y
g € G tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

E E
E E

Mencionamos la siguiente proposicion que relaciona estos dos tipos de haces
G—equivariantes:

lg
—_—

_—
lg

Proposicién 2.4.8. Sip: E — X es un haz S*—principal G—equivariante enton-
ces el haz asociado
q: ExgC— X

es un haz vectorial complejo G—equivariante, en donde estamos dotando a C de
la accion de multiplicacion compleja.
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Existe una situacion en donde la clase de cohomologia en H"(X) automética-
mente tiene una extensién equivariante. Supongamos que 7: V' — X es un haz
vectorial G—equivariante de rango n, entonces podemos construirnos un nuevo haz

ma: Va = Xa
dado por
ma(le v]) = [e, m(v)].
Notemos que este mapeo esta bien definido ya que
a(leg, g710]) = leg, m(g™'0)] = [eg, g™ 7 (v)] = [e, 7 (v)].
Proposicion 2.4.9. El haz ng: Vg — Xg es un haz vectorial de rango n.

Demostracion. Sea p: EG — BG el haz G—principal universal, consideremos
{(Ua, @)}, {(Ua, @)}, {(W5, W)} los atlas de trivializaciones para el haz aso-
ciado px: Xg — BG, el haz asociado py: Vg — BG y el haz vectorial m: V — X
respectivamente, por lo tanto tenemos los mapeos

OV (Us) =p HUs) xg V= Uy x V
DX p(Us) =p 1 (Us) xg X = Uy x X
\11/31 W_I(Wﬁ) — Wﬁ x C".
Notemos que
pX/]Tquv U]) = pX[e7 W(U)] = p<€) = pV([ea U])

por lo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Va i Xa
BG.

Dado que py y px son haces fibrados con fibra V' y X respectivamente, localmente
la funcién wg es de la forma

Ta: Uy xV = U, xX
y como 7: V — X es un haz vectorial, entonces la idea es utilizar que podemos

llegar a

TG Uy x W x C" — U, x Wp.
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Supongamos que hemos hecho més pequenas las cubiertas {U, } y {Ws} de manera
que Wp es G-invariante y que ademas podemos considerar la siguiente composicién

oY Idx g

pil(Ua> Xa Wﬁl(Wﬁ) ——= U, X ﬂﬁl(WB)

Uy x Wz x C?
T - l(@ﬁf)lxld
(p~H(Uqs) xg Wp) x C™.
Entonces la trivializacion local
Dop: p t(Us) xgm H(Wp) = (a1 (Uy,) xg Ws) x C™.
sera el homeomorfismo dado por la composiciéon de homeomorfismos
Do = [(P2) 7 x Id] o (Id x Wg) o ®Y.
Una férmula explicita para este mapeo es la siguiente
Pasle,v] = ((@X) 7 (ple), mr,@ e, o)), pryWspr, @Y fe, v]).
La inversa de la trivializacién esta dada por
O 5= (F) o (Id x W) o (©F x 1),
por lo tanto una férmula explicita para este mapeo es el siguiente
@ 4(les ], 2) = ()7 (ple), W5 (pr@[e, 2], 2)).
Si
le; ] € (7' (Ua) xa Wp) N (p7' (Uw) X6 Wyr) = p~ (Ua N Uw) % (W5 N W)

entonces la funcion de transicion para estas trivializaciones locales estan dadas
por
Jaol B = pr2<I>a,3(I>;,1ﬁ,([e, x], 2)
= pr,y[(@)) " x Id] o (Id X Wg) 0 By o ()" o (Id x U3') o (&7 x Id)
= [prl(®X) 7 x 1] o (1 x Ws) 0 @1 | (®) 7 (p(e), V5 (pr @ e, . )
= prz\lfgprﬂ)g(ég,)_l(p(e), \Ifg,l(prszgf/ e, z], 2))
= P13 V5000 (0(€)) (V5 (pryPo e, 2], 2)
= pqulﬂlg\Ijg'l (pr2q>gx(’ [67 l’], Z)
= proWeW oy Wenl, Wy (pry®li[e, 2], 2)
= gppr (Lpra®yle, a]) pl g (Pro @ e, 7)) (2)
de donde obtenemos que gnns5([e, z]) € GL(n,C). O
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Sea by € BG un elemento fijo, entonces hacemos las identificaciones
Vb xV vy X={b}xX.

Queremos mostrar que se tiene un diagrama conmutativo

Y

T TG BG

e

X Xg.

Vet Ve

Sea {(U,, ®,)} un atlas de trivializaciones locales para el haz G—principal universal
p: EG — BG, utilizando las trivializaciones locales anteriores obtenemos que

L(b()?U) = ((I)Z)il(b(J?U) = [(I);l(bov 1)7U]

j(b()?x) = ((Df)il(bmx) = [qD(;l(bO? 1),1‘].

Por lo tanto

mq o t(bg, v) = mq[®, by, 1),v] = [®, (bo, 1), 7(v)]

jom(bo,v) = j(bo, m(v)) =[5 (b, 1), 7 (v)]

de donde se sigue que el diagrama conmuta.

Corolario 2.4.10. Sea m: V — X wun haz vectorial G-equivariante, si j: X —
X es la inclusion de la fibra, entonces hay un isomorfismo de haces vectoriales

J*(Va) = V.
Demostracion. Utilizamos la propiedad universal del pull-back de un haz. O

Notemos que la definicién de que una clase admita una extensién equivariante
esta relacionada con un pull-back de la inclusién. Es natural preguntarse ;qué
pasa con las clases caracteristicas? En particular, dado que nuestro trabajo se
concentra en el estudio de los haces vectoriales complejos, nos concentraremos en
las clases de Chern.

Definicién 2.4.11. Sea 7: V' — X un haz vectorial G—equivariante, la i—ésima
clase de Chern G—equivariante c“ se define como

(V) = ci(Vg) € HE(X).

)
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Una consecuencia directa de la definicién de las clases de Chern equivariantes
es la siguiente: Dado que
J*(Ve) =V

entonces podemos utilizar la naturalidad de las clases de Chern no equivariantes,
por lo tanto

(V) = c(j*(Ve)) = 57 (e(Va)) = j*(¢°(V)).

Como consecuencia obtenemos que para los haces vectoriales G—equivariantes, la
i—ésima clase de Chern
¢t Vect§(X) — H*(X)

siempre tiene como extension equivariante a

¢ Vect§(X) — HE(X).

2.4.1. Isomorfismo de Thom equivariante

Para la cohomologia no equivariante, mencionamos el teorema clasico enun-
ciado en [37] para haces vectoriales reales.

Teorema 2.4.12. Sea m: V — X un haz vectorial real. Existe una y solo una
clase de cohomologia v € H"(D(V),S(V);Z/2) tal que para cada fibra V., la
restriccion

u € H"(D(V,),S(V,);Z/2)

es la unica clase diferente de cero. Ademds la correspondencia h — h U u define
un isomorfismo

H*(V:7/2) = H*™(D(V),S(V);Z/2) Vk € Z.

en donde D(V'), S(V') son el haz de disco y el haz esférico unitario con respecto a
una métrica dada en V.

Notemos que este isomorfismo utiliza coeficientes en Z/2. Si uno quiere hablar
de un isomorfismo de Thom para coeficientes enteros se tiene que hablar de haces
vectoriales orientados para garantizar la existencia de la clase u en cohomologia.

La cohomologia torcida H"(X; M) satisface axiomas semejantes a los axiomas
de Eilenberg—Steenrod, esta teoria extiende los coeficientes de la cohomologia sin-
gular de grupos abelianos a Zm (X, xg)-médulos M (para simplificar denotaremos
7w = (X, 29)). Una motivacién de utilizar cohomologia torcida (también conocida
como con coeficientes locales) es que existe una version mas general del isomor-
fismo de Thom para haces vectoriales no orientados que involucra coeficientes
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locales. Sea X un CW-complejo, los Zr—mddulos de la forma M = Z, resultan
estar clasificados por elementos de H'(X;Z/2) de la siguiente manera:

{Clases de iso. de Zm—modulos de la forma M = Z} = Prinauz)(X)
>~ [X, BAut(Z)] = [X, K(Aut(Z),1)] = H'(X; Aut(Z)) = H'(X;Z/2).

Por lo tanto podriamos extender la definiciéon de cohomologia torcida por elemen-
tos de H'(X;Z/2) siguiendo estas identificaciones, es decir, si h € H'(X;Z/2)
corresponde con la clase de isomorfismo de un Zr—médulo [M] de la forma M = Z
entonces definimos

H""(X) .= H"(X; M).

Toda la teoria de coeficientes locales se puede extender a la cohomologia equiva-
riante, esto se debe a que la definiciéon de la cohomologia equivariante es sobre
la construccién de Borel, asi que esta extension es de manera natural. La prin-
cipal diferencia es que ahora tomamos Zmr-méddulos con 7 el grupo fundamental
de la construccién de Borel, de esta manera los torcimientos (médulos) estédn en
correspondencia biyectiva con elementos de H}:(X;7Z/2).

Sea G un grupo compacto de Lie, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.4.13. La cohomologia HL(X;Z/2) clasifica a los haces vectoria-
les lineales reales G—equivariantes mediante wS (=), la primera clase de Stiefel-
Whitney G—equivariante.

Nota. Denotaremos por
Lin(X) y Ling(X)

al conjunto de clases de isomorfismo de haces lineales reales sobre X y al conjunto
de clases de isomorfismo de haces lineales reales G—equivariantes respectivamente.

De esta manera, los haces reales lineales G—equivariantes L — X pueden ser
considerados como torcimientos para la cohomologia H(X) haciendo las identi-
ficaciones

Ling(X) = HY(X;Z/2)
= {Clases de iso. de Zm-médulos de la forma M = Z}

en donde Ling(X) es el conjunto de clases de isomorfismo de haces lineales reales
G—equivariantes sobre X. Especificamente a L € Ling(X) le corresponde M = Z
con la acciéon dada por

w8 (L) € HY(X;7/2) = H (X¢; 7Z/2) = Hom(m (Xe), Aut(Z)).

Asi definimos o
HE™(X) = Hg W (X).

En [24] se tiene la siguiente versién del isomorfismo de Thom:
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Teorema 2.4.14. Sea 7w: V — X un haz vectorial real G—-equivariante de rango r
y L — X un haz lineal real G—-equivariante, entonces existe un isomorfismo para
cada n € 7
n ~ 7*(LRdet V)+n+r
HE™X) = He T (D), S(v)

en donde D(V'), S(V') son el haz de disco y el haz esférico unitario, respectivamente
asociados a una métrica G—invariante dada en V.

Una prueba de este teorema en su versién general puede encontrarse en [19],
asi como también mencionamos [43].

2.5. K-teoria torcida

La K—teoria es una teoria de cohomologia generalizada que satisface los axio-
mas de Eilenberg—Steenrod, sin embargo aquella que estda mas ligada al concepto
de T—dualidad es su extension, la K—teoria torcida. El isomorfismo de T—dualidad
que discutiremos mas adelante nos proporciona un isomorfismo entre K-teorias
torcidas de pares T—duales.

Empezamos mencionando una manera en la que podemos pensar a la K—teoria,
la cual nos ayudara a comprender la definicion de K—teoria torcida. Tenemos la
siguiente definicién:

Definicién 2.5.1 (Operador de Fredholm). Sea H un espacio de Hilbert complejo
separable y de dimension infinita. Un operador lineal continuo 7': H — H es un
operador de Fredholm si los subespacios Ker(7') y Coker(T") son de dimensién
finita. Denotaremos por Fred(#) al espacio de los operadores de Fredholm sobre
‘H con la topologia asociada a la norma de operadores.

De esta manera para un CW-complejo X, podemos pensar a la K—teoria como:
K(X) = [X,Q"Fred(H)], Vn >0,

en donde QFred(#H) es el espacio de lazos asociado al espacio de los operadores
de Fredholm. Como Q?Fred(H) =~ Fred(H) entonces la definicién se extiende a
grados positivos. Para la K—teoria reducida tenemos una descripcion parecida

K"(X) = [X, Q"Fred(H)],.
Con esta definicién se extiende la definicién a CW-pares (X, A) haciendo
K™(X,A) = K (X/A).

Cuando se habla de K-teorfa torcida, uno piensa como referencia a [7], sin embargo
en el trabajo de Carstens [18] podemos observar un acercamiento mas detallado
con relacién a la T—dualidad.
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Antes de pasar a la definicion de K—teoria torcida, recordemos que el espacio
de operadores unitarios proyectivos es PU(H) = U(H)/U(1), en donde U(H) es el
espacio de los operadores unitarios de un espacio de Hilbert H complejo separable
y de dimension infinita. Ademads tenemos que

PU(H) es un K(Z,2).

En efecto, sabemos que U(1) = S! es un modelo de un K(Z,1). Por el teorema
de Kuiper [30] podemos afirmar que U(#H) es contréctil. Consideremos la accién

U1) x U(H) — U(H)

dada por la multiplicacién compleja de operadores lineales continuos, notemos que
para z € S'y T € U(H) se tiene que

(zT)(2T) = (22)T'T =1

y también
(D) (T) = (22)TT* =1

asi que la accion estd bien definida. Ademas esta acciéon claramente es libre. Por
lo tanto podemos concluir que PU(H) = U(H)/U(1) es un BU(1) = K(Z,2).

Los torcimientos en la K—teoria torcida estan clasificados por elementos de
H3(X;Z). A este elemento es posible asociarle un haz PU(H)-principal (en donde
H es un espacio de Hilbert complejo separable y de dimensién infinita), utilizando
las siguientes biyecciones:

H3(X:Z) = [X, K(Z,3)] = [X, BK(Z,2)] = [X, BPU(H)] = Prinpy gy (X).

Definimos una accion
U(H) x Fred(H) — Fred(H)

dada por

g-T=goTog "
Como ¢ es un isomorfismo, esta accién estd bien definida. Ahora si z € U(1)
entonces

(29) T =(29)0To(z9) ' =goTog,

por lo tanto tenemos una accién de PU(H) = U(H)/U(1) sobre Fred(#). La
anterior accién también induce una accién en Q"Fred(#). Sea P un haz PU(H)-
principal, consideremos el siguiente pullback tomando la funcién clasificante fp
del haz PU(#H)-principal:

P——=FEPU(H)

-

X —=BPU(H).
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Podemos tomar el haz asociado para construir nuevos haces, de manera que el
diagrama anterior se convierte en el diagrama

P x pyp) QFred(H) — EPU(H) X puw) Q" Fred(H)

| |

X BPU(H).

Fp

Definimos
Fred”(P) := P x py() Fred(H) — X
Fred ™" (P) := P X pyy) QFred(H) — X
por lo que tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2.5.2. Definimos los grupos de K-teoria torcida de X con torcimiento
P un haz PU(H)-principal como

K°(X,P) :=T[X,Fred®(P)]
K~Y(X,P) :=T'[X,Fred=Y(P)],

en donde con I'[—, —] nos referimos al conjunto de clases de homotopia de secciones
del haz.

Los demés grupos de K—teoria torcida estan definidos gracias a que se tiene el
siguiente resultado de [6]:

O*Fred(H) ~py) Fred(H),
es decir
K™™(X,P) =T[X, P xpy@m V'Fred(H)] 2 T[X, P X pym) QFred(H)]

en donde

1 en otro caso.

k:{O si n es par

Algunas de las propiedades importantes que satisface la K—teoria torcida [7], [23]
son las siguientes:

Teorema 2.5.3. La K—teoria torcida satisface:
1. Si P es el haz PU(H)-principal trivial entonces K*(X, P) = K*(X).
2. K*(X, P) es un modulo sobre K*(X).
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3. FExiste un producto cup

K?(X,P)® KX, P') = KP"(X,P® P').

4. 8i f:Y — X es un mapeo continuo y P es un haz PU(H)-principal sobre
X, entonces tenemos el pull-back

ffr KX, P)— K*(Y, f*P).

5. (Mapeo de Gysin) Sea f:Y — X un mapeo diferenciable entre variedades
diferenciables K-orientado y P un haz PU(H)-principal sobre X entonces
existe un homomorfismo

fit K*(Y, f*P) = K**(X, P)
con d = dim(Y) — dim(X).

6. Un isomorfismo entre haces PU(H)-principales u: P — P' induce un iso-
morfismo u,: K°(X, P) — K°(X, P").

En una seccién posterior hablaremos del mapeo push—forward para la K-teoria
no torcida. Para la definicion del pushforward en la K—teoria torcida mencionamos
como referencia el trabajo de Carey y Wang [17].

2.5.1. El caso equivariante

La K-teoria torcida equivariante se define de una manera parecida a la no
equivariante, sin embargo existen ciertas modificaciones que comentaremos a con-
tinuacién, para esta seccién nos basamos en [12]. Empezamos con la siguiente
definicion:

Definicién 2.5.4. Se dice que un G—espacio X es propio si la funcién
GxX—XxX (g9,2) — (g, x)

es una funcién propia entre espacios topoldgicos, es decir, esta funcién satisface
que las preimagenes de compactos son compactos. Ademads requerimos que la
funciéon G x X — X, (g,x) — gx sea cerrada.

Nos restringimos a G—espacios izquierdos propios X en donde X es una varie-
dad diferenciable de manera que el grupo compacto de Lie G' actia diferenciable-
mente.
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Definicién 2.5.5. Un haz PU(H)-principal G—equivariante P — X se dice que
es estable si Vx € X existe una G—vecindad U de x y un subespacio G,—invariante
S que es G,—contractil de manera que U es homeomorfa de manera equivariante
a S Xg, G con la accién

G, x (SxG)—=SxG, h-(s,g)=(hs,gh™"),
junto con una trivializacién local
®: Ply = (PU(H) x S) X¢g, G
en donde la accién del grupo de isotropia
Gy X [(PUH) x S)x Gl = (PUH)xU) x G
esta dada por

h- (T, s), 9 = [(fo(R)T hs), gh™"]
con f,: G, — PU(H) un homomorfismo estable fijo.

Para un haz PU(H)-principal G-equivariante estable, dotamos al haz asociado
Fred ™™ (P) = P x py) Q"Fred(H)

con la G—accion dada por

g-le,T] :=[ge, T
La prueba de la periodicidad de Bott se adapta a cuando un grupo de Lie compacto
GG actia sobre un espacio de Hilbert H que contiene cada representacion irreducible
de G un nimero infinito de veces. Tomando operadores de Fredholm equivariantes
Fred(H)*® obtenemos la equivalencia homotépica

Q*Fred(H)™ ~py) Fred(H)™

para todo subgrupo cerrado K de G. Asi que una vez mas se cumple la periodici-
dad de Bott y se define la K-teoria torcida G—equivariante del G-espacio X con
torcimientos los haces PU(H)—principales G—equivariantes estables sobre X como

K™(X, P) := I¢[X, Fred™™(P)]¢,

es decir, lo definimos como clases de homotopia G—equivariantes de secciones G—
equivariantes del haz Fred ™™ (P).

Otras referencias sobre la K-teorfa torcida G—equivariante son [11], [1] asi
como también el articulo cldsico de Atiyah y Segal [7]. Una clasificacién de los
haces PU(H)-principales estables sobre X por elementos de H2(X;Z) podemos
encontrarla en [34], [11] y [7].

A continuaciéon enunciamos las propiedades importantes que satisface la K—
teoria torcida G—equivariante
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Teorema 2.5.6. La K-teoria G-equivariante torcida consiste de funtores con-
travariantes K(—,—,—) en la categoria de tripletas (X, A,7) de G-espacios y
torcimientos Tg(X) tal que se satisfacen las siguientes propiedades:

» (Azioma de homotopia) Para una homotopia (H,h): (X x I,pritx) —
(Y, 1y) tenemos que (Hy, ho)* = (Hi, h1)*, es decir, se tiene un diagrama
conmutativo

H*
Kg(Y,7y) — Kg(X, Hy(7y))

i |

K&(X, Hi(1y)) = K&(X, 7x).

= Fxiste una sucesion exacta larga natural

s KA(X A T) = KX, 7) = K&(A,T) —» KETYX, A7) — - -

» Si Z C A es un subespacio invariante tal que Z C Int(A) entonces la res-
triccion
KLX,AT) > KG( X —Z,A—Z,7)

es un isomorfismo.

» Si (X, A7) =]],e;,(Xa, Aa, Ta) entonces el mapeo natural

Ko(X, A7) =[] K&(Xa: Aa. 70)

aeJ

es un isomorfismo.

Una demostracién de estas propiedades la podemos encontrar en [23].

2.5.2. Isomorfismo de Thom

En el caso de la K-teoria equivariante torcida también podemos hablar del iso-
morfismo de Thom, sin embargo a diferencia del que uno tiene para cohomologia
equivariante con coeficientes locales, el isomorfismo de Thom en K—teoria equiva-
riante torcida posee unas ligeras modificaciones. Esto se debe a que la K—teoria
equivariante torcida tiene una construccion distinta a la cohomologia equivariante,
no unicamente estamos considerando la K—teoria sobre la construccién de Borel,
sino que estamos tomando la construccién de Grothendieck asociada a las clases
de isomorfismo de haces equivariantes.

En [10] podemos encontrar una versién del isomorfismo de Thom para la K-
teoria equivariante torcida, sin embargo como nosotros requerimos que aparezcan
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el haz esférico unitario y el haz de discos, entonces como referencia mencionamos
[23], en donde mencionan la existencia del isomorfismo de Thom para teorias de
cohomologia en general y especificamente la K—teoria para grupoides. Para mas
detalles de lo mencionado en este articulo de Freed, Hopkins y Teleman tenemos
la primera parte de la tesis [47]. Juntando estos dos trabajos, tenemos el siguiente
teorema

Teorema 2.5.7. Sea m: V — X un haz vectorial real G—-equivariante de rango r
y 7 € Ta(X) un torcimiento, entonces tenemos un isomorfismo para cada n € 7

K5(X) = KL, Y vy s(v))

en donde D(V'),S(V) son el haz de discos y el haz esférico unitario respectiva-
mente asociado a una métrica G-invariante dada en V' y p(V') es un torcimiento
cuya clase de isomorfismo esta clasificada por

(wi(V), W5'(V) € He(X;Z/2) x HE (X3 Z).

2.5.3. La sucesion de Gysin y los mapeos push—forward

Definicién 2.5.8. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclidiano, el algebra de
Clifford de V esta definido como

Cl(V):=T(V)/I(V)

endonde T'(V) =3 V" es el dlgebra tensorial de V e I(V') es el ideal generado
por v ® v + ||v||?, Vv € V. Definimos el algebra de Clifford compleja de V' como

Cl = Cl(V) ®g C.

Definicién 2.5.9. Sea V' — X un haz vectorial real. Un espinor para V' es una
tripleta (g, Sy, ¢), en donde

1. g es una métrica en V.
2. Sy — X es un haz vectorial complejo hermitiano.

3. ¢: V — End(Sy) es un mapeo de haces vectoriales R-lineal tal que

a) c(§) = —c(§) vy c(§)* = —q(v,v)*- 1, V€ €V,
b) (Sv). es un Cl(V,, ¢,)-médulo irreducible, Vo € X

¢) SiV esderango par, entonces Sy es Zs—graduado y ¢(£) es un operador
impar para toda £ € V, es decir, Sy = S @ Sy vy

c(€)(Sy) S Sy y c(€)(Sy) S Sy VEE V.
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Para comparar espinores introducimos la nociéon de concordancia:

Definicién 2.5.10. Supongamos que Sy = (qo,50,¢0) ¥ S1 = (q1,51,¢1) son
espinores del haz vectorial V' — X. Decimos que Sy y S; son concordantes si
existe un haz vectorial W — X x I equipado con un espinor S tal que

W|X><{0} =V con S|X><{O} = SO y W‘Xx{l} >~V con S‘Xx{l} ™ Sl-
De esta manera definimos

Definicién 2.5.11 (K-orientacién). Sea V' — X un haz vectorial real. Una K-
orientacién para V es una eleccion de una clase de concordancia de espinores
sobre V. Una variedad diferenciable se dice K—orientable si TM admite una K-
orientacion.

Ejemplo: Una estructura casi compleja en un haz vectorial real V' — X es
un endomorfismo J: V' — V tal que

J?=—1.

Usando J podemos definir la multiplicacién escalar compleja en las fibras de V'
como

(x+iy) - & =xl+yJ(E) Vr,yeR eV

Este tipo de haces estan canénicamente K—orientados, tomamos
Sy = ALV
el dlgebra exterior compleja de V' y tomamos ¢: V' — End(Sy) como
() = Ae = A¢

en donde
A(w) =& Nw

Ae(Wi A Awp) = Z(—l)j+1q(wj,§)w1 Ao ANWj A A wy.
j=1
Teorema 2.5.12 (Lema 2 de 3 para K-orientaciones). Supongamos que

0=V ->U—-W-=0

es una sucesion exacta corta de haces vectoriales sobre X. Si cualesquiera dos de
los haces son K-orientados, entonces el tercero recibe una K—-orientacion canonica.
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Demostracion. Dado que cualquier sucesion exacta corta de haces vectoriales es-
cinde, podemos suponer que U = V & W. También podemos asumir que todos
los haces son de rango par ya que existe una correspondencia biyectiva entre las
K-orientaciones de un haz vectorial V' y las K-orientaciones de V & (X x R), de
esta manera los espinores son Z/2-graduados.

Si (Sy, ¢,) v (Sw, cw) son K—-orientaciones de V' y W respectivamente entonces
podemos dotar a U por la K-orientacién (Sy, cy) dada por

Sy@Sw,

en donde ® es el producto tensorial Z/2-graduado y cy: V& W — End(Sy) esta
dado por

cr(€,m) = ev (61 + 1@ew ().

Ahora bien, supongamos que (Sy, cy) vy (Sw, cw) son K—orientaciones de U y W
respectivamente. Denotemos por Hom%l(w)(SW,SU) al haz de mapeos entre los
haces complejos que conmutan de manera graduada con respecto a la accion de
CI(W). El haz CI(W) acttia sobre Homg, - (Sw, Sy) por composicién, y dado
que el mapeo de evaluacién

Homfél(w)(SW, SU)®SW — SV@W
es una equivalencia cuando Sy, es irreducible, se sigue que
SV = Hom%l(w)(SW, SU)

es un espinor para V.

A continuacién mostraremos que dos diferentes elecciones para la escision W —
U nos dan lugar a la misma K-orientacién. Si Ty T” son dos escisiones W — U,
entonces ambas inducen un automorfismo de V & W dada por la matriz

1 T+1T
0 1

Dado que tenemos el camino a: I — SO(n) de la matriz anterior a la matriz

identidad dado por
(1 (T +1T)
alt) = (0 1 )

esto prueba que las correspondientes K—orientaciones son concordantes. O

Sea 7m: V' — X un haz vectorial K-orientado tal que dim(V') = d. Consideran-
do el haz trivial de dimension d sobre X, claramente tenemos la sucesion exacta
corta de haces vectoriales

0=V =2Va(XxRY) = X xR—0.
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Dado que los haces triviales son K—orientados, entonces por el Lema 2 de 3 para
K-orientaciones, se sigue que el haz V @ (X x RY) es un haz K-orientado sobre
X. Recordemos que la suma directa de haces la podemos pensar como el siguiente
pullback

V@ (X xRY)—X xR?

| |

V X.

Como V @ (X x RY) es el pullback de un haz trivial entonces es un haz trivial
sobre V' es decir,
Vo (X xRY) 2V xR

Sea Sy «ra €l haz espinor, como la dimension del haz es 2d entonces
Syxrt = Sy pa © Sy
es Z/2-graduado. Tenemos un complejo sobre V x R? dado por
A0 = ¢ 780 pa = ¢ SE ga — 0.

Como
q*ﬂ-*(S\O/XRd) - (V X Rd) X S?/de

entonces c¢ esta dado por
c(v,n) = (v, ey xra(n)(v)).

Uno puede mostrar que el soporte de este complejo es exactamente la imagen de
la seccién cero de m: V' — X que es homeomorfa a X. De esta manera AV induce
una clase en K°(V x R?) = K=4m() (V) cuando X es compacto. Sian € K°(X)
le asociamos un complejo con soporte compacto sobre X, entonces el producto
7*(n) ® AV tiene soporte compacto y por lo tanto

ﬂ_*(n) ® )\V c K—dim(V) (X)
Utilizando el producto en la K-teoria tenemos definido un mapeo
Ao KH(X) — KdmWy),

Teorema 2.5.13 (Isomorfismo de Thom). Para cualquier haz vectorial
K-orientado V' sobre X una variedad diferenciable, el homomorfismo

N KH(X) = K4V (y)

es un isomorfismo.
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Una vez obtenido el isomorfismo de Thom, es posible definir lo que se conoce
como la sucesién de Gysin. Antes de ver el resultado principal demostraremos el
siguiente teorema

Teorema 2.5.14. Sea 7: V. — X un haz vectorial complejo S*—equivariante,
entonces el haz de disco unitario p: D(V) — X es una equivalencia homotdpica.

Nota. En ocasiones, denotaremos
KZ7M(X) = KX, 1) 7€Ta(X).

Inspirados en el trabajo de Milnor y Stasheff, [37] obtenemos el siguiente teo-
rema

Teorema 2.5.15. (Sucesion de Gysin) Sea w: V — X un haz vectorial com-
plejo G—equivariante de rango v y T € Tg(X) un torcimiento, entonces tenemos
asociada una sucesion exacta larga en K—-teoria G—-equivariante:

— KL PV () o KX B K5 T(S(V)) B KA (xS
Definicién 2.5.16. Dado 7: V' — X un haz vectorial complejo, definimos el

push—forward del mapeo p: S(V) — X como el mapeo p, que aparece en la
sucesion de Gysin.
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Capitulo 3

T—dualidad

Existen al menos dos modelos de T—dualidad en la literatura, en primer lugar
mencionamos el trabajo de Bouwknegt, Evslin y Mathai [14] en donde se define T—
dualidad en términos de la cohomologia de De Rham. Por otro lado mencionamos
el trabajo de Bunke y Schick [16] con un punto de vista mas topoldgico, el cual
sera el enfoque de T—dualidad en este trabajo.

3.1. Pares T—duales

Empezaremos definiendo la nocion de pares.

Definicién 3.1.1. Un par (E,h) sobre un espacio topolégico B consiste de un
haz S'-principal 7: E — B y un elemento h € H*(E;Z).

A continuacion definimos la nocién de T—dualidad para pares

Definicién 3.1.2 (Pares T-duales). Decimos que los pares (E, h) y (E, h) sobre
B son T-duales si

A A

a(B)=mh, a(E)=mh, c(E)Uc(E)=0 y ph=7ph

en donde R
EXBE .
B
y



Ahora bien, consideremos dos pares (F, h), (E , iL) sobre B. Podemos construir
los haces asociados )
E X g1 C y E X g1 C

y asi tenemos dos haces vectoriales lineales complejos
7L =ExgC—B vy ﬁ':i:zEXg(C—)B,
con los que podemos formar un nuevo haz vectorial
Vi=L®L=(ExuC)&(ExgC).

Consideremos las métricas (-, ), v (-, -); sobre los haces vectoriales L y L respec-
tivamente inducidas por las trivializaciones locales. Nos fijaremos en la métrica
sobre V' definida de la siguiente manera:

A+ L1+ 1y =0+ (LT

De esta manera podemos pensar en el haz esférico S(V') cuyas fibras consisten de
esferas de dimension tres, denotaremos este haz por mg: S(V') — B. En particular,
tenemos un pushforward para cohomologia

(ms): H*(S(V);Z) — H°(B; 7).

Definicién 3.1.3. Una clase Th € H3(S(V);Z) se llama clase de Thom si satis-
face la propiedad
(Ws)!Th =1.

Consideremos ahora las inclusiones i: E — S(V) y i: E — S(V) de los haces
Sl-principales en el haz S3-principal. Una expresiéon para estas inclusiones estd
dada por

i(e) = ([e,1],[é0,0]) para algiin &, € E

i(e) = ([eo,0],[é,1]) para algin e, € E.

Notemos que ¢ no depende de la eleccion de €y ya que como la accién derecha en
F es transitiva en las fibras, si escogemos otro €[, entonces existe u € S tal que

~ A~
€y =€ U

por lo tanto

[é67 O] = [éO - u, O] = [éo,u ’ O] = [é(h 0]
Anélogamente la expresion de ¢ no depende de la eleccién de eg. Ahora bien,
nos gustaria ver que i(e) € S(V), en efecto, sea {(U,, Po)} un atlas para el haz
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m: E — By sea {(V,,V,)} un atlas para el haz 7: E — B, asi que existe una
carta (V,, ¥,) de manera que &, € #~1(V,), por lo tanto la expresién local de i
esta dada por el siguiente diagrama conmutativo

E : 1%

%L j@g@xpg

(U NVy) x St — (U, NV,) x S3

por lo tanto

i(b, z) = (P}, © V)@ 1) (b, 2) = (P, © U )([2,1(D, 2), 1], [, 0])
= (b,z-1,pry¥,(é) - 0)
= (b, 2,0).

De manera analoga vemos que
i(b,z) = (b,0, 2).
Como primer resultado, tenemos el siguiente lema

Lema 3.1.4. El siguiente diagrama es conmutativo salvo homotopia

A

EXBE

N
— S(V)<~—F,

t %

es decir, iop ~1iop.

A

Demostracion. Definimos el mapeo H: (E xg E) x I — S(V') dado por

i) ([eons (3] oen (50)

el cual es continuo por ser composicion de funciones continuas. Esta homotopia

satisface
H(e,é,0) = ([e, 1],[é,0]) =i o p(e, é)

He,é,1) = ([e,0],[6,1]) = i 0 p(e, é) O
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La inclusién ¢ induce dos secciones s, § sobre el haz proyectivo mp: P(V) — B.
La seccion s esta dada por

s(b) = [[e, 1], [é0,0]] e € 7 *(b)

en donde escogemos cualquier elemento e € w1(b). La eleccién no depende del
elemento de la fibra ya que si ¢/ € 77(b) entonces como 7: E — B es un haz S'—
principal, la accién derecha en e es transitiva en cada fibra, de donde obtenemos
que €' = eu con u € S, asi que

[[6/7 1], [€0, 0]] = [[eu, 1], [éo, O]] = [([e, 1], [€0,0]) - u] = [[e, 1], [éo, O]].
De igual forma 7 induce una seccién
3(b) = [[eo, 0],[e,1]] &€ n'(b).

A partir de estos mapeos es claro que obtenemos un diagrama conmutativo

E—=S(V)<—F
B——P(V)<——B

en donde ademds tenemos que las columnas son haces S'-principales.

Del teorema de Leray—Hirsch en el primer capitulo vimos que H*(P(V)) es
un H*(X)-mdédulo, ain mads, utilizando la definicién de las clases de Chern de
Grothendieck (ver Apéndice A) obtenemos que la clase de Chern ¢ := ¢;(S(V)) =
c1(T) € H*(P(V)) (en donde ' — P(V) es el haz tautolégico) satisface

—(=8) = (V) - (=0) + e2(V)
de donde obtenemos
0=2 —c(V)e+ (V).

Gracias al diagrama conmutativo tenemos las siguientes igualdades
() = (E) y §(0) =cal(E).
Finalmente, el teorema de Leray—Hirsch nos facilita el siguiente calculo

(mp)i(@) = (mp)(1® c1(7)) = (c1(v), [CP']) = h(er()([CP]) = ~1

en donde h: H?*(CP') — Hom(Hy(CP'),Z) es el mapeo del teorema de coeficien-
tes universales para cohomologia, v — B es el haz tautoldgico sobre la fibra y
[CP1] es la clase fundamental de orientacién de CP!. La ultima igualdad se debe
a que estamos utilizando la orientacién utilizada en [37].

o8



Lema 3.1.5. Sean m: E — B y 7: E — B haces Sl—pﬂqcz’pales sobre B tales
que ¢1(E) U ci(E) = 0, consideremos V := (E xg1 C) ® (E xg1 C) — B el haz

vectorial como antes

a) Eziste una clase Th € H3(S(V)) tal que

n(Th) = =&+ mp(cr(B) + er(E))

b) Si Th y Th son clases que satisfacen la condicién del inciso a), entonces
Th — Th = w¥n para algin n € H*(B).

c) Si Th satisface a), entonces Th es una clase de Thom tal que

m(i*Th) = ¢1(E), ®((*Th) = ci(E) y p*i*(Th) = p*i*(Th)

Demostracion. Para el inciso a), primero utilicemos la propiedad de la clase total
de Chern con respecto a suma de haces

«(V)=c«(E®FE)=c(E)Uc(F)
lo cual nos dice que
L+ (V)+6(V) =0+ ca(E)A+c(E) =1+c(E)+a(E)+ e (E)Uc(E).
Por lo tanto
a(V)=c(B)+ci(E) v (V) =c(E)Uce(E).
Por hipétesis tenemos que (V) = ¢1(E)U e, (E) = 0, asi que se tiene la igualdad

P~ (a(B) +a(B)e.

™

0= —c(V)e+e(V)=2—c(V)e=
Utilizando la estructura de H*(X)-mddulo de H*(P(V)) se tiene que
i —mh(cr(BE) +er(B)) = & —1h(ci(E) + e (E)e =0

asi que por la sucesién de Gysin para el haz r: S(V) — P(V) existe Th €
H3(S(V)) tal que

r(Th) = —¢ + 7h(c1(E) + e1(E)).
Para el inciso b), supongamos que Th' € H3(S(V)) satisface

r(Th') = —¢ + 7p(c1(E) + e1(E))

entonces
r!(Th' — Th) = 0.
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Por lo tanto, una vez mas de la sucesion de Gysin para r: S(V) — P(V) existe
n € H3(P(V)) con
Th' — Th = r*7

pero como H*(P(V)) es un médulo libre, entonces

ih=mp(n) +rpd)Ue, ne HYB), be H(B).

TGN =P
=7"(7 — 7p(b) Uc)
=r"(7) — r*(7p(b)) Ur*(c)
= r*(fj) = Th' — Th

en donde hemos utilizado que r*(¢) = 0 ya que 7*(c;(S(V))) = c1(r*S(V)) y
r*S(V) = S(V) xp S(V) es trivial por tener a la seccién diagonal

A: S(V) = S(V) x5 S(V).

Finalmente, para el inciso ¢) primero veamos que Th es una clase de Thom, en
efecto

<7T5)1Th = ( )lT’lTh

= (mp)(=¢ + mp(c1(E) + ar(E)))
= —(mp)(¢) = =(-1) = 1.

Por otro lado, utilizando la naturalidad de la sucesiéon de Gysin para el diagrama
anterior se tiene el siguiente diagrama con cuadrados conmutativos

= HY(P(V)) = H¥S(V)) == H*(P(V)) === H'(P(V)) — - -

ls* ji* ls* ls*

H*(B) H*(E) H*(B)

™

asi que

~

mi*(Th) = s*'r(Th) = s*(—¢ + p(c1(F) + 1 (E)))
= —5"¢+ 5" Th(c1(E) + o1 (E))
= —ai(E) + a1(E) + o1 (E)
=1 (E).
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De manera similar se tiene que
#12*(Th) = §r(Th) = ¢ (E).
Del lema anterior se tiene
p*i*(Th) = p* *(Th) O
El lema anterior nos ayuda a para probar uno de los teoremas principales de
esta seccion.

Teorema 3.1.6 (Existencia de pares T-duales). Sea (E, h) un par sobre B, en-
tonces existe otro par (E,h) sobre B tal que (E,h) y (E,h) son pares T—duales.

Demostracién. Dado el par (E, h), consideremos la clase mh € H?(B), asi que por
la clasificacion de los haces S Lprincipales sobre B podemos afirmar que existe un
haz S'-principal 7: £ — B tal que

Cl(E) = 7T[h.

Por la sucesién de Gysin para 7: E — B tenemos que ¢1(E) U ¢;(E) = 0 asi que
por el lema anterior obtenemos una clase de Thom Th' € H?(S(V)) tal que

mTh' = —¢+ 75 (e (E) + e1(E)).
Notemos que X R
m(*(Th') — h) = ¢1(F) — c1(F) =0
asi que existe a € H?(B) tal que i*(Th") — h = 7*a. Definimos la clase de Thom
Th:= T — r%a,

ademas Th satisface

rnTh = nr(Th') — rnmia = nTh' — r(r*rpa)

= ¢+ 71h(c1(E) + ¢ (F))

y
i*Th = ¢*Th' —i*réa
=*"Th' — 7*a
=h
en donde hemos utilizado la conmutatividad del diagrama
E - S(V)
B.

Por el inciso ¢) del lema podemos concluir que los pares (E, k) y (E, h := *Th)
son T—duales. O
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Siguiendo la demostracion del teorema anterior hemos probado ademaés el si-
guiente lema

Lema 3.1.7. Sea (E,h) un par sobre B y 7: E — B un haz St -principal tal que
c1(E) = mh, entonces existe una clase de Thom Th e H*(S(V)) tal que

nTh=—é+7h(c1(E)+ci(E)) y i*Th=h.

Para la demostracion del siguiente lema, tomamos como referencia el lema 5.3

de [24] y el lema 4.4 de [8].

Lema 3.1.8. Seanm: F — B y m: E — B haces S* —principales. Para cualquier
pw e H3(E) tal que =0 y p*p =0, existe « € H'(B) tal que

w="1"(c1(E)Ua).

Demostracion. Consideremos el diagrama pull-back

A

EXBE

Notemos que ¢q: F xp E — B es un haz fibrado con fibra S! x S' de manera
que 71 (B) actiia trivialmente sobre H*(S! x S') ya que 71(B) actia trivialmente
sobre cada S de los haces S'-principales 7: E — By 7: E— B (ver la seccion
de la sucesién de Gysin para cohomologia). De esta manera nos fijaremos en el
siguiente diagrama

(SRR R S oS L g
EXBEA’A>E XBELE

(Y

B

T Id

Este diagrama induce mapeos entre las siguientes sucesiones espectrales
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0 1 2 3 4
Ey(#)
2 0 0 0 0 0

1| Ker(dy) Ker(dy) Ker(dy) Ker(dy) Ker(ds)

H*(B) H*B) HY(B)

0| H°B) HYB) Im(dy) Im(dy) Im(dy)

H°(B) H'(B) H%(B) H*(B)

H(B;Z®Z) HYB;Z®Z) H*B,Z®7Z) H3B;Z®Z)

N "
H(B) H'(B) H?(B) H3(B)

0 1 2 3



2| Ker(dy) Ker(dy) Ker(dy) Ker(ds)

1
0
0 1 2 3
E3(Q)
E(q) = Bule) EX(q) =2 fﬁ@?}l(dﬂ
2 0 0 0 0 0

1| Ker(dy) Ker(ds) Ker(dy) Ker(dy) Ker(ds)

H*(E) HYE) HYE)
Im(dy)  Im(dy) Im(dy)

0| HYE) HYE)

0 1 2 3 4

E3(p) = Ex(p)
Por la segunda columna del cuadrado conmutativo y utilizando la naturalidad de
la sucesion espectral, tenemos el diagrama conmutativo

E30(7) —— H(E)

(Id7prl)*l lﬁ*

E3%(q) —= HY(E x5 B)

asi que como 7(u) = 0 entonces por la sucesiéon de Gysin tenemos que existe
v € H3(B) tal que #*(v) = p, es decir que

T (W]) = p
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Como por hipétesis también p*(u) = 0, entonces utilizando el diagrama conmu-
tativo se tiene

0=p"(n) =7*([V]) = ¢*(IV])
como ¢°* es inyectiva, entonces
V= dQ(ab Q/Q)v (ah aQ) € E2171(Q> = Hl(Ba 7o Z) = HI(B) D HI(B)
Por la primera columna del diagrama tenemos el mapeo

(7,4)": B3°(q) — E3°(p)

el cual conmuta con las diferenciales por la naturalidad de la sucesién espectral,
de aqui obtenemos que

ﬁ*(V) = (ﬁ‘, %)*dg(Ql, Oég) = dg(ﬁ',%)*(al, 042) = dg(ﬁ'*ag).

Dado que la sucesion espectral EP4(p) induce la sucesién de Gysin para el haz
Sl-principal p: E xg E — B, entonces

p=7*v) =7*ci(B)U (7*ay) = #*(ci(E) Uay) o € H'(B). O
El lema anterior nos permite demostrar lo siguiente

Lema 3.1.9. Sean (E,h) y (E,h) pares T-duales sobre B. Existe una clase de
Thom Th € H3(S(V)) tal que

rnTh=—¢+m5(ci(E)+ e (E)), #Th=h y *Th=h.
Demostracién. Como (E,h) y (E,h) son pares T-duales tenemos que

C1 (E) = 7T[h,

entonces por el lema anterior sabemos que existe una clase de Thom Th' €
H3(S(V)) tal que

r(TH) = ¢+ nh(ci(E) + ¢ (E)) y i*Th' = h.
Como (E,7*Th') también es T-dual a (E,h) entonces tenemos que
n(@*Th—h) =c1(E) — e (E) =0 y p*(*Th—h) =p*h—ph=0

asi que por el lema anterior obtenemos que

Th' —h=7(c1(E)Ua) o€ HY(B).
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Hacemos
Th:=Th' —75(c1(E) U ),

se tiene que
r(Th) =r(Th") — r(ri(ci(E) Ua)) =r(Th') — rn(r*np(c(E)Ua)) = n(Th),
i"Th=iTh —i*(rs(c1(E)Ua)) =h— 7" (ci(E)Ua) =h

*Th = 1"Th' —i*(r(c1(E) U )) = i*TH — #*(cy(E) Ua) = h. O
Es posible definir una nocién de isomorfismo entre pares. Hay que tener en
mente que existe una nociéon de isomorfismo entre haces principales, lo que falta
es pedir que la clase h se preserve en cierto sentido. Con esta idea viene la siguiente
definicion
Definicién 3.1.10. Un isomorfismo de pares ®: (E, h) — (E’,h’) sobre B es un
isomorfismo de haces S'-principales

o I
B

E

tal que h = ®*1/.

Uno podria preguntarse si existe alguna relacion entre la T—-dualidad de pares
y su clase de isomorfismo, el siguiente teorema nos da la respuesta

Teorema 3.1.11. Sea (E,h) un par sobre el espacio B.
) T-dual a (E,h) es dnica.

~

a) La clase de isomorfismo de un par (

E,
b) La clase de isomorfismo de un par (E,h) T-dual a (E,h) depende unica-

)
mente de la clase de isomorfismo de (E, h).

Demostracion. Para el inciso a) supongamos (

‘~

E,
a (E, h), tenemos que ver que (E, é) = (E', I'). Po
tenemos que

h) v (E', h') son pares T—duales
r la definicién de pares T—duales

e (E) = mh = ¢, (E')

por lo tanto = E’ como haces S'-principales, de esta manera podemos suponer
que E' = E. Tenemos que mostrar que existe un automorfismo de haces S'-
principales

E 2 E

NoA

B
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tal que R R

o*(h) = 1.
Cualquier automorfismo ¢ estd determinado por la multiplicaciéon por un mapeo
g: B — S*. Podemos factorizar ® como la composicién

Em—’ﬁlExBﬁExSlLE

en donde
m(e, z) =e- z.

Notemos que se tiene el siguiente pullback

ExSl-".F
Pr1l lﬂ
E B.

Por el teorema de Kiinneth tenemos que
HY(E x S') = HY(E) & [HX(E) ® H'(5")]

por lo tanto

~

m*(h) = pri(a) + pry(b) U pr;(6)
en donde a € H3(E), b € H2(E) y 0 € H'(S") es el generador canénico. Por la
naturalidad del push—forward se tiene que

prym* = 7rm
asi que

#*#(h) = pryym*(h) = prypri(a) + pry[pri(b) U pri(0)]

— 0+ bU pryypri(0)
—5U(9,15"])
=b

por otro lado, si denotamos por ¢ : E—ExS'a

t1(e) = (e, 1)

entonces tenemos los diagramas conmutativos

E x St E xSt E xSt
SN, )
n N 2N 1
E o F F o F FE o S
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de manera que

h = gm*(h) = jpri(a) + pri(7*m(h)) U fpry(6)

= a+ upri(T*m(h)) U0

=a

Hemos obtenido que

~

m*(h) = pri(h) + pri(#*m(h)) U prs(6).

~

Como #(h — k) =0y p(h —h') = 0 entonces por un lema anterior tenemos que

h—h'=7*(c(E)Ua) oc HYB).
Como tenemos la biyeccién [B, S| = [B, K(Z,1)] = H'(B;Z) dada por
9] = g7(0) € H'(B; Z)

entonces tomamos g: B — S! que corresponda a —a € H'(B). Usando que

~

m(h) = c1(F), y por la naturalidad del teorema de Kiinneth tenemos lo siguiente

(Id x g)"m*(h) = pri(h) + pri[a*(c1(E))] U pry(—a)
pri(h) — pri[*(ei(E)] U pri(a)

®*(h) = (Id, 7)*(Id x g)*m*(h) = h — #*(c1(E)) U #*(a)

h

son pares T—duales, que (E', 1),

Para el inciso b) supongamos que (E, k), (E, h)
(E,h) = (E',}). Sea

(E’ N ) también son pares T—duales y que

un isomorfismo de haces S'-principales tal que ®*h = h’. Notemos que ®: E' — FE
induce un isomorfismo entre los haces esféricos

®g: S(Lp ® L) — S(Lg © L)
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dado por
Os([e’, 2], [, w]) = ([(€'), 2], [6, w]).

Por lo tanto tenemos un diagrama conmutativo

S(Lg @ L)

en efecto, tenemos que
Ogi'(6) = ([Ps(€'), 0], (&, 1)) = i(e)
porque () es independiente de la eleccién de un elemento e en la fibra 71 (7(¢)).
Por el Lema 3.1.9 tenemos que existe Th € H*(S(Lg @ L)) tal que
i*(Th) =h y o*(Th) = h,
Definimos
Th' := &%4(Th),

notemos que A A R .

()(Th') = (') ®(Th) =" (Th) = h.
Dado que los pares (E', 1), (E’ N ) son T—duales, si mostramos que los pares
(£, '), (E,h) también son T-duales, entonces podemos concluir por el inciso a)

que (E,h) = (E',}). En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
donde los cuadrados son pull-backs:

£ XBE (@) EXBE1
P’ 2 P D
® - R
£ E E E
\ / 1d /
B B,

Id

~

(B)H = (F) @ h = (@,1d)p"h = (&,1d)p*h = (') (h).
Concluimos que (E', 1), (E, k) son pares T-duales y que (E,h) = (E', I). O
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3.2. La transformacion de T—dualidad

Ahora explicaremos acerca de la transformacion de T—dualidad, la cual nos
proporciona un isomorfismo entre las K-teorias torcidas de los pares duales.

Denotemos por T'(X) al conjunto de haces PU(H )-principales sobre X para un
espacio de Hilbert complejo, separable y de dimension infinita H. Consideremos
ahora dos pares T—duales (E,h) y (E,h) sobre B y una clase de Thom Th €
H3(S(V);Z), escogemos un haz K € T(S(V)) tal que

¢(K) =Th

en donde ¢ es la transformacion natural de la seccion de K—teoria torcida que
surge de la biyeccion entre elementos del tercer grupo de cohomologia y clases de
isomorfismo de haces. Por lo tanto tenemos dos nuevos haces principales

P=i"(K)eT(E) y P:=1(K)eT(E)
Se tiene entonces que
o(P) = c(i*(K)) = i"(c(K)) = h vy e(P)=c(i*(P)) = i*(e(K)) = h

Consideramos el haz ¢: £/ X E — B construido a partir de los haces 7: £ — B
y 7: E — B de donde tenemos el diagrama

A

EXBE

Notemos que la homotopia h: (S' x S') x I — S3 dada por
h(z, 2,t) = (V1 —t22,t2)

induce la homotopia H: (E xg E) x I — S(V) deiopaiop.

A continuacién explicaremos el mapeo u(h) inducido por una homotopia y que
nos va a permitir relacionar los torcimientos Py P Supongamos que h: Y xI — X
es una homotopia entre fy, fi: Y — X, luego

fe="hou k=01

endonde i;: Y — Y x [ estd dado por ix(y) = (y, k). Definamos F': Y xI — X x I
dado por

F(y,t) = (h(y,1t),1).
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Consideremos @ € T'(X) y consideremos los pullbacks (fy x Id;)*prj(Q) y
F*pri(Q) ambos en T'(Y x I), notemos que

(fo x 1dr)"pri(Q) = (pry o (fo x 1d1))"(Q) = f5"(Q)
en donde f: Y x I — X esta dado por

foly, 1) = foly).

Por otro lado, se tiene que
Frpri(Q) = (pry o F)*(Q) = h*(Q)
pero h y f{ son hométopas ya que H: (Y x I) x I — X dada por
H(y,t,s) = h(y, st)
satisface que

H(y,t,O) = h(y>0) = fO(y) = fé(y>t) y H(:Uat> 1) = h(Qat)'

Asf que H es una homotopia entre f] y h, por lo tanto

(fo x 1d;)"pri(Q) = Fpri(Q).
Definimos v: (fo x Id;)*pri(Q) — F*pri(Q) como el inico isomorfismo tal que la
composicion de los isomorfismos siguientes es la identidad
ig(v)
fo(Q) = 1p(fo x 1d)"pri(Q) = igF pri(Q) = f5(Q),

podemos garantizar la existencia de este isomorfismo v(h) gracias a la estructura
de H?(—)-torsor que tiene Hom(H;, H,) para cualesquiera Hy, Hy € T(—) y que
ademas esta estructura de torsor es compatible con los pullbacks. Finalmente
definimos

o *

i1 (v)
u(h): f5(Q) =1 (fo x 1d)"pri(Q) = i1 Fpri(Q) = f(Q).

En el caso de la homotopia h: F xpg ExI— S(V)entreiopy i 0 p tenemos
entonces el isomorfismo inducido entre torcimientos

=%

A

Ak Ak ok ~ (5 A\k u((\}JL) . * AU kK *
u(h): p*(P) =p"i"(K) =2 (10p)"'K = (iop)"(K) = p"i"(K) = p*(P)
Definicién 3.2.1. Definimos la transformacién de T—dualidad
T :=pou(h) op*: K*(E,P)— K*fl(E, ]5)

Todavia més general, se puede definir una transformacién de T—dualidad para
el caso de teorfas de cohomologia torcidas generalizadas b en el sentido de [16]
(enuncian los axiomas y propiedades que una teoria torcida debe cumplir), en don-
de T'(X) serian los torcimientos de la teorfa y en la definicién de la transformacién
se intercambiaria la K por b.
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3.3. T-admisibilidad

Una teoria de cohomologia torcida generalizada T-admisible guarda una es-
trecha relacién con la transformacién de T—dualidad. A continuacién veremos a
detalle esta relacion.

Sea S C C? la esfera unitaria y consideremos las dos esferas de dimension
uno S, ST C C. Consideremos los encajes i: S* — S, i(z) = (2,0) y i: St = S,
i(2) = (0,2). Sea T := S* x Sl el toroy p: T — S, p: T — S las respectivas
proyecciones.

Sea K € T'(S) un torcimiento tal que ¢(K) N [S] = 1y definimos

~

P:=i*(K) y P:=(K)
La homotopia h: T x I — S de la funcién i o p a la funcién 7 o p dada por
h(z, 2,t) == (V1 —t22,12)

induce un isomorfismo canénico

u(h): p(B) = " 0 (K) = (1o p) K ' (i p)(K) = p* 0 i*(K) = p*(P).

Si b es una teoria de cohomologia torcida generalizada entonces

Definicién 3.3.1. Decimos que una teoria de cohomologia torcida generalizada
es T—admisible si o
prou(h) op™: h(S', P) = h(S", P)

es un isomorfismo.

En este trabajo nos interesa el caso en que la teoria de cohomologia torcida b
es la K-teoria torcida, en este caso tenemos las siguientes propiedades sobre los
torcimientos:

Proposicién 3.3.2.  a) Eziste una transformacion natural
c: T(_) — H3(_7Z),

entre torcimientos y el tercer grupo de cohomologia de manera que la trans-
formacion clasifica las clases de isomorfismo de torcimientos.

b) Sea P € T(B), se tiene una biyeccion natural v: Aut(P) — H?*(B;Z) que
mapea composiciones a Sumas.
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¢) Sea K € T(XBy), en donde ¥B, := B x I/(B x {0} UB x {1}) es la
suspension reducida. Para la homotopia h: Bx I — ¥By dada por h(b,t) =
[b, t] notemos que

hg:h1:CIBi—>*‘—>EB+, *:BX{O}UBX{l},
el morfismo inducido u(h): C*K — C*K € Aut(C*K) satisface que
v(u(h)) = Susp(c(K))
en donde Susp: H3*(XBy) — H?*(B) es el isomorfismo de suspension.

Antes de probar el teorema de T—admisibilidad para la K—teoria probaremos
el siguiente lema:

Lema 3.3.3. Para la homotopia h: T x I — S dada por
h(z, 2,t) = (V1 —22,t2)

el morfismo )
u(h): 6p = p " (K) — p*i*(K) = 0r € Aut(0r)

satisface que

v(u(h)) € HX(T) = 7Z
es un generador.
Demostracion. Notemos que
ST, = S§3/(STush).
En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
TxI]-tsg3 21 63/(51U S
I
T, "

en donde la flecha punteada existe porque el mapeo ¢ o h es constante en cada
clase de equivalencia, es decir, se cumple

qoh(z20)=[20], qoh(z21)=[0,% vy [20 =02 eS%/(S'USH).

Nos gustarfa construir 7: S3/(S' U S') — ST, que sea la inversa de h. Conside-
remos

{Z w,!wll z#£0yw#0

2] w]

rlz wl = 2,0,0] w=0
[0, w,1] z=0
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notemos que si 2 0y w # 0

Siw=0

(hor)[z0] = iL[Z, 0,0] = [, 0],

mientras que si z =0
(hor)(0,w) = h[0,w,1] = [0, w].

De igual forma si ¢ € (0,1) entonces

(ro B[z, 58] = [T =z, t2] = [—”1_\/%:; %w} — [z,

Sit =0, entonces
(roh)[z, 2,0] =r[z,0] = [2,0,0] = [z, 2,0]
mientras que si t = 1, entonces
(roh)z 2,1 =r[0,2] =10,2,1] = [z 2,1].
Por otro lado, de la sucesién exacta larga del par se tiene que
0=H2(S'T18Y) % H3(S3/(STUSY) S H3(S?) 5 H3(S'IISY) = 0
asi que ¢* es un isomorfismo. Luego la composicién
H3(ST,) 5 H3(S3/(ST U SY) S H3(SP)

es un isomorfismo. Sea K € T(XT,) tal que

en donde K era un torcimiento tal que
(e([K]), [$7]) = 1.
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Consideremos la siguiente homotopia
T x I —">5% 2. 83/(5" x §1)
M\ L’I’
T
Esta homotopia satisface
roqgoh(z,z,t) =roq(vV1—1t2z12)
r[v1—t2z,tz]

z, 2,1

Por la Proposicién 3.3.2 inciso ¢) tenemos que

v(u(rogoh)) = Susp(c(K)).

Finalmente, dado que

~ can

(rtho)*f( = (rqip)"K = P K =p"i*(K) =2 0r

~ Can

entonces podemos concluir que v(u(h)) es un generador de H*(T) = 7Z O
Teorema 3.3.4. La K-teoria torcida es T—admisible.

Demostracion. Dado que las clases de isomorfismo de torcimientos en T'(S') estdn
en correspondencia biyectiva con elementos de H?(S') = 0 entonces

([P e H () =0 y o[P)) e H*(S') =0

de donde obtenemos que existe una tunica clase de isomorfismo de torcimientos,
por lo tanto

K"(S', P) = K™(8',051) = K™(SY) vy K"(S', P) = K"(S!,04) = K"(5Y).

También tenemos que

A

p(P)=p'(0) = 0r y ' (P) =P (0s) = Or,

entonces el isomorfismo de torcimientos inducido por la homotopia A

~

u(h): p*(P) —= p"(P)

5



es tal que
u(h) € Aut(67),

de esta manera u(h) debe corresponder con la clase de un haz vectorial lineal [L]
sobre T' (véase [7]) de manera que el mapeo inducido en K-teoria

u(h)*: K*(T, 5" (P)) — K"(T,p"(P))
es el producto tensorial con la clase [L], es decir, estd dado por el mapeo
~ @ [L]: K"(T,5"(P)) = K"(T,p"(P)),

(véase la Proposicién 3.4 de [23] o [7]). Por lo tanto tenemos un diagrama conmu-
tativo

u(h)*

P) 2 k(T p*(P)) 2 K7 (T, p*(P)) 2> K

~(l Nl(

Pero atin mas, por el lema anterior L — T es un haz lineal complejo tal que
ci(L) € H*(T) = Z es un generador. No es necesario saber exactamente cudl
es para demostrar que la transformacion de T—dualidad es un isomorfismo. Sin
embargo, en [14] se menciona exactamente cuél de los dos generadores le corres-
ponde. Primero calcularemos el mapeo dado por — ® [L]: K™"(T) — K™(T), en
este caso tenemos otro diagrama conmutativo utilizando el caracter de Chern

1%
-
1%

ol K™(T)

K1) —25 R ()

al Jo

HY(T5Q) 5 H°(T5,Q)

Uch[L]

en donde la flecha de abajo se tiene porque el caracter de Chern separa productos
tensoriales de clases de isomorfismo de haces vectoriales

ch([E] ® [F]) = ch[E] U ch[F].

Dado que el haz vectorial L sobre T es lineal, entonces su caracter de Chern es
igual a
ch[L] = D) =1 4 ¢ (L).

Sean 0 y 0 generadores de H'(S%Q) y H'(S*; Q). Por el teorema de Kiinneth
para cohomologia se sigue que # ® 6 es un generador de H 2(T;Q) = Q, por lo
tanto escogemos 0 y 6 de manera que

e (L) =0®0.
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De esta manera tenemos los siguientes calculos

(1@l Uch[L]=1@)U(l+020)=101+0x4,
(1®0)Uch[L] =190 U(1+020) =10,
(@@1)Uch[Ll= (0o U1+020) =01,
(A @A) Uch[L] =020 U(1+020) =00

Nos gustaria probar que el caracter de Chern es un isomorfismo en el toro,
pero primero veamos que es un isomorfismo en S*. En efecto, sea

ch: K°(SY) — H®(S:; Q).
Notemos que K°(S') estd generado por el haz trivial [S' x C], de manera que
ch([S x C]) = e 5D = 0 =1
por lo tanto es un isomorfismo en dimension 0. Ahora sea
ch: K71(SY) — H°Y(SQ),

notemos que por definicién del caracter de Chern en dimensiéon —1 primero utili-
zamos la definicion de la K—teoria en dimension —1:

K~1(SY) = K)(2S}) = K°(S*) 2 Z(H - 1).
De esta manera se tiene
ch: KO(S%) = A(5%Q) = H*9(s%Q)
por lo tanto
h(H — 1) = ) — 10 = 14 ey(H) — 1 = a(H) € H*(S%2) € H3(5%Q),

como ¢;(H) es un generador, entonces al tomar el isomorfismo de suspension se-
guira siendo un generador, asi que el caracter de Chern también es un isomorfismo
en dimension —1. Con lo anterior ademas obtenemos que el caracter de Chern en
S! tiene imagen en la cohomologfa con coeficientes enteros.

Ahora para ver que es un isomorfismo en el toro, utilizamos el teorema de
Kiinneth para K-teorfa desarrollado por Atiyah en [3]. Este teorema nos dice un
resultado analogo a cohomologia: Dados dos CW-complejos finitos X, Y, en donde
ademas K*(Y') es libre, se cumple que

K'(X)@ K*(YV) 5 K*(X xY)
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es un isomorfismo, en donde p es el producto externo. Tenemos entonces un dia-
grama conmutativo

K*(S") @ K*(81) s K*(T)
Ch@ChLE ch
HH(SY) @ H(§Y) = H*(T)
de donde se sigue que la flecha de la derecha es un isomorfismo.

Sean e, e; € K9(S1), 9,6, € K°(S) tales que

eo =ch (1), e =ch ()

éo=ch}(1), & =ch7(h).

Tenemos entonces la siguiente correspondencia bajo el diagrama conmutativo an-
terior:

~

ch®ch(eg®ép) =1®1, ch®ch(e; ®é)
ch®ch(e; ®éy) =0®1, ch®ch(ey® é;)

Qb>

0 ®
1®

D>

El mapeo ®|L] estd dado por

(eo®ép) ®[L] = e ® &g+ e1 ® éq,
(co®é1) ®[L] = eo ® éy,
(e1 ®éy) ® [L] = e ® é,
(e1®@é)@[L]=e1®é

Por el teorema de Kiinneth, p*: K"(S') — K™(T) es la inclusién respectiva, sin
embargo no es tan claro a dénde envia py a los generadores. En [22] se nos pre-
senta el teorema de Grothendieck—Riemann—Roch diferenciable el cual relaciona
el pushforward en K—teoria con el pushforward en cohomologia, este nos dice lo
siguiente

ch(pi(e)) - Todd(S?) = pi(ch(e) - Todd(S* x S1)), ee K™(T)

en donde la clase Todd(X) estda dada en términos de las clases de Chern de la
variedad. Supongamos que el haz tangente complexificado de la variedad es suma
directa de haces lineales TX ® C =L, & --- ® L,,, entonces

Todd(X) = ﬁ T 661

=1
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También podemos calcular esta clase con la siguiente igualdad

TX)  E(TX)+eo(TX TX)en(TX
Todd(X):1+cl<2 ) dl )1+2c2( ), al ;Zz( )

Notemos que la cohomologia de S! en dimensiones pares distintas de cero se anula
asi que

~

Todd(S") = 1.
También tenemos que el haz tangente de S* x St es trivial, ya que
T(S* x ST = T(SY) @ T(S?) = (S* x S') x R?
por lo tanto la complexificacién esta dada por
T(S'x S @C2[(S' x S') xR ®C = (5" x S') x C?

ast que ¢;(T(S' x S') ®C) = 0 y la cohomologfa de S* x S en dimensiones pares
mayores que 2 es cero, por lo tanto

Todd(S* x S*) =1,

luego en este caso tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K™(T) —2 Kn=1(31) .

N o

H*(T) ——H*(5")

2l

Por los calculos del pushforward en cohomologia del segundo capitulo, con ayuda
del teorema de Kiinneth, tenemos lo siguiente

plel)=(1,[S)i=0
p(1®0) = (1,[S1)6 =0
p@®1)=(0,S)1 = =+1
(0 ®0) = (0,[51)0 = +0.
De esta manera
prleo®ép) =0
pleo®ér) =0
piler ® ég) = £é
prer ® é1) = £é;

-3
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Finalmente se tiene que el mapeo de T—dualidad T = p, o u* o p* satisface
T(eo) = ]5! ou* op*(eo) = ]51 o u*(eo ® éo) = ]51(60 ® éo +e1 X él) = :Eél
T(e1) =prou”op™(er) =prou(e; ®é) = Pi(é1 ® &) = F6,

concluimos que 7" es un isomorfismo. O

Ahora bien, bajo las condiciones en que la base B es un CW-complejo finito,
entonces:

Teorema 3.3.5 (Bunke-Schick). Dados (E, P), (E, P) pares T-duales sobre B,
la transformacion de T—dualidad

T = pou(h)* op*: K*(E,P) — K*(E, P)
es un isomorfismo.

Antes de probar este teorema de Bunke—Schick enunciamos unas propiedades
que satisface la K—teoria torcida.

Proposicién 3.3.6. Seap: Y — X un mapeo orientado en K—teoria y P € T(X).
Denotamos por Wy, al isomorfismo de torcimientos dado por

Uig(=): ffog (=) = (g0 f)(—)

en donde f,g son funciones entre espacios que se pueden componer. El pushfor-
ward para K-teoria torcida satisface las siguientes propiedades:

1. (Funtorialidad). Si q: Z — Y es un mapeo propio orientado en K-teoria,
entonces tenemos que

poqoW,,(P) = (qop): K"(Z,(qop)'P)— K"(X,P)

2. (Naturalidad). Sig: Z — X es un mapeo de manera que tenemos el siguiente
diagrama pullback

ZxxY Py
g*pl lp
Z X

entonces
(g )10 Wy gep(P)* 0 (Wypeg(P))H o (p"g)* = g o

Para una demostracion de estas propiedades del pushforward en K-teoria tor-
cida véanse [17] y [10].
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Proposicién 3.3.7. (Mayer—Vietoris) Si B =U UV es una descomposicion por
conjuntos abiertos, entonces existe una funcion ¢: B — R tal que

dlp_v =1 y ¢lp_v =—1

Definimos el conjunto
A:={be B | ¢(b) =0}

de manera que tenemos las inclusiones
j;A—=B y i:A=UNV

Definimos las inclusiones

U . p

47T

unv —V
iy
Sea P € T(B), la siguiente sucesion es exacta

(G53v)

e
llUlV

K"(UNV,r*P)

en donde 6 = j,04* (0 no depende de la funcion ¢ ).

Sea f: A — B un mapeo, utilizamos el pullback de K para definir la transfor-
macion de T—dualidad T sobre A, de manera que tenemos el siguiente diagrama:

f*EXAf*E ¢ EXBE
/QV/ & /}//\\<\
F A A
B B E
A 7 B

Para demostrar los siguientes lemas ignoraremos los mapeos ¥, que puedan
aparecer.

Lema 3.3.8. La transformacion de T—-dualidad satisface las siguientes propieda-

des:
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a) ToF*=F*oT
b) Tod=60T

Demostracion. Para el inciso a) utilizamos la propiedad de naturalidad del push-
forward

FoT =F*opou(h) op*
= (F*p)1o G* ou(h)* o p*.
Utilizando la naturalidad con respecto a pullbacks del mapeo inducido por iso-
morfismos de torcimientos, dado el diagrama

G*u(h) u(h)

G*p*P G*p*P PP

f*E x4 f*E E xp

p*P

tenemos que
(F*p)io G* o u(h)* op* = (F*p)io (Gu(h))* o G* o p’
= (F"p)ro (G u(h))" o (F'p)" o F”
=ToF".
Para el inciso b), dada la descomposicién de B por conjuntos abiertos
B=UUV
para un subconjunto X C B hacemos
Ex =n'(X) y Ex:=#a4X).
Sea ¢: B — R una funcién tal que ¢|p_y =1, ¢|p_v = -1y
ji(A={o=0}) = B.
Notemos que A
jiASUNV S B

de manera que tenemos los diagramas

EA XA EA ! E’UQV Xunv EUOV
V I*R*p Rp Rp
I N A
EA EA %/r EUOV
\ / I /
A unv
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=5
=
X
W
ty»

Evnv Xvnv Euav

y Rp p p
R N ~
E

EUOV EUOV E

unv B

S
X
hS
5>
S
S
X
8y
o

y J*p p D
J ~ .
E E

asi que

doT = JyoI"o(Rp) o (Ruh)) o (Rp)*
= Jyo (I"R*p) o (I"R*u(h))* o (I"R*p)* o I*
= Jio (J'p)o (Jru(h)* o (J'p)ol”
=proJio (J'u(h))" o (J*p)
= prou(h)* o Jyo(Jp) ol
=pou(h) op o iol”
=Too. [

Lema 3.3.9. El enunciado del teorema de Bunke—Schick se cumple para B = S"
para toda n > 0.

Demostracion. Por inducciéon sobre n, supongamos que n = 0, entonces por la T—
admisibilidad de la K—teoria torcida se tiene que la transformacién de T—dualidad
es un isomorfismo. Supongamos que el resultado es valido para n, entonces toma-
mos la descomposicién por abiertos de S"*! dada por

Sl —_pyuv
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en donde
U~x, Vex y UNV =S,

luego utilizando la sucesién de Mayer—Vietoris y el Lema 3.3.2 tenemos los si-
guientes cuadrados conmutativos:

Knil(EU, PU) D Knil(Ev, Pv) —>Kn71(EUﬂV7 PUﬁV) —5>Kn<E7 P) -

ror| E I

Kn_2<EU7 pU) © Kn_2(EV, ISV) _>Kn_2(EUmV> PUmV) — K"_I(E7 ]5) —

K"(Ey, Py) @ K"(Ey, Py) K™(Evynv, Punv)

ror| B

_>Kn_1(EU, pU) D Kn_l(Ew PV) — Kn_l(EUﬂVa pUﬁV)-

Entonces T es un isomorfismo en Fy, Ey por la T—admisibilidad y también es un
isomorfismo en Fyny por la hipdtesis de induccion. Por el Lema de los 5 podemos
concluir que

T: K"(E,P) — K" Y(E,P), ¥Yn=0,1

es un isomorfismo. O]

Demostracion del teorema de Bunke—Schick. Sea B un CW-complejo finito y to-
memos subcomplejos de B

B,cByCc---CB,=18
de manera que n es el numero total de celdas de todas las dimensiones de B,
B =¢
es una O—celda y
Bit1 = BiUei

para alguna celda e; ;1 de dimensién d;; ;. Por induccién sobre n, supongamos que
n = 0, entonces por la T-admisibilidad de la K-teoria torcida se tiene que la
transformacién de T—dualidad es un isomorfismo. Supongamos que el resultado
es valido para n, dado que

Bny1 = By Uen

entonces tomamos una descomposicién por abiertos de B := B,,; = U UV tal
que

Ux~B,, Vo~x y UNV o Sl
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luego utilizando la sucesion de Mayer—Vietoris y el Lema 3.3.8 tenemos los si-
guientes cuadrados conmutativos

K" YEy, Py) ® K" ' (Ey, Py) —= K" Y (Eynv, Puav) —6>K”(E, P)——

ror| E I

Kn*Q(EU, pU) S3) Kn*Q(EV, pv) —>Kn72(EUﬁV> pUﬁV) —s anl(E, P) —

K™"(Ey, Py) ® K"(Ev, Py) K™"(Eynv, Purv)

ror |

—>an1(EAU7 pU) S anl(EAv, pv) — anl(EUmV, pUﬂV)-

Notemos que T es un isomorfismo en Ey por la hipétesis de induccién, es un
isomorfismo en Fy por la T-admisibilidad y también es un isomorfismo en Eyny
por el Lema 3.3.9. Por el Lema de los 5 podemos concluir que

T: K"(E,P)— K" Y(E,P), ¥Yn=0,1

es un isomorfismo cuando la base B de los haces S!'-principales es un CW-—
complejo finito. O

El teorema anterior en realidad tiene una version mas general para teorias de
cohomologia torcida en el sentido de [16], dicho teorema general nos dice que basta
que la transformacion de T—dualidad sea un isomorfismo en la fibra para que sea
un isomorfismo sobre los pares duales (el caso de las fibras resulta ser el primer
paso de la induccién).
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Capitulo 4

T—dualidad equivariante

Una generalizacion inmediata de la T—dualidad en el caso equivariante para
un grupo de Lie compacto G, serfa trabajar ahora con G—espacios y con haces S
principales G—equivariantes. Para este tipo de espacios la cohomologia y K—teoria
torcida correspondiente serian los funtores G—equivariantes Hg(—) y Kg(—, —).
Empezamos haciendo calculos cuando la base B = {x} para ver la posible gene-
ralizacién. Consideremos la siguiente definicion:

Definicién 4.0.1. Sea G un grupo de Lie compacto y B un G—espacio. Un par
(E,h) sobre B consiste de un haz S'-principal G-equivariante y una clase h €

Durante esta seccion analizaremos posibles T—-dualidades para distintos grupos
compactos de Lie G.

4.1. El caso del grupo ciclico de orden primo

Primero supongamos que G = Z/p con p primo. Los pares (E,h) y (E,B)
sobre B = {x} serfan T—duales si tenemos un diagrama:

de manera que

AP(E) =m(h), GPE)=m(h), GPE)UEPE) =0 y ¢*h=q"h



Primeramente calcularemos H2 /p(*) para conocer los posibles haces S'-principales
Z/p—equivariantes. Recordemos que

N

[o]

H(BLfp) = 5,

ol =2

an

asi que
Hg/p(*) = H*(EZ/p Xz, ) & H*(BZ/p) = Z/p.

Por lo que la primera diferencia al caso no equivariante es que ahora existe mas
de un haz S'-principal sobre *, en este caso tenemos p posibles haces. Estos
haces estan relacionados con las representaciones complejas de Z/p, asi que para
0 <1 < p—1 denotamos por S} al circulo cuya accién de Z/p estd dada por

k] - z=w"2 endonde w =Py (k] €Z/p

de manera que
z
"(S}) =1 € Hi,(+) = Z/p.

A continuacién veremos la demostracién de esta afirmacién. Denotemos por
. ql 1 - 1
wp: ST —= ST, i Z/p— S

a los mapeos dados por

y a
v:Z/p— St

a la composicion de los mapeos. Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Zjp—~ 5"

N

St

Tomando espacios clasificantes obtendremos un diagrama que conmuta salvo ho-
motopia

BZ/p -2~ BS!
By lel
BS*.
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Veremos cudl es el mapeo (Bw;)*: H*(BS') — H?(BS'). Escogemos 1 := ¢;(ES?!)
como generador de H*(BS?'), de esta manera utilizando el teorema de coeficientes
universales tenemos que

(Bwy)*

H2(BSY) H2(BSY)

i :

Hom(Hy(BS"), Z) 5—- Hom(Hy(BS"), Z).

Utilizando el teorema de Hurewicz obtenemos

(Bwi)«

Hy(BSY) =2 Hy(BSY)

gl lg

(Bwy)«

WQ(BSl) ﬁ"ﬂ'g(le)

gl lg

ﬂ-l(Sl) wl*:Xl 7-(-1(51)7
por lo tanto concluimos que (Bw;)* es multiplicacién por [. A continuacién veremos
que el mapeo Bj*: H*(BS') — H?(BZ/n) manda el 1 = ¢;(ES") a un generador
y asi tomaremos el isomorfismo H?(BZ/p) = Z/p tal que [1] = Bj*(1). Tenemos
una fibracién

S\ = §'/Z/p—— BZ/p-2~ BS!

por lo tanto las paginas Fy y E3 de la sucesién espectral estan dadas por

1| z_ 0 =z 1l 0o o0
w‘

ol z o "z ol z o Z/p
0 1 2 0 1 2

respectivamente. Recordemos que tenemos un diagrama conmutativo

7=~ H*(BSY)

H*(BZ/p) = Z/p



en donde ¢ es sobreyectivo y ¢ es inyectivo. Asi ¢ manda el 1 a un generador por
ser sobre y ¥ manda un generador en un generador por ser inyectiva, luego Bj*
manda el 1 en un generador de H?(BZ/p). Utilizaremos la siguiente propiedad
de funciones inducidas entre espacios clasificantes y pull-backs: Si f: H — G
entonces

Bf*(EG) = EH x; G,
como haces G—principales. En nuestro caso obtenemos que
(Bw)*(ESY) = EZ/p x., S' = EZ[p Xz,, S/
Luego

P(SY) = ei(EZ/p Xz, SP) = a1 (By)*(ESY)) = (By)*ei(ESY)
= Bj*(Bw)*e1(ESY) = Bj*(1) = [I].

Notemos que S§ = S, es decir, es el circulo con la accién trivial de Z/p, de
esta manera

AP (s = 0.
Si queremos que (S}, h) y (S}, h) sean pares T-duales entonces se debe cumplir
la propiedad
VA z
Cl/p<Sli) U Cl/p(Sll) =0,
por la estructura del anillo de cohomologia de BZ/p tenemos
EP(SHY U P (Y = ka Ula = (kl)a?
luego se debe cumplir la condiciéon

kla? = 0.

Se sigue que
plkl, 0<kiI<p—1 = plkonp|l

Concluimos que

k=061=0.

Supongamos que k = 0 y [ # 0, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
xS}
B=
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Ahora los posibles valores que puede tomar h son los siguientes:
he H3,,(S)) = HY(S}/(Z/p)) = H*(S") = 0

en donde hemos utilizado que la accién de Z/p sobre S} es libre. Los posibles
valores de h son los siguientes

heHj,(S") =~ H*(BZ/p x S') = H*(BZ/p) ® H'(S") 2 Z/p @ Z.= L/p.

De la sucesién de Gysin para S — * tenemos que m es un isomorfismo. Para de-
terminar con exactitud cémo es el mapeo 7 utilizamos el mapeo entre coeficientes

p:Z — Z/p

inducido en cohomologia y la inclusién del espacio lente L***1 = S?"+1/7 /1 en el
espacio clasificante S*/Z/p = BZ/p la cual denotaremos por

VE L2t BZ/p,
de esta manera tenemos los cuadrados conmutativos

H*(BZ/p x 8% Z) —=—= H*(BZ/p, Z.)

p*l Lp*

H3(BZ/p x S% Z/p) = H*(BZ/p; Z/p)

(le)*l L]'*

HB(L2n+1 X Sl;Z/p> ! HQ(LQHJrl;Z/p).

Recordemos que la cohomologia del espacio L?"*! con coeficientes en Z/p estd
dada por Z/p hasta 2n+1 y es 0 después de 2n+ 1, atin mas dados los generadores

ac HY(L™YZ/p) y BeH (L™ 2Z)/p)

tenemos que
Z/p(B) j=2i
Z/p(afB?) Jj=2i+1.

Por el teorema de Kiinneth notemos que

H (L x SYZ)p) 2 Z/p(B @ ) @ Z/p(aff @ 1)

HY (L Z/p) = {

en donde 7 es un generador de H'(S';Z/p). Con esta descomposicién podemos
calcular la flecha de abajo del diagrama proponiendo que

mBey) =0y m@fel)=0
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y viendo que
<bm(a), [L2n+1]> — <7T*<b)a, [L2n+1 % Sl]> a € H3(L2n+1 X Sl)7 bhe H2n71(L2n+1).
Basta probarlo para a, b generadores. Notemos que

(@™ m(B @), (L)) = (g, [L*"]) = 1

(" @ 1)(B®7), [L x ST))
= (=) ap") @, [L*"F % 51]>
((aB") @7, [L"* x S']) =

(T (B ) (B @A), L x S')

(am(af @ 1), [L*T]) =0

(m*(aB" ) (aB @ 1), [L x S1) = (" @ D(af @ 1), [L* x ST])

( 1)|1|~|o¢ﬁ|a5n—1aﬁ ® 17 [L2n+1 % Sl]>
( 1)|1|~|a6|a2ﬁn’ [L2n+1 % Sl]>
0

,[L2n+1 % Sl]> — 0

o~ o~~~

Dado que nosotros queremos calcular m en la cohomologia con coeficientes enteros,
entonces debemos ver lo que hacen los mapeos ¢,. Notemos que de la sucesion
exacta larga en cohomologia asociada a la sucesion exacta corta de coeficientes

023725 7Z/p—0
podemos concluir que
p.: H*(BZ/p;Z) — H*(BZ/p; Z/p)

es inyectiva. Ademds por la naturalidad del teorema de Kiinneth tenemos que el
mapeo

p.: HY(BZ)2 x S 7) — H¥(BZ/2 x §";7/p)

es la inclusién en el primer sumando, luego es inyectiva. Asi obtenemos que 7 en
la cohomologia con coeficientes enteros es la identidad.
Notemos que [ € Hy, (S;) satisface

m(l) = 7 (5)).
ast h=1y h = 0. Finalmente
¢ Hyp,(SY) — Hyp (ST % S)) = HY(S" x S} /(Z/p)) = H(S' x 8)) =

91



por lo tanto

¢ (1) = 0=g"(0),
luego (S, 1) y (S},0) serfan pares duales. La T—dualidad nos dirfa que la siguiente
composicion de mapeos es un isomorfismo

W KY,(S" xS, q70) & KL, (S],0).

0 1y 94, pe0 1 1 %]
KZ/p(S 7l) — KZ/p(S X Sl 4 )
A continuacién calcularemos el mapeo p*. Consideremos la descomposicién de S*
por cerrados Z/p—invariantes, como el hemisferio norte D«lF cerrado y el hemisferio
sur cerrado D! de manera que

DiuD! =5"y D.nD!=45"

Esta descomposicién es posible gracias a que S* tiene accién trivial. Por la sucesién
de Mayer—Vietoris tenemos la siguiente sucesion

(S%,1) —— K

Z/p(D}F7 l) @ Kg

(DL, 1) —= K3, (5", 1)

|

(DL 1)@ K}, (DL, 1) ~— K3}, (S",1).

Z/p /P

Z/p(SO l) -~ K%/p
Dado que la restriccién del torcimiento ! a Di se anula ya que Hy, (Di) = 0
entonces [ es un haz PU(H)-principal trivial sobre los hemisferios y de igual
forma sobre S°. Ahora bien, para destorcer la K-teorfa torcida, necesitamos com-
poner con los isomorfismos (¢4 ), (¢ )« inducidos por las trivializaciones globales
w4, p_, de manera que tendremos el siguiente diagrama

KY, (S'1) — K3, (DL, 1) & K2, (DL, 1) 22 KO (8°,1) — K3, (S',1)
l((¢+)*7(<p)*) l(‘p‘F)*

en donde f = (p_|g0)(¢1|s0)" es la funcién de engranaje
f:8°x PU(H) — S x PU(H)

asociada al torcimiento [, la cual induce f.: K7,,(S°) — K7,,(S°). Notemos que
se tiene la siguiente identificacion

1®Susp ~ ~
Hg/p(sl) ~ H*(BZ/p) ® H(S') = H*(BZ/p)® H°(S") = Hg/p(so)
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por lo tanto tenemos el siguiente diagrama

Pron/p(Sl) ——Proj(EZ/p Xz, S*) — Hg/p(Sl)

- A

—~C —~C ~
Liny,(S°) ——Lin (EZ/p xz/, S°) — H%/p(SO)
en donde con
—~ C —~ C 0
Ling,, v Lin (EZ/p Xz, S")
nos referimos a clases de haces lineales complejos tales que el haz es trivial sobre
—1 € S°% Con lo anterior y con ayuda de un teorema conocido, el mapeo f,

— C
coincide con la multiplicacién por el haz lineal L € Ling (S %) que le corresponde
a [ en el diagrama anterior. Notemos que

L=(CIC) — S°={-1}11{1}

en donde C es un haz vectorial lineal con accién trivial, mientras que C; son los
complejos con la accién de multiplicar por potencias de w = e>™¥/P,

Nota. Con el haz lineal
(CIIC)) — S® = {-1} I {1}

nos referimos a que C es el haz lineal complejo que se encuentra sobre el —1 y C; es
el haz lineal complejo que se encuentra sobre 1. De ahora en adelante utilizaremos
esta notacion.

Utilizando la descomposicién de la K—teoria equivariante cuando el espacio
tiene accién trivial, tenemos el diagrama conmutativo

it~ fuit

K3, (DY) & K9, (D') K7,,(5%)

%l lg

K°(D}) ® R(Z/p) ® K°(DL) R(Z/p)i—>* " -K°(S°) ® R(Z/p)
+ T
Dado que en los siguientes cuadrados conmutativos

K°(DL) ® R(Z/p) =x K9(S°) @ R(Z/p)

| |

7.® R(Z/p) Z? @ R(Z/p)
R(Z/p) R(Z/p)?
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la flecha de abajo manda x — (z,x), entonces podemos olvidarnos del producto
tensorial. Denotemos por p; a la representacién compleja de multiplicaciéon por
potencias de €2™/?_ De esta manera p, serfa la representacién trivial y

R(Z/0) = D2

Entonces el mapeo
i — fi*: R(Z/p) ® R(Z/p) — R(Z/p)*

esta dado por

p—1 p—1
Ker(if — fui*) = (Z mip;i, anpz> m; = ng, Mm; = n[il}}

O
= (Z mp;, Zmpi) |m € Z}
1=0 1=0

I
§§ —NN— —— —/—

pr— p—1
(Z m;pi, Zn1p1> mo = m[*l] = m[,gl] g —

Podemos identificar Ker(i* — f.i*) = K°(S',1) por unos ceros que aparecen en la
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sucesion de Mayer—Vietoris, como vemos a continuacion

K%/p(SO) =0

Kg/p

(S,1)
Kg/p(DiL) ® Kg/p(Dl—)
i~ fuit

K%/p(‘g())

K%/p

(5%,1)

1 1 1 1y _
KZ/p<D+) EB KZ/p(Df) - O

Para calcular el mapeo ¢* utilizaremos la naturalidad de la sucesion de Mayer—
Vietoris, de manera que utilizamos la misma descomposicién del circulo S con
accion trivial pero ahora visto como una descomposicién del toro S* x S}, notemos
que en este caso el torcimiento sobre el toro satisface

¢ () =0.

De esta manera este célculo se reduce a la K-teoria Z/p-equivariante no torcida,
asi tendremos la sucesion de Mayer—Vietoris

it~ flit

Kg/zp(s1 X S}) _>K§/p<D1+ x S}) @ Kg/p(D£ x S}) _>K§/p(50 x S})

| |

K}, (80 % S}) <— K}, (D} x S}) @ K}, (DL x S}) <— K}, (S" x S})

y ¢* induce un mapeo entre estas sucesiones exactas.
Para identificar estos grupos de K—teoria equivariante en el toro utilizamos el
siguiente teorema de Kiinneth desarrollado por Haruo Minami [38]

Teorema 4.1.1 (Minami). Sean X y Y espacios compactos Hausdorff en los
cuales actian los grupos de Lie G y H respectivamente. Si los espacios de orbitas
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X/G y Y/H son de dimension de recubrimiento finita y X (6Y ) es localmente
G—(6 H-) contrdctil entonces tenemos una sucesion ezacta

0= @ KLX)@KL(Y) 5 Kb y(X xY) = @ Tor(K5(X), K, (Y)) =0
itj—k i+j=k+1

en donde i,j,k € /2 y u es el producto externo.

Con ayuda del teorema, por ejemplo podriamos calcular el mapeo inducido
por la funcién de engranaje f{: K3, (S° x S}) — K3, (S° x S}), el cual se espera
sea la identidad ya que la K—teoria equivariante torcida se redujo a la K—teoria
equivariante no torcida. Tenemos el diagrama conmutativo:

fi=—oL

Kg/p(so x S}) K%/p(so x S})
NT ]u
K°(5%) & K7 ,,(8)) —= K°(5%) ® K7, (S")
en donde L' = ¢*(L) = S} x (CIIC;) — S° x S}, por lo tanto
U(CTTICY) @ (S} x )] = ¢ (CE T CY) @ §*(S} x C)
=[S} x (C*IICY)] ® (S x S} x C™)
=S x (C™ I C™)
luego
(S} x (C™ I C™)|@ L =8} x (C™ 11C™)
dado que
W7 L1CY) @ (8] x C)] = S} x (€™ L)
y ademds como [S} x CJ"] = [S} x C™] € K3, (S}) = K°(S}/Z/p) = K°(S") =Z
entonces podemos concluir que la flecha de abajo del diagrama es la identidad.
Tenemos el diagrama conmutativo

KO

9Dy x 81 @ KY (DL x S}) = K°(D}) & K°(D!)

e - % Sk
1+zl l'@z
~

K9,,(5° % 1) : KO(8")

por lo tanto
(i — i) (m,n) = (m —n,m —n).
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Asi que el diagrama entre sucesiones de Mayer—Vietoris inducido por ¢* es el
siguiente

0 Z/p(SO x S}
Kg/p(sl’l) : Kg/p(sl x St)
(7197
)
K3, (DY) & KY, (D')—= (" K3, (DY x Shye KY, (D x S})
+_f*7;i er_li
KQ/IJ(SO) : Kg/p(so x S})
K}, (SY0) d K3, (ST x S},1)
0 K}, (D} x S}) @ KL, (D! x S}).

De la misma manera, con la ayuda del teorema de Minami calculamos el mapeo

de manera que tenemos el diagrama conmutativo

( ")
K3, (DY) ® K3, (DY) K9, (D} x S})@ K3, (D' x S})
(u,u)T T(u,u)
Kz (¥) © K3, (¥) — oy K3, (S1) © K3, (S)

por lo tanto

(S oS ) = ) (S S ) - (L )

Por la identificacién de K7, (S*,1) = Ker(i% — f.i*) y el primer diagrama con-
mutativo de arriba tenemos que la composicion

Goat e (Y men Yo mei) = (a07) (D2 mos, D mei) = (pm, pm).

Utilizando la naturalidad del producto externo en el teorema de Minami vemos
que
it K, (8 % S1) > K2,(DL x 5),
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se reduce a
gi: [KO(SY) @ Kz,,(S)] @ [K'(S") © Ky,,(S))] = K°(DL) ® K3,,,(S))

por lo tanto

(7%, 72)(m, n) = (m, m).
Por desgracia el cuadrado conmutativo de la sucesion de Mayer—Vietoris solo
muestra que el homomorfismo

¢ L= Kp,(S'1) = Kz,,(S' xS)) = Z®L

es de la forma
q*(m) = (pm, p(m))

para cierto homomorfismo ¢: Z — Z.

Para terminar el calculo del mapeo ¢* y saber exactamente quién es el homo-
morfismo ¢ anterior, utilizaremos la descripcién de la K—teorfa torcida K7 /p(X , Q)
como la construcciéon de Grothendieck del conjunto de clases de isomorfismo de
Z/p-haces a—torcidos sobre X. Como referencia mencionamos el articulo de Dw-
yer [21] en donde se desarrolla la K—teoria torcida para torcimientos a que son
elementos de torsion, el cual resulta ser nuestro caso. Otra referencia que reco-
mendamos es [9].

Nuestro primer paso es calcular el mapeo inducido por la funcién
7 /p—equivariante

itk — St
utilizando una vez mas la naturalidad de la sucesion de Mayer—Vietoris. Tenemos

el diagrama siguiente

Z= K2, (S'1) K9, (+,i1) = R(Z/p)

wl lA

R(Z/p)* = K3, (DY) @ K3, (DY) —— K7, (%) © Kz, (+) = R(Z/p)”

en donde la flecha de abajo es un isomorfismo ya que D} =~ /p *. Asi calculamos

que
A (m) = p(m) = (3 mpi, Y mp;)
(i*(m), i (m) = (3" mpi. > mp)
i*(m) = Z mp;.
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En particular, es inyectiva. Tenemos que

p—1
Ky, (+, i) = @ ZV;
1=0

en donde V; son haces torcidos lineales sobre x que corresponden a las represen-
taciones p; bajo el isomorfismo de destorcimiento. De esta manera se tiene que el
haz torcido S* x (Vo & -+ @ V,_1) es tal que

De esta manera podemos calcular

(

F 7,*)—1
q: Ky, (S, 1) = Kp,(S" xS}, q*l) = K3,,(S' x 5}) = K°S'x S,

tenemos que
(M) FG (ST x (Vo@ - @ Vo)) = () (S x ) x (V@ @ V1))

= (") (ST X S x (po @+ @ pp-1))

=St x St x CP.
Como

K(S'x SY =719 ZH,
en donde H es el pullback del haz de Bott bajo el cociente
St x St — 5%,
podemos concluir que ¢*: Z — Z & 7 es
q"(m) = (pm,0).
Con el resultado anterior vemos que la transformacién de T—dualidad
G ou(h) oq : Kz,,(S",1) = Kz,,(S},0)

nunca sera un isomorfismo, a pesar de que ambos grupos son isomorfos.
Kp,(S'01) 2 ker(iy, — fuiZ) = Z y Kz,(8,0) = K'(S]/Z/p) = K'(S") = L
Con lo anterior hemos probado el siguiente teorema

Teorema 4.1.2. En general la transformacion de T-dualidad no necesariamente
es un isomorfismo en el caso Z/p—equivariante con p primo.

Este teorema muestra que la conjetura hecha por Gomi en la Seccién 5.7 del
articulo [24] es falsa con la generalizacién equivariante directa de la transformacién
de T-dualidad. El realiza el siguiente comentario: “Debe existir una T—dualidad
equivariante en donde un haz S'-principal equivariante aparece como T-dual de
otro haz S'-principal equivariante y tinicamente estd involucrada la cohomologia
equivariante de Borel” y menciona que este resultado al menos se debe cumplir
para Z/2.
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4.1.1. Existencia de una clase de Thom equivariante

Las clases de Thom son importantes para la T—dualidad ya que nos permiten
conectar las clases h y h de los pares T—duales, de hecho Bunke y Schick utilizan
estas clases de Thom para definir a los pares T—duales (ver la Definicién 2.9
de [16]). A continuacién analizaremos la existencia de una clase de Thom en la
cohomologia equivariante de S3, es posible que necesitemos tomar una accién de
Z/p sobre S* de manera que la homotopia h: S' x S} — 53 sea equivariante. Por
este motivo una accién sobre S® que hace equivariante a la homotopia anterior es
la siguiente:

k] - (z,w) = (z,w*w) en donde w = e*™/P y [k] € Z/p.

Lo primero que hay que notar de esta accion es que no es libre ya que hay puntos
fijos para cada [k]
[£](2,0) = (2,0).

Para calcular Hj, (S7) utilizamos el haz fibrado
S% — EZ/p xz,, S} — BZ/p.

De esta manera la accién de m (BZ/p) = Z/p sobre H*(S?) estd dada simplemente
por los mapeos inducidos en cohomologia de los homeomorfismos Ly : S3 — S8,
Estos mapeos son rotaciones en la segunda entrada compleja. Como una rota-
ciéon es composicion de dos reflexiones, podemos concluir que el grado de estos
homeomorfismos es (—1)% = 1, luego la accién del grupo fundamental sobre la co-
homologia de la fibra es trivial. Tenemos la siguiente sucesién espectral en donde
EY?=EP? = B

3| HOBZ/p)
2 0
1 0
0| HBZ/p)
0 1 2 3 4
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y la tnica diferencial que podria ser distinta de cero es dy4, pero dado que estamos
en un haz esférico, se sigue que dy es multiplicacion por la segunda clase de Chern
equivariante de S?,

AP =EPS(CaC))=EPCac) =P C)udC)=00l=0

asi obtenemos

H3,(S7) = H(BZ/p; H(S%)) = Z.

Por otro lado, recordemos que el segundo grupo de cohomologia de S* x S} lo
podemos calcular sin la sucesiéon espectral, ya que la accion en este toro es libre:

Hg/p(sl x S} = H*(S' x S} /(Z/p)) = H*(S' x S*) 2 Z.

Ahora bien, si seguimos el procedimiento andlogo al caso no equivariante nos
gustaria saber qué hace el mapeo inducido en cohomologia por la proyeccion

S —1- S /(ST U SH L= %(S! x S}

Para calcular ¢*, utilizamos primero la descomposicion usual de la 3—esfera co-
mo la unién de dos toros solidos, pero hay que ver que esta descomposicién es
equivariante. Tenemos que

SP=AuB=S'x D}UD?*x S}

Notemos que A y B son invariantes bajo la accion. Por otro lado, la descomposicién
0: Sp — St x D} U D? x S} esta dada por

(é—‘, \/§w> (z,w) € A
plz,w) =

(\/ﬁz, ﬁ) (z,w) € B,

y es facil ver que es una descomposicion equivariante. Utilizando la sucesion de
Mayer—Vietoris para cerrados, obtenemos la sucesion

o HZ(SYx SE) - B2, (7)Y HE (9T @ HE,(SE) PSP HA(SY x S} -
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Como Hy,(S' x S}) = 0y Hy, (S/) = 0, entonces i — iy =
ght Hy,(SP) — Hz ), (S') es sobre. Asi que

Ja(m) = [km] para algin k con 0 < k <p—1

asi
Kerj’ = pZ.

Ahora utilizando la sucesion del par para

¢: ) —= S}/(STUS))
tenemos la sucesién

e HY (ST U SP) B H(57) " 1, (5 @ B, (1)
en donde hemos utilizado que la inclusién j: ST — S} satisface
©JPTy z/p A" S'uD? — S'x D} UD? x S}

Aprovechando el calculo del kernel de j% obtenemos que

Im ¢* = Ker j3 = pZ

asi que ¢*: Z — 7Z es multiplicacion por p.

0, asi que

— ..

Con el cédlculo anterior podemos observar una diferencia al caso no equiva-
riante, ya no podemos identificar la cohomologia equivariante en dimensién 3 de
S? con la cohomologia equivariante en dimensién 3 de 3(S* x S}') por medio del

mapeo

Sp—1=SP/(STUSH ——=%(S! x S}

como hicimos en la demostraciéon del Lema 3.3.3.

4.2. El caso del grupo ciclico de orden 4

En el apartado anterior estudiamos la T—dualidad en el caso en que G = Z/p,
de igual manera nos gustaria analizar que sucede en un ambito mas general. Des-
afortunadamente los calculos que veremos a continuaciéon muestran la dificultad

que pueden llegar a tener ciertos casos.

Supongamos que G = Z/4 y haremos un calculo parecido al que hicimos en
la seccién anterior. Los pares (E,h) y (F,h) sobre B = {x} serfan T—duales si
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tenemos un diagrama:
XB E

ye

= {x}

7N\,

de manera que
By =m(h), HE)=m,h) SHEYUSHE) =0 v pth=ph

Recordemos que el anillo de cohomologia de BZ/4 con coeficientes enteros esté

dado por

HBLI = 5, el =2,

asi que
Hj,,(x) = H*(BZ/4) = Z/4.

Los haces S'-principales Z/4—equivariantes estan clasificados por este grupo,
ademds estos haces estan relacionados con las representaciones complejas de Z/4.
Siguiendo la notacién del apartado anterior, consideremos ahora S3, el cual con-
siste del circulo cuya accién de Z/4 esta dada por

k] -z =wk2 endonde w=e""y k] €Z/4

es decir, si [k] € Z/4 se tiene

Este haz S'-principal Z/4-equivariante satisface
s =2 y JMSHULSH =40 =
asi que podemos considerar el diagrama conmutativo

1 1
5 X 9y

521‘/5 K521
N A

oy

I
—

*
—



La dificultad para mostrar las propiedades de T—dualidad se debe a que esta accion
no es libre porque [2] deja fijo a todo el circulo. Para calcular H3 / ,(S53) utilizamos

la sucesién de Gysin asociada al haz w: S3 — {*}, de esta manera obtenemos

3 * 3 1 s 2 C%M(S%) 4
o g HZ/4(*)—>HZ/4(52)—>HZ/4(*)—>H2/4(*)—>"‘

Como
Z/4
Hipa(9) =0, Hiu(0) =Z/4=Hyu(s) v &7 (8)) =2
entonces H y 4(53) es el kernel de multiplicar por 2 entre Z/4, es decir
HE,(S)) 2 Ker(2x) = {0,2} 27,2
y ademas m es la inclusion del kernel en Z/4, es decir
7T!(1) = 2.

Por lo tanto los candidatos a pares T-duales, serfan (S3,1) y (S3, 1), sin embargo
tenemos que probar que

pr(1) = p*(1).
Calcularemos los grupos de cohomologia Z/4—equivariante de Si utilizando la
sucesion espectral asociada al haz fibrado

S' = EZ/A x7,, Sy = BZ/4.

El grupo m(BZ/4) = Z/4 acttia de manera trivial sobre H*(S') ya que tnica-
mente estamos actuando por rotaciones y el grado de las rotaciones es 1. Por lo
tanto tenemos la siguiente sucesion espectral
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en donde la diferencial dy estd dada por

dy =M SHU—=2x —.

Asi que
H},4(S3) = Ker(2x) = 2Z = Z
H7,,(S;) = Coker(2x) = (Z/4)/{0,2} = Z/2
H3,,(S;) = Ker(x2) = {0,2} = Z/2
H7,,(S3) = Coker(2x) = (Z/4)/{0,2} = Z/2

por lo tanto
Z k=01
Hy,,(S3) = ’
2/a(5) {Z/Q k+#0,1.
Utilizando la sucesién de Gysin obtenemos
H2/4( ) H%/4( >_>H%/4(Sl>_>HZ/4( )

que se convierte en
2X—

m

Z/A—">7/2" >0

Z

luego
{0,2} =Im(2x) = Ker(7*) = 7"(2) =0.

Notemos que p: 51 x S3 — S3 es un haz S'-principal Z/4-equivariante. Luego la
clase de Chern ¢/*(S1 x S1) € H7,,(S;) satisface

(83 x 83) = & (w*(S3)) = w et (8)) = 77(2) = 0
Utilizando la sucesién de Gysin para p
H%/z;(sl) — H§/4(Sl) — H2/4(S% x S3) — H%/4(S21) — H*(S;)
de donde obtenemos la sucesion exacta corta

0——12/2 "> H} (S} x S3) "~ /2 —0.

Anélogamente obtenemos

0——17/2 "> H} (S} x S3) "~ Z,/2—0.
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Para calcular H / (53 % S3) utilizamos la sucesién espectral asociada al haz fibrado
S'x St — EZ/4 X7/, (S5 x Sy) — BZ/4

identificando
HI(SQ1 X 521) = Zx® Ly

obtenemos la sucesién espectral

2 Ly 0 Jz Z]4 0 Z]4
2

1| ZeezZy 0 (Z/A)aza® (Z/May 0 (Z/4) (Z/4)

N\\dé’\

0 71 0 (Z/4)a 0 (Z/4)a?

0 1 2 3 4

Aprovechando el célculo de dy en la sucesién espectral de 7: S5 — {*} tenemos
que
do(x) =2y da(y) = 2.

Utilizando la estructura multiplicativa de la sucesién espectral y la propiedad de
derivacion de dq, di, dj tenemos que

dy(zy) = da(2)y + (—1)"ds(y)
~ (20)y - =(20)
=20y — 2ax

= 20y + 2ax
dy(ax) = do(a)z + (—1)|a‘ad2(:ﬁ)
= 202,

De la misma manera
1 _ 2
dy(ay) = 2a”.
Como consecuencia los mapeos estan dados por

dy(m) = (2m,2m), dy(m,n) =2m + 2n

106



calculando el kernel y la imagen de dj y d,, respectivamente obtenemos

Ker(dy) = {(m,n) € Z/4®Z/4 | m +n = 2k}
={(0,0),(0,2),(1,1),(1,3),(2,0),(2,2),(3,3), (3, )}

Im(dy) = {(2m,2m) € Z/A®Z/4 | m € Z}
={(0,0),(2,2)}.

De la sucesion espectral se tiene que

Ker(d})
Im(ds) -

H2/4(521 x Sy) =2

Notemos que el orden de este cociente es 4 y ademas todos los elementos de este
grupo tienen orden 2, luego

Hj,(Sy x S3) 2 Z/2® L2
Por la naturalidad de la sucesion espectral, obtenemos mapeos
Pao: BXN(S3) = B2 (S5 % 83) v Pt EZ(Sy) — EXN(S; X S5)

de manera que

Notemos que
(2,0)=(0,2) =(2,-2)=(2,2) = [(2,0)]=10,2)],

luego
pr(1) = p*(1).

Lo anterior nos permite concluir que los pares (S;3,1) y (S3,1) son T-duales.

4.3. El caso del circulo

Finalmente analizaremos un caso T-admisible cuando G = S'. Empezamos
calculando HZ, () que clasifica a los haces S'-principales S'-equivariantes:

H2,(¥) = H*(CP®) = Z.
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Por el célculo anterior hay una clase de isomorfismo de haces S'-principales
Sl-equivariantes por cada entero, estos haces lo denotaremos como S} en donde
la accién de S' estd dada por

De esta manera se tiene que
1
¢f (Sp) =n € Hii(%).

El caso que analizaremos es el siguiente

en donde identificaremos S§ = S* el circulo con la accién trivial de S*. Notemos
que la accién de St sobre Si es libre, asi que

H(S]) = H§ (51/8") = H(») = 0.
Por otro lado S! tiene accién trivial
H%(S') = H}(CP>® x S') = H*(CP®)®@ H'(S") 2 Z
Utilizando el célculo anterior obtenemos que
u: H(S) — H (%)

es el homomorfismo cero y

h=0eH(S).
De la sucesién de Gysin para 7: S! — * obtenemos que 7! es un isomorfismo.
Sin embargo, con este argumento aun no podemos saber si es el isomorfismo
multiplicaciéon por —1 o la identidad. Veremos a continuacion que es la identidad.
Tenemos el diagrama conmutativo

m

H2.(SY) HZi (%)

Lk

H3(CP> x S') " H?(CP>)

(LXl)*j lL*

H3(CP" x §') —— H*(CP")

IR
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en donde t: CP" — CP* es la inclusién. Sean o € H?*(CP") y 8 € H'(S!)
generadores, podemos calcular la flecha de abajo del diagrama proponiendo que

m(a® ) =«
y veremos que
(bm(a),[CP"]) = (7*(b)a, [CP" x S'] a € H*(CP" x S'), b e H* *(CP").
Basta probarlo para a, b generadores. Notemos que

(" 'm(a® ), [CP"]) = (a”,[CP"]) =1

(m*(a" ) (a® B),[CP" x S')

(@ '@ 1)(a® B),[CP" x S)
= (=)l (@™ @ 8), [CP™ x S')
(0" ® fB),[CP" x S']) = 1.

Finalmente notemos que
P H3(SY) — H3(S' x S1) = H3(S" x S1/SY) = H3(S) =0

de donde obtenemos que p*(h) = 0 = p*(h). Concluimos que los pares (S',1) y
(S1,0) son T—duales.

A continuacién calcularemos el mapeo p* de una manera similar al caso Z/p—
equivariante. Consideremos la descomposicién de S! de la seccién anterior por
cerrados D} y D! de manera que

1 1 1 1 1 0
D,uD_ =S 'y D .nND_=5"
Una vez maés esto es posible gracias a que S tiene accién trivial. Como
H§ (Dy) =0

entonces la restriccién del torcimiento 1 sobre D! es un haz PU(H)-principal
trivial y de igual forma sobre S°. Una vez més tenemos el siguiente diagrama
utilizando la sucesién de Mayer—Vietoris:

K% (S 1) —= K% (DL, 1) @ K% (DL, 1) —= K%, (S°, 1) —= KL, (S', 1)
l((m)*,(w)*) jm)*
K (DY) @ Kgi(DL) e K (),

i —fui”
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en donde f es la funcién de engranaje f: S° x PU(H) — S° x PU(H) asociada
al torcimiento 1, la cual induce f.: K3 (S%) — K2.(S%). Dado que tenemos la
identificacién
1®Sus ~ ~
HE(SY) = H(BSY) @ HY(SY) = H*(BS')® H(S) = A2(S")

entonces tenemos el siguiente diagrama

Projgi (S') —Proj(ES! xg1 S') — H3,(S")

- )

Ling: (§%) — Lin' (ES! x g1 §9) — H2,(5")

—~—C
por lo tanto f, coincide con multiplicacién por el haz lineal L € Ling: (S°) que le
corresponde a 1 en el diagrama anterior. Por lo tanto tenemos que

L=CIIC, — S°={-1}1I {1}

en donde C es el haz vectorial lineal trivial sobre {—1} con accién trivial, mientras
que C; es el haz vectorial lineal trivial sobre {1} con la accién de S' dada por
multiplicaciéon compleja. Utilizando la descomposicién de la K—teoria equivariante
cuando el espacio tiene accion trivial, tenemos el diagrama conmutativo

it~ fui*

K% (DY) ® K (D) Kq(S°)

| |

K°(D})® R(S") & K°(DL) ® R(S') —=.K°(5°) ® R(S")

l zj_—f*z*_ l

R(S") & R(S") R(SY) @ R(SY).

1%

i~ fuit

Denotemos por p; a la representacion compleja de multiplicacion por elementos
de S' a la potencia j, de esta manera p, serfa la representacion trivial y ademés

R(S') = EDZ,O]-.

JEZ
De esta manera vemos que el mapeo
it — fit: R(SY) @ R(S") - R(S") @ R(S")
esta dado por
(1% = fual)((my)jez, (nj)jez) = (Mg — nj)jez, (M — nj-1)jez)-
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Asi obtenemos que
Ker(it — f.i*) = 0.

Como
(@5 = f32)(p5,0) = (pjpy) v (0 = f02)(0, ) = (=P —P41)

entonces

(D Zp;) @ (D Zp))

(GBZ(PJ‘»P})) D (@Z(pj,pgﬂ))
(DB Z(p;, 0;)) & (D Zp))
(D Z(pj: 1)) © (B L(P1 — 1))
_ Bzp
- DL - 1)
_ (Zpy) © (D Z(p)11 — 1))
D Z(pj11 — r)

Coker (i — fui*) =

= Zpy,

en donde el isomorfismo ¢: Coker (% — f.i*) — Z estd dado por

pl(my)jez, (nj)jez) = Y (n; —m;)

v (a) = [0, ap))

Utilizando la misma descomposicién del circulo S! con accién trivial anterior pero
ahora vista como una descomposicién del toro S x S| tendremos la sucesién de
Mayer—Vietoris una vez mas con la ventaja de que el torcimiento p*(1) satisface

p*(1) =0.

Este célculo se reduce entonces a la K-teorfa S'-equivariante no torcida y p*
induce un mapeo entre estas sucesiones exactas, pero hay que tener en cuenta la
descomposicién de p*(1). Notemos que

SH®R(SYH) =0
DLY® R(S') =0

S
Ho—
X
U
I
=
<
>
=
®
o
@
©®
=
S
e
®
o
I

0,
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en donde hemos utilizado propiedades de la K—teoria cuando la accién es libre y
cuando es trivial.
Ahora bien, calcularemos el mapeo inducido por la funcién engranaje

Jle KO (S0 x §1) = K (8 x §)).
Es claro que f! es producto tensorial con el haz lineal
L' =p"(L) =5 x (CIIC,) — 5° x S},
asi que tenemos el diagrama

K9, (8% x S ;@L;Kgl(SO x S

q*T Tq*

KOS9 x %) K9(8% x x)

en donde q: S° x S! — (5% x §1)/S* =2 S x x es el cociente. Luego
¢+ x (C"IIC")]® L' =[S} x (C"TIC")]® L'
=Sl x(Cmucy)
y €Omo . 3 3
(¢")7'[ST x (C"ICY)] = S x (C" I C)
concluimos que la flecha de abajo es la identidad. Continuando con lo anterior,

tenemos el siguiente diagrama conmutativo utilizando la naturalidad de la sucesién
de Mayer—Vietoris, en donde las columnas son sucesiones exactas cortas:

0 0

* ~

K9, (8%, 1) d K (8" % S1)

KQ(DL) & K% (D1) 22 K9, (D) x §1) & K9, (DL x 81)

iy =it it it

Kgl(SO) P Kgl(SO X gll)

KL (S, 1) L KL, (S! x S1)
0 0
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El mapeo p*: K2,(S*, 1) — K9 (S* x S}) es cero ya que
KD(8,1) = Kex(it — f.i*) =
Como . .
Kg(S1) = K'(51/5") = K'(x) =0,
en este caso el mapeo de T—dualidad es un isomorfismo por ser un mapeo entre
grupos triviales

T :ﬁ! OU(h)* Op*: Kgq(Sl, 1) — Kéq(gll)

Por otro lado para calcular p*: K1, (S',1) — K% (S* x Sy), por el diagrama ya
tenemos que

K& (S 1) = Coker(iX — f.i*) =7
asi que de igual manera podemos calcular K%, (S x S}) como Coker(i* — i*) de
la segunda columna. Notemos que
it —it s KO(x) @ K°(x) = K°(x) & K°(%)
esta dado por
(i% —i*)(m,n) = (m —n,m —n)

asi obtenemos

Zo7Z
Z(1,1)

en donde el isomorfismo v: Coker(i*, —i*) — Z estd dado por

Coker(if —i*) =

e(lm,n]) = n—m
Asi que lo tnico que nos falta es calcular el mapeo
P K9 (S%) — K2, (S° x SH)

el cual podemos calcular gracias a que la accién de S ! sobre SO es trivial y sobre
SY x ST es libre. Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K (S°

1

K9 (S° x S)

NTq*

R(S") —= K°(5” x {})

IR

de esta manera
P a((C L) & Smypy) = (@C)™ TaC)™)

= Sl x (@@fmj 1 @@ém’)
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y notemos que

St x (e€™ mat)™)
Sl
(eCH™ I eC™)
(Czkmj 11 szmj)
IIC) @ ({x} x C*™)

en donde en la dltima igualdad estamos haciendo la identificacion

K°(S°% x {x}) = K°(S°%) @ K°(x)

(@) 81 x (a€™ et =

}x
}

{*
{*
= (C*

por lo tanto p*: R(S')? — K°(x)? estd dado por

p ((m])JGZ’ n] JEZ (ij’z )

y asi podemos calcular p*: Z — Z con los isomorfismos entre Z y los conticleos,
es decir

KL (S',1) —2 KL (S' x §)

k |

Z Z

asi que

pi(a) = (¥p*e~")(a) = (Yp)([0, app]) = ¥[0,a] = a.

4.4. Una posible T—dualidad equivariante

Como pudimos notar en el caso de G = Z/p, la transformaciéon de T—dualidad
G—equivariante falla en ser un isomorfismo, esto es porque el mapeo p* de la
composicién manda el 1 al (p,0) de manera que la transformacién de T—dualidad
es la composicion de homomorfismos

2% 202" 8 20257
y esto nunca sera un isomorfismo de Z en Z, sin embargo, los grupos involucrados
ain siguen siendo isomorfos. Lo anterior nos permite conjeturar que al tomar
el producto tensorial con QQ logremos obtener un isomorfismo, haciendo esto el
mapeo de multiplicacién por 2 nos dard un isomorfismo. Los pasos a seguir para
probar la T—dualidad equivariante tomando los grupos de K—teoria involucrados
tensorizados con Q serian los siguientes:
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1. T-dualidad Z/p-equivariante con K-teorfa Z/p-equivariante tensorizada

con Q.

2. T-dualidad Z/p*—equivariante y lo interesante serfa ver si es posible redu-
cirse al caso 1 mediante la sucesiéon exacta

0—2Z/p*" Z/p" Z/p 0

3. T—dualidad Z/n—equivariante n = p’fl e ph
4. T-dualidad S'-equivariante.

En el trabajo nos concentramos en realizar calculos cuando B = * porque en
la demostracién del teorema de Bunke y Schick este fue el primer paso de la
induccién sobre el ntimero total de celdas del CW-complejo B, para probar que
la transformacién de T-dualidad era un isomorfismo. En el caso S'-equivariante
nos deberiamos de concentrar en hacer una induccion sobre el nimero de celdas
ahora de un S'-CW-complejo finito B y en el caso base nos reducimos a un
espacio de érbitas, de manera que también nos tenemos que fijar en los subgrupos
cerrados de S' de una manera similar a la que realiza Gomi en la demostracién
del Teorema 1.2 de [24]. Es por esta razén que debemos de analizar la T—dualidad
en el caso Z/n—equivariante.

4.5. La cohomologia y K—teoria R

Una generalizacién exitosa de T—dualidad equivariante para el caso de Z/2—
espacios la podemos encontrar en [24]. En este contexto, el autor desarrolla iso-
morfismos de T-dualidad para el caso de haces S'-principales 7: £ — X, en
donde E, X son Z/2-espacios tal que 7 es una funcién equivariante, de manera
que la accién 7: E — FE del elemento no trivial en Z/2, satisface la siguiente
propiedad con respecto a la S'-accién derecha en E:

7(eu) = T(e)u™' Ve€ E,uc S

Gomi llama a estos haces, haces Reales de circulos y Reales en el sentido de
Atiyah [4]. Resulta que estos haces estén clasificados por una teoria de cohomo-
logia Z/2—equivariante Hy, la cual est4 muy relacionada con la cohomologia Z/2—
equivariante Hyz/,. De igual forma Gomi establece el isomorfismo de T—dualidad
utilizando la K—teoria Ky que de igual forma esta relacionada con la K-teoria
Z/2 equivariante Kz,. En esta seccién proponemos un candidato de K-teorfa
Sl-equivariante andlogo a K4 y de cohomologia S'-equivariante andloga a H
que podrian dar lugar a una T—dualidad en un futuro trabajo.
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4.5.1. La cohomologia R

Generalizando las ideas en [24] para el caso de S'-espacios X, nos va a interesar
entonces la siguiente variante de la cohomologia equivariante de Borel entera para

St

Definicién 4.5.1. Sea X un S'-espacio, entonces definimos la siguiente cohomo-
logia 3 .
Hj(X) = Hi?(X x D2, X x S} Z)

en donde D2 y ST estén dotados de la accién por multiplicaciéon compleja viendo
a D?,S' C Cy el producto de espacios esté dotado por la accién en cada entrada.

En el caso en que tenemos un subespacio invariante ¥ C X, definimos los
grupos relativos H3(X,Y') como

HR(X,Y) = Hy(X,Y;2) = HY(X x DY x D2U X x S';7)
la anterior definicién nos permite recuperar Hg,; a partir de Hp.

Proposicién 4.5.2. Para cualquier S*—espacio yn € Z, tenemos un isomorfismo
H(X) = HiP?(X x D2, X x S1)

Demostracion. Sea X un S'-espacio, entonces definimos el siguiente haz vectorial
complejo Sl-equivariante

m: Cyi= X X C*— X
en donde la accién izquierda en C, esta dada por
lu(z, 21, 20) = (Lu(x), uz1, uz).

Notemos que olvidando la S'-accién en C,, este haz vectorial es trivial, por lo

tanto
detV =X xC

y asi utilizando el isomorfismo de Thom para el caso en que el torcimiento es

trivial, obtenemos que

HG(X) = HE @V (D(C,), S(Cy))
>~ HU(X x D4, X x S3)
~ HUH(X x D2 x D%, (X x S' x D?)U X x D? x S1)

~ {HH2(X x D% X x S1) O
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Por la definicién de Hpy utilizando la cohomologia S'-equivariante, tenemos
que Hp consiste de una teoria de cohomologia S'-equivariante, por lo tanto se
cumplen los axiomas de homotopia, escision, la sucesion exacta larga del par y el
axioma de aditividad. También tenemos que

HRE(EX) = Hp Y(X)
que se hereda directamente del isomorfismo de suspensién para Hg;.

Lema 4.5.3. D? es contrdctil de manera St -equivariante.

Demostracién. Consideremos la homotopia que se utiliza para probar que D? sin
accién es contréctil y veamos que es S'-equivariante. Tenemos que H: D? x I —
D? estd dada por

H(z,t) =tz

notemos que
H(z,0)=0 y H(z1)=z2=1Ids(2)

asi que basta probar que H es S'-equivariante. Sea u € S!, notemos que
H(l,(2,t)) = H(uz,t) = t(uz) = u(tz) = uH(z,t) = l,(H(z,1)). O
Para calcular los grupos Hpg el siguiente resultado es ttil

Proposicién 4.5.4. Sea X un S'-espacio, entonces existen sucesiones exactas
largas naturales

e HEA(X) D HL(X) S HY(X) = HEY(X) = - -

oo HEA(X) S Hp (X)) D HM(X) = HETY(X) — -
en donde 1*, 7* son los mapeos naturales que olvidan la accion.

Demostracion. Utilizando la sucesién exacta larga del par (X x D2 X xS 1) para
la cohomologia S'—equivariante Hg, obtenemos la sucesién exacta

co o HYM(X x D2, X x 1) = HU (X x D2) 5 HUW (X x SY) = -
Por definicion tenemos que
H (X x D2, X x S') = HP 2(X).
Del lema anterior tenemos
H2% (X x D?) = H% (X).
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mientras que
7 (X x SY) = H'((X x SV)g1) = H'(ES" xg (X x S1))

Dado que S} acttia de manera libre sobre S 1 entonces S! actia de manera libre
sobre X x St ya que si

(x,2) = lu(z,2) = (lLu(x),uz)
entonces uz = z de donde obtenemos que © = 1. Como la accién es libre, entonces
ES g1 (X x S1) ~ (X x §1)/8"

Consideremos el mapeo ¢: (X x §1)/S" — X dado por

o[z, 2)) =271 .

Notemos que este mapeo esta bien definido ya que

o(u-2,uz2]) = (uz) u-v=z"v u-z=2"

ademas claramente es continua por ser composicion de funciones continuas y por
la topologfa cociente. Su inversa esta dada por ¢: X — (X x S1)/S?

() = [x,1],

en efecto, notemos que

(pov)(z) =p(z,1]) ==

vop(lr, ) =v(z"ta) =[x, 1] = [z,4].

Por lo tanto B
(X x St)/st = st

luego ~
HH (X x S = HY(X).

Para la otra sucesion exacta, nos fijamos en la sucesién exacta para el par
(X x D?, X x S') pero ahora para la cohomologia H}, por lo tanto tenemos

o= HRY(X x D2, X x S) = HR(X x D?) — HA(X x S1) — -+ .
Por la proposicién anterior sabemos que
HR(X x D%, X x S') =2 Hi7A(X).
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por el Lema 4.5.3, también
HY(X x D?) = Hr(X),
finalmente notemos que
HA(X x S1) = HEF2(X x St x D2, X x St x S1)

(

= H"2((X x ST x D) g1, (X x ST x S1)g)
(
(x*

%’H””XXD?XxSl)

4.5.2. La K—teoria R

De la misma manera que definimos la cohomologia R podemos definir de ma-
nera analoga la K—teoria R.

Definicién 4.5.5. Sea X un S'-espacio, 7 € T:1(X) entonces definimos la si-

guiente K—teoria . 5
Kipm™(X) = KiiM(X x D2, X x S).

Cuando 7 es trivial, escribimos K%(X) = K5 (X).

Nota. Dado que 7 € Tg:(X) cuando nos referimos a la K-teorfa S equivariante
del par (X x D% X x S') estrictamente 7 debe ser un torcimiento sobre X x D2
pero como

XxD?rg X
entonces podemos hacer la identificacién
Tor(X x D?) = Tgi (X).
Si X contiene un subespacio invariante Y definimos
KR (X,Y) = K™ (X x D%, Y x D2U X x S1).
Como primer resultado tenemos lo siguiente

Proposicién 4.5.6. Sea X un S'-espacio, para cualquier T € To,(X) yn € Z
existe un isomorfismo

Kp((Cl)-‘rT-‘rn (X) ~ K;;_n (X)
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Demostracion. Tenemos que el haz vectorial S'-equivariante 7 : C,=XxC—X
tiene la accién de S!' bajo multiplicacién en C. El rango de este haz vectorial
complejo como haz real es 2, asi que por el isomorfismo de Thom tenemos que

Kgg@)+7+n(X> ~ K;T:(P(Q)+7+0(Q))+n+2(D<g>7S(g))

= KQIQP(QHTH”H(X x D2, X x SY).
Notemos que el torcimiento 2p(C,) estd clasificado por
(2w (C1), 205 (C1) = (0,26(w (Co)) = (0, 5(2u5” (C1) = (0,0)

asi que la clase de isomorfismo de 2p(C,) es la trivial, por lo tanto

K5 PO (v o 2 X x 1) = KT OT(X x D2, X x SY)

~ K7H(X). 0

De igual forma que en el caso de la cohomologia, tenemos las siguientes suce-
siones exactas largas

Proposicién 4.5.7. Para cualquier S*—espacio X y T € To,(X) existen sucesio-
nes exactas largas

o KX = KE(X) S KTH(X) — KR (X) — -+

o KX = KR(X) D KT (X) = K3P(X) — -

en donde 1*, 7* son los mapeos naturales que olvidan la accion.
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Apéndice A
Clases de Chern

El objetivo de este apéndice es mostrar brevemente las propiedades de las clases
de Chern y mencionar cémo es la construccion para haces vectoriales complejos.
Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema A.0.1. Existe una sucesion de funciones cy,co, ... que asignan a cada
haz vectorial complejo w: E — B una clase ¢;(E) € H*(B;Z) que depende tinica-
mente de la clase de isomorfismo de E, de manera que se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Dado f: A — B, se tiene que ¢;(f*(F)) = f*(¢;(E)) para el pullback de
haces vectoriales f*FE.

2. ¢(Ey @ Es) =c(Ey) Uc(FEy) parac=14c¢1+co+ -+ € H(B)
3. ¢;(FE) =0 sii es mayor que el rango de E.

4. El anillo de cohomologia H*(G,,(C*®);Z) estd dado por el anillo polinomial

Z[Cl ('7”)7 cee 70”(’771)]
en donde v — G,(C*®) es el haz vectorial canonico de n—planos.
Los axiomas de Grothendieck para las clases de Chern son los siguientes:

» (Naturalidad) Dado f: A — B, se tiene que ¢;(f*(E)) = f*(c;(E)) para el
pullback de haces vectoriales f*(E).

» (Aditividad) Si 0 - £ — E — E” — 0 es una sucesién exacta de haces
vectoriales, entonces ¢(E) = c¢(E') U c¢(E").

» (Normalizacién) Si E es un haz lineal, entonces ¢(E) = 1 + e(Egr) en donde
e(ER) es la clase de Euler del haz vectorial real asociado.
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La construccién de Grothendieck para las clases de Chern es la siguiente: Utili-
zando el teorema de Leray—Hirsch para calcular la cohomologia del haz proyectivo
P(V) asociado al haz vectorial complejo m: V' — B, sea I el haz tautoldgico sobre
P(V'), entonces define unicamente la clase

a(l) e P(V)
cuya restriccién a cada fibra genera la cohomologia de CP"~! de manera que
a = —C (F)|(Cpn—1.

Las clases 1,a,a?, ...,a" ' € H*(P(V)) son los generadores que aparecen en el
teorema de Leray—Hirsch, por lo tanto cualquier clase en H*(P(V)) se puede
escribir de manera tinica como combinacién lineal de 1, a,a?,...,a" ! Define las
clases de Chern del haz vectorial 7: V' — B como los coeficientes

—a"=c;(V)-a" T4t (V) -a+ e (V).

Teorema A.0.2. Ambas construcciones de las clases de Chern coinciden.
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