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Introduccion

Un resultado clasico en la teoria de representaciones de grupos finitos es el Teorema
de induccién de Brauer, el cual describe los caracteres de un grupo finito en términos de
caracteres monomiales. Recordemos que una representacién de un grupo finito G se dice
monomial si es equivalente a una representacién inducida indle, donde H < Gy W es una

representacion de grado uno de H.

Teorema (Teorema de induccién de Brauer). Sea G un grupo finito. Entonces todo cardcter

X de G se expresa como una combinacion lineal entera
X=>_ N,
i

donde cada p; es un cardacter monomial de G y \; € 7Z.

A partir de este resultado, R. Boltje exhibe en [Bol90] una férmula candnica para el Teore-
ma de induccion de Brauer. En este contexto, la canonicidad significa que dicha expresién es
unica entre todas las posibles expresiones de y en términos de caracteres monomiales. Afios
més tarde, en [Bol01], R. Boltje defini6 la categoria monomial cgmon, cuyos objetos son pa-

rejas (V, L), donde V' es un CG-médulo y £ es una familia de subespacios unidimensionales

V=L

Lel

de V tales que

y g-L € L para todo g € G y todo L € L. Asimismo, definié el anillo monomial de G como
la construccion de Grothendieck de la categoria cgmon, con la finalidad de demostrar que
la resolucién monomial induce la formula canénica de induccién de Brauer.

De manera independiente, S. Witherspoon definié en [Wit95] el anillo de haces vectoriales
G-equivariantes sobre conjuntos finitos como la construccion de Grothendieck de la categoria
abeliana G-Vect. Los objetos de esta categoria son familias { M, },cx de espacios vectoriales

complejos de dimension finita, indexadas por un G-conjunto finito X, junto con una accién

M:@Mx

zeX

de G sobre la suma directa



tal que g - M, = M,, para todo g € G y todo x € X. A los espacios M, se les conoce como
fibras de M.

A partir de esta construccién, S. Witherspoon presenta una demostracion alternativa de
una féormula explicita de induccién de Conlon, obtenida por R. Boltje. Este resultado puede
entenderse como un analogo, en el contexto del anillo de representaciones, de los fenémenos
de induccién que aparecen en el Teorema de Brauer.

Desde esta perspectiva, la categoria monomial cgmon puede verse como una subcategoria
de la categoria de haces G-equivariantes sobre conjuntos finitos. Esto es, a un objeto (V, L)
se le asocia el G-haz vectorial sobre el G-conjunto finito £ cuyas fibras son los subespacios
unidimensionales L € L. En este sentido, el anillo monomial de R. Boltje aparece como el
subanillo generado por aquellos haces G-equivariantes cuyas fibras tienen dimension uno.

Motivados por lo anterior, G. Raggi y L. Valero definen en [RV15] el anillo global de
representaciones de un grupo finito G, denotado por D(G). Este anillo también generaliza
el anillo monomial introducido por R. Boltje, y su construccién es andloga a la del anillo de
haces G-equivariantes sobre conjuntos finitos. Una de las virtudes de la definicion propuesta
por G. Raggi y L. Valero es que exhibe de manera natural la relacién de D(G) con el anillo
de Burnside A(G) y con el anillo de representaciones complejas R(G).

Como parte de su trabajo, G. Raggi y L. Valero obtienen en [RV15] una descripcién
explicita de los homomorfismos de D(G) a C, llamados especies, asi como del espectro primo
de D(G), sus componentes conexas y sus idempotentes primitivos. Ademéds, muestran que
ciertas propiedades del grupo G pueden determinarse a partir de propiedades algebraicas del

anillo D(G). Para ilustrar esta situacién, enunciamos el siguiente resultado.

Proposicién ([RV15], Corolario 39). Un grupo finito G es soluble si y solo si Spec(D(G))

es conexo en la topologia de Zariski.

Dado que el anillo global de representaciones es un objeto relativamente reciente, atn
quedan por estudiar varias propiedades y extensiones que ya son bien entendidas para el anillo
de Burnside y el anillo de representaciones. Una de estas direcciones consiste en estudiar
analogos de dichas construcciones en el contexto de sistemas de fusion saturados sobre un
p-grupo. En los tultimos anos, se ha desarrollado el estudio del anillo de Burnside y del
anillo de representaciones para sistemas de fusién saturados (véase [Reel5; CCM20]). De
manera general, los sistemas de fusiéon pueden interpretarse como estructuras que codifican
la informacion p-local de un grupo finito.

La relevancia de los sistemas de fusién puede ilustrarse desde distintos puntos de vista.
Por un lado, un teorema de Solomon [Sol74] establece la imposibilidad de que exista un grupo
finito simple G con Fg(Spin,(F3)) C Fs(G), donde S es el 2-subgrupo de Sylow de Spin, (F3),
que cumpla ademds que todos los elementos de orden dos en S sean (G-conjugados. La

existencia de un grupo con estas propiedades habria implicado la aparicién de un nuevo grupo



finito simple. Por otro lado, el Teorema de Cartan—Eilenberg [CE99] permite determinar la
cohomologia de un grupo finito con coeficientes en un campo finito a partir de la informacién
contenida en sus p-subgrupos. Mas precisamente, si S es un p-subgrupo de Sylow de G,
entonces se tiene un isomorfismo
H*(G;F,) = 1£1 H*(Q;F,).
Fs(G)

Estos resultados muestran que los sistemas de fusién no solo son relevantes en teoria de
grupos, sino que también aparecen de manera natural en teoria de representaciones y en teoria
de homotopia. En consecuencia, dado que el anillo global de representaciones de un grupo
finito constituye un anillo fundamental de representaciones, resulta natural preguntarse si
existe una teoria andloga para sistemas de fusion saturados. Este es uno de los objetivos
principales de este trabajo: proponer una definicién del anillo global de representaciones de un
sistema de fusion y estudiar algunas de sus propiedades algebraicas, tales como sus especies,
sus ideales primos y su espectro primo. Asimismo, nos interesa comparar estas propiedades
con las que se conocen para el anillo global de representaciones de un grupo finito. De manera
mas precisa, si F es un sistema de fusiéon saturado sobre un p-grupo S, definimos el anillo
global de representaciones de F, denotado por D(F), como el subanillo de D(S) formado
por los elementos F-estables. Este anillo se identifica con un limite sobre F de los anillos
D(P), donde P recorre los subgrupos de S. A partir de esta definicién, caracterizamos los
elementos F-estables de D(S) en términos de sus especies. Posteriormente, definimos las
especies de D(F) y mostramos que estas solo dependen de la clase de F-conjugacién de cada
pareja (P, h), con P < Sy h € P. Esta descripcién permite estudiar los ideales primos de
D(F).

Uno de los resultados principales obtenidos en este trabajo establece que todo ideal primo
de D(F) es dela forma I (J;’ n)p: determinado por una especie asociada a una pareja (P,h)y por
un ideal primo p de un anillo adecuado. En particular, los ideales correspondientes a p # (0)
son maximales, mientras que aquellos asociados a p = (0) son minimales. Como consecuencia,
obtenemos una descripcién explicita de Spec(D(F)) y probamos que este espacio es conexo
en la topologia de Zariski.

Por otra parte, el anillo de representaciones y el anillo de Burnside de un grupo finito son
herramientas algebraicas que permiten calcular invariantes homotépicos de cierto espacio.

Para precisar en esto, enunciamos el siguiente par de resultados.

Teorema (Teorema de completacién de Atiyah—Segal). Sea G un grupo finito. Entonces hay

un 1somorfismo de anillos topoldgicos
ag R(G)?G — K(BG),

donde Ig es el ideal de aumentacion de R(G).
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Teorema (Teorema de completacién de Segal-Carlsson). Sea G un grupo finito. Entonces

hay un isomorfismo de anillos topoldgicos
g A(G)?G — 13(BG),
donde I es el ideal de aumentacion de A(G).

Estos resultados reflejan una relacion entre una teoria de cohomologia equivariante y su
contraparte no equivariante. En ciertos casos, dicha relacion puede expresarse mediante un

isomorfismo de la forma

E,(pt)7, = E*(BG),

donde Ef(pt) denota una teoria de cohomologia equivariante evaluada en el punto e I
es el ideal de aumentaciéon correspondiente [La 21]. Desde esta perspectiva, el anillo de
representaciones R(G) puede interpretarse como la K-teorfa equivariante del punto, mientras
que el anillo de Burnside A(G) puede interpretarse como la cohomotopia estable equivariante
del punto.

Esto conduce a una segunda pregunta que guia este trabajo: jexiste un teorema de
completacién para el anillo global de representaciones D((G)? Una posible forma de abordar
esta pregunta consiste en buscar una interpretacién de D(G) como una teoria de cohomologia
generalizada equivariante evaluada en un punto. De existir tal interpretacion, seria natural
esperar un teorema de completacién que relacione algebraicamente a D((G) con su contraparte
no equivariante evaluada sobre el espacio BG, en analogia con los teoremas clasicos de
completacién para R(G) y A(G).

Con el propésito de avanzar en esta direccion, en este trabajo introducimos una version
geométrica del anillo global de representaciones. Para ello, definimos el semianillo Vect&*® (X)
de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales sobre un espacio X graduados por G-
conjuntos finitos. A partir de este semianillo, mediante la construcciéon de Grothendieck
y una relaciéon adicional, definimos un anillo denotado por K Dg(X). Este anillo satisfa-
ce que, cuando X es un punto, se recupera el anillo global de representaciones; esto es,
KDg(pt) 2 D(G). Ademéds, si G es el subgrupo trivial, se obtiene la K-teoria compleja de
X.

Asi, los dos objetivos principales de esta tesis son, por un lado, construir y estudiar el
anillo global de representaciones de un sistema de fusién saturado y, por otro, desarrollar
un analogo geométrico de D(G) que permita encaminar la formulacién de un posible teo-
rema de completacion para el anillo global de representaciones. Hasta donde es de nuestro
conocimiento, estas dos construcciones no han sido consideradas previamente en la literatura.

Con respecto al segundo objetivo, mostramos que K Dg(—) es un invariante bajo G-

homotopias y que, aditivamente, se relaciona con la K-teoria equivariante de los subgrupos de
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GG. Ademas, establecemos una relacién entre los haces vectoriales graduados G-equivariantes
sobre X con haces vectoriales G-equivariantes sobre X x Z, donde Z es un GG-conjunto finito;
lo cual, para ciertos casos, facilita el cdlculo de K Dg(X). Finalmente, exhibimos un ejemplo

concreto con G = 7Z/2 para el cual se cumple

D(Z)2)} . = KDyy(EZ/2).

Iz2

El contenido de la tesis esta organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo
se presentan los fundamentos tedricos necesarios para el desarrollo posterior. Comenzamos
con una introduccién a los haces vectoriales complejos, incluyendo su clasificacién cuando
el espacio base es paracompacto y Hausdorff. Posteriormente, presentamos un panorama
general de la K-teoria compleja y de su contraparte equivariante. Finalmente, introducimos
los conceptos basicos de la teoria de sistemas de fusién y de los grupos p-locales finitos.

En el segundo capitulo estudiamos el anillo de Burnside. Comenzamos con un breve
repaso de G-conjuntos y, a partir de ellos, definimos el semianillo y el anillo de Burnside
de un grupo finito. Mostramos que este ultimo es un Z-médulo libre con tantos generadores
como clases de conjugacion de subgrupos de . Posteriormente, introducimos el morfismo
de marcas, una herramienta fundamental para estudiar la estructura algebraica del anillo de
Burnside. En la segunda parte del capitulo trasladamos estas ideas al contexto de sistemas
de fusion. Esto es, definimos los S-conjuntos F-estables, construimos el anillo de Burnside
de un sistema de fusion y estudiamos sus ideales primos. El capitulo concluye con el Teorema
de completacién de Segal-Carlsson para grupos finitos y con una demostracién alternativa
de su andlogo para grupos p-locales finitos.

El tercer capitulo esta dedicado al anillo de representaciones. Iniciamos con algunos
resultados bésicos sobre representaciones lineales de grupos finitos y teoria de caracteres, los
cuales permiten definir el anillo de representaciones de un grupo finito. Después presentamos
la versién correspondiente para sistemas de fusion saturados. Al igual que en el capitulo
anterior, estudiamos los ideales primos de este anillo; en este caso, los ideales primos de R(F)
desempenan un papel esencial en la demostracion del Teorema de completacion de Barcenas—
Cantarero [BC20], que puede entenderse como el andlogo del Teorema de completacién de
Atiyah—Segal para sistemas de fusion.

El cuarto capitulo estd dedicado al anillo global de representaciones. Comenzamos es-
tudiando las representaciones globales de un grupo finito y definimos el monoide de repre-
sentaciones globales glRep(G). Exhibimos los dtomos de este monoide y mostramos que es
reducido, atémico y de factorizacién tnica; en particular, se sigue que glRep(G) es un mo-
noide libre. A partir de estas propiedades, definimos el anillo global de representaciones de
un grupo finito y estudiamos sus especies. En la segunda parte del capitulo introducimos el
anillo D(F) de representaciones globales de un sistema de fusién, asi como sus especies y su

espectro primo. El capitulo concluye mostrando que el espectro primo de D(F) es conexo
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en la topologia de Zariski, lo cual distingue a D(F) del anillo global de representaciones de
un grupo finito.

En el dltimo capitulo introducimos los G-haces vectoriales Z-graduados sobre un espacio
compacto y Hausdorff, donde Z denota un G-conjunto finito. A partir de estos objetos
definimos el semianillo de G-haces vectoriales Z-graduados y el anillo K Dg(X) de K-teoria
global equivariante. Demostramos que, cuando G es el grupo trivial, K Dg(X) coincide con la
K-teoria compleja de X. Posteriormente, estudiamos propiedades elementales de K D¢ (X)
para grupos finitos no necesariamente triviales. Uno de los resultados principales de este
capitulo es que K Dg(—) es un invariante G-homotépico. Ademads, establecemos el siguiente

isomorfismo de grupos abelianos

KDo(X)©Q% @ KulX)vum o
[H]eS(G)/G

Finalmente, proponemos algunas direcciones orientadas a la formulaciéon de un teorema

de completacion para el anillo global de representaciones.



Capitulo 1

Haces vectoriales y sistemas de fusiéon

1.1. Haces vectoriales y K-teoria

En este apartado daremos la teoria general de haces vectoriales. Para fines de este trabajo,
solo nos enfocaremos en el estudio de haces vectoriales complejos. Omitiremos las demos-
traciones de la mayoria de los resultados expuestos en esta seccion, por lo que se sugiere al
lector interesado consultar [Atil8] y [Hat03].

Definicién 1.1.1 (Haz vectorial). Sea X un espacio topolégico. Un haz vectorial comple-
jo de rango n sobre X es una terna (£, p, X ), donde E es un espacio topolégicoy p: E — X

es una aplicacién continua tal que:

1. Para todo x € X, la fibra E, := p~!(z) tiene una estructura fijada de espacio vectorial

complejo de dimensién finita.

2. (Trivialidad local) Para todo € X existe un abierto U C X y un homeomorfismo

he : p1(U) — U x C" que hacen conmutar el siguiente diagrama

p~H(U) h y U x C*

\ pry

U
Ademads, para cada y € U, la restriccién h|g, : £, — C" es un isomorfismo lineal.

El espacio topoldgico F se llama espacio total, X se llama espacio base, y a la aplica-
cién p : E — X se le conoce como proyeccién. Si el espacio base y la proyeccion son claros,

denotaremos simplemente por E al haz vectorial.

13
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Ejemplo 1.1.2. El espacio producto £ = X x C" con la proyeccién p(z, z) = x es un

haz vectorial, llamado haz trivial y denotado por &".

Definicién 1.1.3 (Subhaz vectorial). Sea p: £ — X un haz vectorial. Un subhaz de E es

un subespacio F' < E tal que p: F' — X es un haz vectorial con la estructura inducida.

Definicién 1.1.4 (Morfismo entre haces vectoriales). Sean p: B — X y p’: E/ — X dos
haces vectoriales. Un morfismo entre £ y E’ es una aplicacién continua ¢ : £ — E’ tal
que p' o ¢ = p y cada restriccién ¢, : £, — E. es lineal. Diremos que ¢ es un isomorfismo
si es biyectiva y ¢! es continua. Decimos que los haces vectoriales E y E’ son isomorfos, y

escribimos F = E’, si existe un isomorfismo entre ellos.

A continuacién presentamos algunas construcciones que permiten obtener nuevos haces

vectoriales a partir de haces dados.

Restriccién de un haz. Sea (E,p, X) un haz vectorial y sea XCXun subespacio.
Definimos Eg := p‘l()N() y consideramos la aplicaciéon pg := p|E>z : By — X.

Entonces (E)?,p;(,f( ) es un haz vectorial, llamado la restriccién de E a X, y se

denota por E|z.

Haz inducido. Seap : E — X un haz vectorial y sea f : Y — X una funcién continua.
El haz inducido (o pullback de F a lo largo de f) es un haz vectorial sobre Y cuyo

espacio total es
FTE={(y.e) €Y X E| f(y) =ple)},
y la proyeccién p’ corresponde a proyectar en la primera coordenada. Asi, se tiene un

diagrama conmutativo

ffE —— FE

A
Y T> X.

La suma directa y el producto tensorial de espacios vectoriales producen nuevamente
espacios vectoriales. Para extender estas construcciones al contexto de haces vectoriales,
utilizamos el siguiente procedimiento general presentado en [Atil8]. Sea T': Vectc x Vecte —
Vecte un funtor covariante continuo. Esto significa que a cada par de espacios vectoriales
complejos de dimensién finita (V, W) le asigna un espacio vectorial T'(V, W), y a cada par
de transformaciones lineales f: V — V' y g: W — W' le asigna una transformacién lineal
T(f,g): T(V,W) = T(V', W), que depende continuamente de f y g. Si £y E’ son haces
vectoriales sobre X, definimos

T(E,E):= | | T(E., E)),

zeX
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con proyeccién p: T(E, E') — X dada por p(T(E,, E.)) = . La continuidad de 7" induce en
T(E, E') una topologia (que no necesariamente es la de la unién disjunta) y una estructura
natural de haz vectorial sobre X, cuya fibra en cada punto = € X es T'(E,, E.) (véase [Atil8],

Seccién 1.2).

Suma directa. Tomando T'(V, W) = V @ W, se obtiene el haz vectorial E @ E’, cuya
fibra sobre x € X es (E® E'), = E, ® E..

Producto tensorial. Tomando T'(V, W) = V ® W, se obtiene el haz vectorial E® F’,
cuya fibra sobre x € X es (F® E'), = E, ® E.,.

Proposicién 1.1.5 ([Hat03]). Sean X,Y dos espacios topoldgicos, y f,g: Y — X dos apli-

cacitones continuas . Entonces, se cumple lo siguiente.
1. f*(Ey @ Ep) = f*(E1) @ f*(Ea).
2. [(Er® Ep) = f*(E1) ® [*(Ea).

Dado un haz vectorial sobre un espacio X, y dos aplicaciones continuas hométopas con
codominio X, el siguiente resultado establece que los haces inducidos a lo largo de dichas
aplicaciones son isomorfos. Esto es, el pullback de un haz vectorial es invariante bajo homo-

topia.

Teorema 1.1.6 ([Hat03], Teorema 1.6). Sea E un haz vectorial sobre un espacio paracom-
pacto y Hausdorff X. Si f,g :' Y — X son aplicaciones homdtopas, entonces los haces

imducidos f*E y g*FE son isomorfos.

Denotemos por Vect™"(X) el conjunto de clases de isomorfismo de haces vectoriales de

rango n sobre X.

Corolario 1.1.7 ([Hat03], Corolario 1.8). Una equivalencia homotépica f :' Y — X entre
espacios paracompactos Hausdorff induce una biyeccion f* : Vect"(X) — Vect"(Y). En
particular, cualquier haz vectorial sobre un espacio paracompacto Hausdorff y contrdactil es

trivial.

Hemos visto como construir haces vectoriales a partir de otros haces definidos sobre un
espacio base arbitrario X. Consideremos ahora el caso particular en que el espacio base es la
esfera S* de dimensién k. Escribimos S* como la unién de los hemisferios superior e inferior
D_’i y Dk | respectivamente, de modo que Di N DF = S*¥=1 Dada una aplicacién continua
f:S8¥1 — GL,(C), definimos E; como el cociente de la unién disjunta (D* x C")II(D* xC™)
obtenido al identificar cada punto (z,v) € 9D* x C" con (z, f(z)(v)) € OD* x C". Entonces,
la proyeccién natural E; — S* define un haz vectorial complejo de rango n. A la aplicacién

f se le llama funcién de engranaje de E}.
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Dados dos espacios X y Y, denotaremos por [X,Y] al conjunto de clases de homotopia

de aplicaciones continuas X — Y.

Proposicién 1.1.8 ([Hat03], Proposicién 1.11). La asignacion
® : [S*1 GL,(C)] = Vect™(S*)
que envia cada funcion de engranaje f al haz vectorial Ey, es una biyeccion.

Como consecuencia del resultado anterior, todos los haces vectoriales complejos sobre el
circulo S! son triviales.

La Proposicién 1.1.8 proporciona una reduccién del problema de clasificacién de los ha-
ces vectoriales complejos sobre la esfera S* a un problema de homotopia. El siguiente pa-
so consiste en extender esta clasificacién a haces vectoriales sobre espacios paracompactos
Hausdorft. Para ello, introducimos primero la nociéon de variedad grasmanniana. Sea V' un
espacio vectorial complejo de dimensién finita. Denotamos por Gr, (V') al conjunto de todos
los subespacios vectoriales de V' de dimension n. Este conjunto posee una estructura de va-
riedad suave, llamada la variedad grassmanniana de n-planos en V. En particular, si
V = CF, escribimos Gr,,(C*), la cual parametriza los subespacios complejos de dimensién n
de C*.

Para construir la grassmanniana infinita, consideremos las inclusiones naturales C! C
C?cC---cCFcCF!C .- las cuales inducen inclusiones Gr, (C*) — Gr,(CF*1). De este

modo, la grassmanniana infinita se define como
Gr,,(C>) = lim Gr, (C") = | J Gr,.(CY).
k k

Dotando a Gr, (C>) de la topologia del colimite, se obtiene un CW-complejo de dimensién
infinita. Sobre cada grassmanniana Gr, (C*) existe un haz vectorial complejo E,(CF) —

Gr,(C*) de rango n, definido por
E,(CF) == {(W,v) € Gr,(C*) x C* | v € W}.

Pasando al colimite, se obtiene un haz vectorial complejo E, (C*) — Gr,(C>) de rango n,

llamado el haz universal de rango n.

Teorema 1.1.9 ([Hat03], Teorema 1.16). Sea X un espacio paracompacto Hausdorff. En-
tonces la asignacion [X, Gr,(C®)] — Vect"(X) que envia cada clase [f] a la clase de iso-

morfismo de f*(E,(C™®)) es una biyeccion.

En consecuencia del resultado anterior, los haces vectoriales sobre un espacio paracom-

pacto Hausdorff son clasificados por clases de homotopia de aplicaciones hacia Gr, (C*).
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Por esta razén, la grassmanniana infinita Gr,(C*) se denomina espacio clasificante para
haces vectoriales.

La construccion anterior es un caso particular de una situaciéon mas general, la cual se
describe a continuacién. Recordemos que una accién de un grupo topoldgico GG sobre un

espacio topologico X es una aplicacién continua
2 GEx X =X, (9,2) —> g,

talque 1-z =xy g-(h-z) = (gh) -z para cualesquiera g,h € Gy z € X, donde 1 denota el
elemento identidad de G. En este caso, decimos que X es un G-espacio. La accion se dice
libre si gr = x implica que g = 1 paratodo g € Gy = € X.

Sea G' un grupo topolégico compacto y Hausdorff. Un G-haz universal es un G-haz
principal (véase [Hus66]) EG — BG tal que, para todo espacio paracompacto Hausdorff
X, la aplicacion

[X, BG] — Pring(X), fr— f(EG)

es una biyeccion. Aqui, Pring(X) denota el conjunto de clases de isomorfismo de G-haces
principales sobre X. Para construir los espacios FG y BG utilizaremos la construccion de
Milnor.

Definicién 1.1.10 (Producto join). Sean X y Y espacios topoldgicos. El producto join
de X y Y, denotado por X %Y, se define como el cociente de X x [0,1] x Y por la relacién

de equivalencia

(2,0,y) ~ (2/,0,y), z,2'eX, yey,
(z,1,y) ~ (z,1,y"), reX, yy ey

Definimos EG como el join infinito EFG = G * G * - -- . De manera explicita, un punto
de EG esta representado por una sucesion formal (t1g1,t2g9,...), donde ¢; € [0, 1], s6lo un
nimero finito de los t; es distinto de cero y ) .t; = 1. Dos sucesiones (t191,t202,...) ¥
(t191, 595, - - -) representan el mismo punto si ¢; = t; para todo j y se cumple que g; = g;
siempre que t; # 0.

La topologia en E'G se define como la topologia débil inducida por la unién de los joins
finitos

o Gokeox EG = G*™".
Con esta topologia, FG es un CW-complejo y, en particular, un espacio paracompacto.

Ademas, G actia libremente (vedse la Definicion 2.1.3) sobre EG mediante la accién dada

por (tig1,t292,...) - g = (11919, 12929, - - .).
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El espacio base BG se define como el cociente BG = EG/G, y se denomina el espacio
clasificante de GG. Un teorema de Milnor establece que el haz principal FG — BG es un

(G-haz universal.

Ejemplo 1.1.11. Si G = U(n) es el grupo de matrices unitarias de tamano n X n,
entonces su espacio clasificante es homotopicamente equivalente a la grassmannia-
na infinita, esto es, BU(n) ~ Gr,(C*). Bajo esta identificacién, el haz universal
E,(C*®) — Gr,,(C*>) corresponde al U(n)-haz principal universal EU(n) — BU(n).

K-teoria

En este apartado daremos una descripcion general de la K-teoria de un espacio compacto
y Hausdorff. Comenzaremos introduciendo la construcciéon de Grothendieck de un monoide
conmutativo.

Sea M un monoide conmutativo. Definimos
K(M):=M x M/~,

donde la relacién de equivalencia estd dada como sigue: (a,b) ~ (¢,d) si y solo si existe
k € M tal que a+d+ k = b+ c+ k. La clase de equivalencia correspondiente a (a,b) sera
denotada simplemente a — b.

En K (M) se define la operacién (a — b) + (¢ — d) := (a + ¢) — (b + d), la cual estd bien
definida y convierte a K (M) en un grupo abeliano. Ademas, existe un morfismo natural de

monoides
v M — K(M), a—a—0,

que satisface la siguiente propiedad universal: si A es un grupo abelianoy f: M — A es un
morfismo de monoides, entonces existe un tinico morfismo de grupos abelianos ¢ : K (M) —
A tal que f = p o1y En este caso, decimos que el grupo K(M) es la completacién a
grupo de M.

Equivalentemente, K (M) puede definirse como el cociente del grupo abeliano libre con

base M por el subgrupo generado por las relaciones
la] +[b] = [a+b], a,be M,

donde [a] denota el generador correspondiente al elemento a y a + b denota la operacién
en M. Esta descripcién es precisamente la construccion de Grothendieck de una categoria
aditiva, aplicada al caso en el que M se considera como una categoria con un solo objeto. Por
ello, en adelante nos referiremos a K (M) simplemente como la construccién de Grothendieck
de M.
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Denotaremos por Vect(X) al conjunto de clases de isomorfismo de haces vectoriales com-
plejos sobre X. Si E es un haz vectorial sobre X, escribiremos [F] para denotar su clase de
isomorfismo.

Dados [E], [E'] € Vect(X), definimos [E] + [E'] .= [E® E'| y [E] - [F'] == [E® E']. Se
verifica facilmente que estas operaciones estan bien definidas. Ademas, con estas operaciones,
Vect(X) tiene estructura de semianillo conmutativo. El elemento neutro para la suma esté
dado por la clase del haz cero, mientras que el elemento neutro para el producto esta dado

por la clase del haz trivial de rango uno.

Definicién 1.1.12 (K-teoria). Sea X un espacio compacto y Hausdorff. La K-teoria de X
se define como

K(X) := K(Vect(X)),

la construccién de Grothendieck del semianillo Vect(X). Los elementos de K(X) se denomi-

nan haces virtuales sobre X.

Una descripcion homotopica de la K-teoria de un espacio es la siguiente. Por el Teorema
1.1.9, sabemos que Vect"(X) = [X, BU(n)]; al tomar el colimite,

BU :=liy BU(n),

obtenemos que [X, BU| = lim [X, BU(n)]. De este modo, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.13 ([May99]). Sea X un espacio compacto Hausdorff. Entonces, se tiene
un 1somorfismo natural

K(X)=[X,BU x Z.
Aqui Z es considerado como espacio discreto.

Definicién 1.1.14. Sea X un espacio del mismo tipo de homotopia de un CW-complejo.
La K-teorfa de X se define como K (X) := [X, BU x ZJ.

K-teoria equivariante

De manera general, abordaremos la K-teoria equivariante con el propdsito de presentar
algunos resultados que seran de utilidad en el Capitulo 5.

Definicién 1.1.15 (G-haz vectorial). Sea G un grupo finito y X un G-espacio. Un G-haz
vectorial sobre X es un G-espacio E junto con una aplicacion G-equivariante p : £ — X

que cumple las siguientes propiedades.

i) La aplicacién p : F — X es un haz vectorial.
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ii) La accién de G es lineal fibra a fibra. Esto es, para todo g € Gy x € X,
g: By — Fy,
es una transformacion lineal.

Definicién 1.1.16 (Morfismo de haces equivariantes). Un homomorfismo de G-haces
vectoriales sobre X es una aplicacién continua G-equivariante f : £ — E’' que induce un

homomorfismo f, : E, — E! de espacios vectoriales para todo = € X.

Todas las construcciones de haces vectoriales que estudiamos en la seccion anterior son
validas para el caso equivariante. Para mayor detalle, se sugiere al lector interesado consultar
[Seg68].

Sea X un G-espacio compacto Hausdorff. Denotamos por Vectg(X) al conjunto de clases
de isomorfismo de GG-haces vectoriales sobre X. Este conjunto junto con la suma y el producto
inducido por la suma directa y el producto tensorial, respectivamente, tiene estructura de

semianillo conmutativo.

Definicién 1.1.17 (K-teorfa equivariante). La K-teoria equivariante de X se define como
la construccion de Grothendieck de Vectg(X) y se denota por Kq(X).

La siguiente construccion exhibe una relacién entre haces vectoriales H-equivariantes y

G-equivariantes, donde H < (G. Sea X un H-espacio. Se define el espacio
GxpgX:=(GExX)/H,

donde la accién H sobre G x X estd dada por (g,z) - h = (gh, h~'z). Denotamos por |g, z]
la clase de (g,z) en G x g X. El espacio G x g X es un G-espacio cuya accién estd dada por
g - [g,z] = [d'g, x] para cada ¢’ € G. Asi, se tiene la inclusién
t: X > GxgX
z— [1,x],
la cual identifica X con el subespacio H xy X C G xyg X.
Ahora, si p : E — X es un haz vectorial H-equivariante, entonces se obtiene un haz
vectorial G-equivariante
G xgl — G Xg X
[976] = [gup(e)]

Ademés, al considerar el pullback a lo largo de ¢, se recupera el haz original; esto es, t*(G X g

E)~F.
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Por otra parte, sea ' — G Xy X un haz vectorial G-equivariante. Restringiendo el
espacio total a la imagen de ¢, se obtiene un haz H-equivariante £ := E'|,(x) — X. A partir
de este se construye el haz inducido G x g F — G x g X. Existe entonces un morfismo natural

de haces G-equivariantes
V:GxyE—FE', |g,e]—g-e,

para cada e € FE. Este morfismo estd bien definido y es un isomorfismo de haces G-
equivariantes. Por lo tanto, las construcciones E +— G xy E y E' +— E'[,(x) son inversas
una de la otra. En consecuencia, Vectg(G x g X) = Vectg(X).

Los morfismos ¢ y ¢ inducen morfismos t* : Kg(G xg X) = Ky(X) y v* : Ky(X) —
K¢(G xg X) inversos entre si. Por lo tanto, K(G xg X) = Ky (X).

Para concluir con este apartado, mostraremos que es equivalente tomar primero el monoi-
de de haces vectoriales equivariantes cociente por cierta relacion de equivalencia y después
aplicar la construccién de Grothendieck, que proceder en el orden inverso; es decir, aplicar
primero la construcciéon de Grothendieck y luego pasar al cociente.

Sea G un grupo, H < G, y X un G-espacio compacto Hausdorff. Denotemos por
Vecty(X) al monoide de clases de isomorfismo de haces vectoriales H-equivariantes sobre
X. El normalizador Ng(H) actia sobre Vecty(X) de la siguiente manera. Si n € Ng(H) y
p: E — X es un haz vectorial H-equivariante, definimos "I := A*_, I/, donde A\p,-1: X — X
es el homeomorfismo dado por A,-1(z) = n~'z. Este haz se equipa con la accién de H in-
ducida por conjugacién; esto es, si h € H, entonces h actia sobre la fibra correspondiente
mediante n~'hn. Como n € Ng(H), se tiene n~'hn € H, por lo que esta accién estd bien
definida.

Diremos que [E], [F] € Vecty(X) estdn relacionados, y lo denotamos por [E] ~' [F],
si existe un elemento n € Ng(H) tal que [F] = ["E]. Es inmediato verificar que ~' define
una relacién de equivalencia en Vecty(X). A partir de esta relacién, nos gustaria que la
estructura de monoide de Vecty(X) se herede al cociente Vecty(X)/~'. Sin embargo, para

que esto sea posible, es necesario que ~' sea una congruencia de monoides.

Definicién 1.1.18 (Congruencia de monoides). Sea M un monoide. Una relacién de equi-

valencia R en M es una congruencia si para cualesquiera a,b,c,d € M con aRc y bRd, se

cumple (a - b)R(c - d).

Veamos que ~' no necesariamente es una congruencia en Vecty(X). Sean [E4], [Es], [Fi]
y [F»] en Vecty(X) con [Ey] ~' [Fi] vy [E2] ~ [Fy]. Entonces, existen ny,ny € Ng(H)
tales que [Fy| = ["E1] y [Fy] = [ E,). Luego [F1] & [Fy] = [ Ey @ ™ E,]. Por otra parte,
[Ey @ Es) ~' [Fy @ F] implicaria la existencia de n € Ng(H) tal que [Fy @ Fy] = ["(Ey @ E»)],
pero en general puede no existir tal n tal que ™ E; @ " F, sea isomorfo a "E; & "F, en

Vecty (X). Por lo tanto, ~' no es una congruencia.
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El siguiente resultado garantiza la existencia de una congruencia a partir de una relacion

de equivalencia.

Proposicién 1.1.19 ([Spild], Proposicién 4.1.18). Sea (M,-) un monoide. Las siguientes

afirmaciones se cumplen.

1. Toda relacion R C M X M genera una congruencia S en M tal que S es la congruencia

mas pequena que contiene a R.

2. Si ~ es una congruencia en M, entonces M/~ es un monoide compatible con la es-

tructura del monoide M.

Sea ~ la congruencia generada por ~'. Entonces, por el resultado anterior,
Vecty (X)/Ng(H) := Vecty (X)/~

es un monoide cuyos elementos son clases de la forma [E].
Dado que el normalizador Ng(H) actua sobre Vecty(X), se induce una accién por auto-
morfismos sobre Ky (X). Definimos los coinvariantes de K (X) bajo el normalizador N (H)

como el cociente

Ku(X)ngm) = %7

donde (a —"a) denota el subgrupo generado por las diferencias a —"a para cada a € Ky (X)
yne NG'(H)

Lema 1.1.20. Sea X un G-espacio compacto Hausdorff y sea H < G. Entonces
como grupos abelianos.

Demostracion. Sea q : Vecty(X) — Vecty(X)/Ng(H) la proyeccién candnica. Como ¢ es
un homomorfismo de monoides, por la propiedad universal de la construcciéon de Grothen-
dieck induce un homomorfismo de grupos abelianos g, : Ky (X) — K (Vecty(X)/Ng(H))
dado por ¢.([E] — [F]) = q([E]) — q([F]). Veamos que g, se factoriza a través de los coinva-
riantes. Sea a = [E] — [F| € Ky(X) y sea n € Ng(H). Entonces "a = ["E] — [*F]. Por lo
tanto,

0.("a) = g(["E)) — ¢(("F) = q([E)) — ¢([F]) = s(0),

pues (["E]) = q([E]) y ¢(["F]) = q([F']) en Vecty (X)/Ng(H). En consecuencia, g.(a—"a) =
0. Luego (a — "a) C Ker(q,).
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De este modo, ¢, se factoriza de manera tnica a través de la proyeccién canénica m :

Ky (X) = Kg(X)ng ). Obtenemos entonces un homomorfismo de grupos abelianos

[E] — [F] = [E] - [F]

tal que ¢, = P o .

Construiremos ahora el morfismo inverso. Sea ¢ : Vecty (X) — Ky (X)n(m) la aplicacion
dada por ¢([E]) = 7([E]). Esta aplicaciéon es un homomorfismo de monoides. Adem4s, si
n € Ng(H), entonces

p(["E]) = =(["E]) = n([E]) = @([E]).
Por la propiedad universal del cociente, la aplicacién ¢ induce un homomorfismo de monoides
© : Vecty(X)/Na(H) = Kg(X)ngm) definido como $(¢([£])) = 7([E]). Aplicando ahora
la propiedad universal de la construccion de Grothendieck, ¥ induce un homomorfismo de

grupos abelianos
Q: K (Vecty(X)/Ne(H)) = Ku(X)ngm)
q([E]) — q([F]) = =([E] = [F]).

Claramente ® y 2 son inversas una de la otra. Por lo tanto, concluimos que Ky (X )y, (#)

y K(Vecty(X)/Ng(H)) son isomorfos como grupos abelianos. O

1.2. Grupos p-locales finitos

En este apartado se presentara la teoria basica de los sistemas de fusiéon, siguiendo las
ideas expuestas en [AKO11], con el objetivo de introducir los grupos p-locales finitos definidos
en [BLOO3]. A partir de ahora, a menos que se indique lo contrario, p denotard un nimero

primo.

Sistemas de fusion

Sea GG un grupo finito y S un p-subgrupo de Sylow de GG, donde p es un niimero primo.
Dos subgrupos Py Q de S se dicen G-fusionados si existe g € G tal que 9P = gPg~! = Q.
Histéricamente, este concepto fue introducido por W. Burnside a finales del siglo XIX y
se desarroll6 hasta la segunda mitad del siglo XX, dando como resultado una manera de
codificar la fusién de subgrupos en una categoria. Mas precisamente, dado un grupo finito
G y un p-subgrupo de Sylow S de G, el sistema de fusién de G sobre S es la categoria
Fs(G) definida como sigue: sus objetos son los subgrupos de S'y, para P, @ < S,

Hom gy ) (P, Q) = Homg(P, Q) :=={c,: P = Q | g € G},
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donde ¢, es el homomorfismo inducido por la conjugacién en G. La composicién de morfismos
es la composicion usual de homomorfismos de grupos y, para cada P < S, el morfismo
identidad es idp. Observemos que esta definicion depende de la eleccién de un p-subgrupo
de Sylow S. Sin embargo, esta eleccién no afecta al sistema de fusion salvo isomorfismo. En
efecto, si S’ es otro p-subgrupo de Sylow de G, entonces existe g € G tal que S' = gSg~!, y
la conjugacién por g induce un isomorfismo de categorias Fs(G) = Fs (G). Motivados por
esta construccién, podemos abstraer las propiedades esenciales de estas categorias y definir

un sistema de fusion sobre un p-grupo arbitrario.

Definicién 1.2.1 (Sistema de fusién). Sea S un p-grupo finito. Un sistema de fusién
sobre S es una categoria F cuyos objetos son los subgrupos de S, y sus morfismos son
homomorfismos de grupos tales que, para cada P,Q € F, el conjunto Homz(P, Q) cumple

lo siguiente.

1. Homg(P, Q) C Homz(P, Q) C Inj(P, @), donde Inj(P, Q) denota el conjunto de homo-

morfismos inyectivos de P a Q).

2. Todo morfismo ¢ € Homz(P, Q) se factoriza como un isomorfismo en F seguido de

una inclusion.

Aqui, la composicién en F es la composicion usual de homomorfismos de grupos y, para cada
P < S, el morfismo identidad es idp.

Notacién. Sea S un grupo y P un subgrupo de S. Entonces,

Cs(P) = {geS|gpg' =p paratodo p € P},
Ng(P) = {geS|gPg™"' =P},

denotan el centralizador y el normalizador de P en S, respectivamente. Si Aut(P) es el
grupo de automorfismos de P, existe un homomorfismo de grupos ¢ : Ng(P) — Aut(P) cuyo
kernel es Cg(P); la imagen del normalizador Ng(P) bajo el homomorfismo ¢ se denota como

Autg(P). El grupo de automorfismos internos de P es
Inn(P) := Autp(P) = ¢(P),

el subgrupo de Aut(P) formado por los automorfismos inducidos por conjugacién por ele-
mentos de P. El grupo de automorfismos externos de P se define como el cociente Out(P) :=
Aut(P)/Inn(P).

Definicién 1.2.2. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo.

e Dos subgrupos P, < S se dicen F-conjugados si son isomorfos como objetos en
la categorfa F. Denotamos por P7 al conjunto de todos los subgrupos de S que son

F-conjugados a P.
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e Un subgrupo P < S es plenamente F-centralizado si |[Cs(Q)| < |Cs(P)|, para todo
Q€ P,

e Un subgrupo P < S es plenamente F-normalizado si |Ng(Q)| < |Ns(P)|, para
todo Q € P7.

e El sistema de fusién F se dice saturado si se cumplen las condiciones siguientes.

i) Cada subgrupo P < S plenamente F-normalizado también es plenamente F-
centralizado, y Autg(P) es un p-subgrupo de Sylow de Autz(P) = Homxz(P, P).

ii) Para cada morfismo ¢ : P — S en F, se define el conjunto
N, :={g € Ns(P) : 3h € Ns(p(P)) tal que p(?p) =" ¢(p), para toda p € P}.

Si ¢(P) es plenamente F-normalizado, ¢ se extiende a un morfismo ¥ : N, — S

en F tal que ¥|p = ¢.

Si G es un grupo finito y S es un p-subgrupo de Sylow de G, la categoria Fs(G) es un
sistema de fusién en el sentido de la Definicién 1.2.1. En particular, Fs(G) es saturado. Sin
embargo, no todos los sistemas de fusién (saturados) corresponden a sistemas de fusién de
un grupo finito sobre un p-subgrupo de Sylow. Aquellos que si lo son se dicen realizables,
en caso contrario se dicen exdticos. En el contexto de la clasificacion de los grupos finitos
simples, Ron Solomon construyé el primer ejemplo de un sistema de fusién exdtico [Sol74].
Para ello, considerd el 2-sistema local Sol(q) sobre un 2-subgrupo de Sylow de Spin,(q), donde
¢ es un nimero impar. Solomon demostré que Sol(g) tiene una unica clase de conjugacion de
elementos de orden dos, al igual que ocurre con Spin,(¢), y que no existe ningin grupo con
una estructura 2-local isomorfa a Sol(g). Aqui, por estructura p-local de un grupo entendemos

un p-subgrupo de Sylow junto con las relaciones de fusién de sus subgrupos.

Elementos estables

Motivados por el algebra homoldgica, introduciremos la definicién de elemento G-estable,
y después extenderemos esta definicién para un sistema de fusion. El Teorema de Cartan-
Eilenberg exhibe una manera de calcular la cohomologia de un grupo con coeficientes en un
campo finito [F,, a través de los elementos G-estables de la cohomologia de su p-subgrupo de

Sylow con coeficientes en F,,. Esto es,
H*(G, ]Fp) ~ H*(S, Fp)G—estables)
con S un p-subgrupo de Sylow de G. Un elemento a € H*(S;F,) se dice G-estable si

reszgmgc}l (a) = feS§Sms(a)v
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donde *S = xSz~! para todo x € G. La manera de generalizar esto a la categoria Fg(G)
es mediante el funtor de cohomologia. Sea R un anillo conmutativo unitario y sea R-Mod
la categoria de R-médulos. Entonces, H"(—,F,) : Fs(G) — R-Mod es un funtor que, en
objetos, asigna a cada subgrupo P de S el R-mddulo H"(P;F,), y a cada G-conjugacién ¢,
en Fg(G) le corresponde el morfismo inducido en cohomologfa. El limite del funtor H"(—;F,)

sobre la categoria Fg(G) se define como

Hm H"(P;F,) = {(ap)p € H H"(P;F,) | ciag =apsicyg: P— @ en fS(G)} .
Fs(G) P<S

Se puede verificar que la funcion

d - Hn(S, Fp)G—estables N w Hn(P; ]Fp)
Fs(G)
a — (resp(a))p

estd bien definida y es un isomorfismo. Por lo tanto, el Teorema de Cartan-Eilenberg se

puede formular de la siguiente manera.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Cartan-Eilenberg). Sea G un grupo finito. Si S es un p-

subgrupo de Sylow de G, entonces

H'(GiF,) = lim H"(P;F,)
Fs(G)

para toda n > 0.

Demostracion. La demostracién de este resultado puede consultarse en [Brol2], Teorema
II1.10.3. O

El resultado anterior es una manera tedrica para determinar la cohomologia de grupos
finitos con coeficientes en IF),, pero es poco ttil para hacer calculos. Sin embargo, exhibe la
importancia de los elementos estables. Por lo cual, el siguiente paso consiste en generalizar

la definicién de elemento estable en el contexto de sistemas de fusién.

Definicién 1.2.4 (Elemento F-estable). Sea F un sistema de fusién sobre un p-grupo Sy
sea H un funtor contravariante de F en alguna de las categorias Grp, R-Mod, Ring o Set.
Un elemento = € H(S) se dice F-estable si, para todo P < S'y ¢ € Homz(P, S), se cumple

H(p)(w) = H(1})(x),

donde ¢3: P — S denota la inclusién. El conjunto de elementos F-estables es denotado por

H(S)7.
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Definicién 1.2.5. Sea F un sistema de fusiéon sobre un p-grupo. Un subgrupo P < S se

dice

e F-céntrico si es plenamente F-centralizado y el centralizador de P en S es igual a su

centro.
e F-radical si Outz(P) = Autz(P)/Inn(P) no tiene p-subgrupos normales propios.

Denotaremos por F¢ la subcategoria plena de F cuyos objetos son los subgrupos F-
céntricos, y por F la subcategoria plena de F cuyos objetos son los subgrupos F-radicales

y JF-céntricos.

Teorema 1.2.6 (Teorema de fusién de Alperin). Sea F un sistema de fusion sobre un p-
grupo S. Entonces, para cada isomorfismo ¢ : P — P’ en F, existen sucesiones de subgrupos
de S,

P=Py,P,....,P.=P y Q,Q...,Q,

y morfismos @; € Autx(Q;), tales que
1. Q; es plenamente F-normalizado, F-céntrico y F-radical, para cada i € {1,... k}.
2. P, P <Q; ypi(P—1) =P, para cada i € {1,... k}.

3. = QrOoPE_10--:0p].

Con lo anterior, se pueden demostrar los siguientes resultados, cuyas demostraciones

detalladas se encuentran en el Teorema 3.2.3 y la Proposicién 3.2.4 de [Gas20)].
Teorema 1.2.7. Sea v € H(S). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) x es F-estable.
it) H(p)H(i3)(x) = H(p)(x), para todo P,Q < S y ¢ € Homz(P,Q).
iii) H(o)H(13)(x) = H(13)(z), para todo P € F y p € Autz(P).

Proposicién 1.2.8. Sea R un anillo conmutativo unitario y sea H : F°? — R-Mod un

funtor contravariante. Entonces,

H(S)” = lim .

Fop
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Grupos p-locales finitos

Definicién 1.2.9 (Sistema céntrico de enlace). Sea F un sistema de fusién saturado sobre un
p-grupo S. Un sistema céntrico de enlace asociado a F es una categoria £ que tiene como
objetos los subgrupos F-céntricos de S, junto con un funtor 7 : £ — F¢ y monomorfismos
distinguidos dp : P — Aut.(P) para cada P < S subgrupo F-céntrico, que cumplen lo

siguiente.

(A) 7 es laidentidad en objetos y es sobreyectivo en los morfismos. Més precisamente, para
cada par de objetos P, Q) € L, el centro Z(P) de P actia libremente (véase la Definicion
2.1.3) en Mor, (P, ()) por composicién (al identificar Z(P) con dp(Z(P)) < Aut.(P)),

y 7 induce una biyeccién

Mor.(P,Q)/Z(P) = Homz(P,Q).

(B) Para cada P € Ly cada g € P, el funtor 7 envia dp(g) € Autg(P) a ¢, € Autz(P).

(C) Para cada f € Mor(P,Q) y cada g € P, el siguiente diagrama

f

6p(g)l léQ(W(f)(g))

Pp—15q

conmuta en L.

Definicién 1.2.10 (Grupo p-local finito). Un grupo p-local finito es una terna (S, F, L),
donde F es un sistema de fusién saturado sobre un p-grupo S y L es un sistema céntrico de

enlace asociado a F.

Sean GG y H grupos finitos, y sean S'y T' p-subgrupos de Sylow de G'y H, respectivamente.
Sea o : S — T un isomorfismo que preserva la fusién (conjugaciones). Diremos que G es
p-localmente equivalente a H si « induce un isomorfismo de categorias a, : Fg(G) —
Fr(H). Una propiedad p-local es aquella que se preserva bajo equivalencias p-locales. La
importancia de las propiedades p-locales de un grupo finito GG esta en que estas corresponden
a propiedades p-locales de la p-completacién del espacio clasificante BG. Asi, la introduccion
de los grupos p-locales finitos viene motivada por generalizar la relaciéon anterior. Dado
que los grupos p-locales finitos son objetos algebraicos, se desearia tener un espacio con
propiedades andlogas a la p-completacion del espacio clasificante de un grupo finito, cuyas
caracteristicas correspondan a las de un grupo p-local dado. Una manera de asociarle un

espacio topoldgico a una categoria arbitraria C es a través de la realizacion geométrica de su
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nervio NC = Fun([n],C) (véase [GJ09]). En particular, el espacio clasificante de un grupo p-
local (S, F, L), denotado por BF, se define como la p-completacién del nervio de la categoria

L. Para ver algunas caracterizaciones de BJF, se define la siguiente categoria.

Definicién 1.2.11 (Categoria de 6rbitas). La categoria de Orbitas de un sistema de
fusiéon F sobre un p-grupo S es la categoria O(F) cuyos objetos son los subgrupos de S, y
morfismos

Moror) (P, Q) = Repx(P, Q):=Inn(Q) \ Homz(P,Q),

donde Inn(Q) actia sobre Homz(P, () por postcomposicién. Asi, Inn(Q)\Homz(P, Q) de-
nota el conjunto de dérbitas de esta accién.

Sea O°(F) la subcategoria plena de O(F) que tiene por objetos los subgrupos F-céntricos
de S. Si L es el sistema céntrico de enlace asociado al sistema de fusion F,

7LD F o OF)

es el funtor dado por la composicién. Si Fy es cualquier subcategoria plena de JF, entonces
O(Fy) es la subcategoria plena de O(F) tal que sus objetos son los mismos que los objetos

de la categoria Fy. Por lo tanto, O(F¢) = O°(F) [BLOO03].

Proposiciéon 1.2.12. Sea F un sistema de fusion saturado sobre un p-grupo S y L un
sistema céntrico de enlace asociado a F. Sea B : O¢(F) — Top la extension de Kan iz-
quierda homotépica sobre 7 : L — O°(F) del funtor constante L = Top. Entonces, B es un
levantamiento a Top, salvo isomorfismo natural, del funtor homotdopico P — BP, y
A
L]} ~ hocolig(é)
O(Fe)
El siguiente resultado muestra que todo sistema de fusién saturado tiene asociado un

sistema céntrico de enlace siempre que exista un levantamiento, salvo isomorfismo natural,
del funtor homotoépico P — BP.

Proposicién 1.2.13. Un sistema de fusion saturado sobre un p-grupo S tiene asociado un
sistema céntrico de enlace L si y solo si el funtor P — BP en O°(F) admite un levanta-

miento a Top salvo isomorfismo natural.
De los resultados anteriores, se siguen las siguientes correspondencias.

Levantamientos salvo

Sistemas céntricos Espacios _
- , _ J isomorfismo natural del
de enlace = { clasificantes ; = o [BLO04]
. funtor homotépico
asociados a F para F

P— BP
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Dado un sistema de fusién F sobre un p-grupo S, por la Proposicién 1.2.8, el anillo de
cohomologia de elementos estables de F es

H*(F;Fp) = lim H*(Q;F).

Fop

En analogia con grupos finitos, se tiene una versiéon del Teorema de Cartan-Eilenberg
para un grupo p-local finito.

Teorema 1.2.14 ([BLOO03], Teorema 5.8 ). Si (S, F, L) es un grupo p-local finito, entonces
el homomorfismo natural

H*(|L]); Fy) = H*(F;F,) = lim H*(Q; F,).
Fov
es un isomorfismo y el anillo H*(|L]};F,) es noetheriano.

El teorema anterior exhibe una relacién entre un objeto algebraico con la p-completacion

de un espacio, tal como ocurre entre las propiedades p-locales de un grupo finito y las
propiedades p-locales de la p-completacion de su espacio clasificante.



Capitulo 2

Anillo de Burnside de grupos finitos y

sistemas de fusion

2.1. G-conjuntos
Sea GG un grupo y X un conjunto. Una accién izquierda de G sobre X es una funcion

GExX - X
(g,2) = g-=
que satisface:
i) 1-2 ==z, donde 1 € GG es el elemento neutro de G y = € X.
ii) g-(h-x)=(gh)-z, paratodo g,h € Gy z € X.

Definicién 2.1.1 (G-conjunto). Sea G un grupo y X un conjunto. Si G actia sobre X,

diremos que X es un G-conjunto.

Como ejemplos inmediatos, tenemos que el conjunto vacio () es un G-conjunto de ma-
nera tnica. Asimismo, cualquier conjunto con un solo elemento X = {*} es un G-conjunto

mediante la accién trivial g - * = % para todo g € G.

Nota 2.1.2. Una acciéon derecha de G sobre X es una funcion - : X x G — X dada
por (x,g) — x - g, que satisface las condiciones andlogas a las de una accién izquierda.
Ademas, dada una accién izquierda de GG en X es posible definir una accion derecha mediante

x-g:= g ' x. Por esta razén, solo trabajaremos con acciones izquierdas.

De manera equivalente, una accién de G en un conjunto X se define como un homomor-

fismo de grupos p : G — Sym(X), donde Sym(X) := {a : X — X | a es una biyeccién }

31
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es el grupo simétrico con la operacién dada por la composicién de funciones. Desde el pun-
to de vista de la teoria de representaciones, es comun referirse al homomorfismo p como
representacion de G por permutaciones.

Dado que una acciéon de un grupo sobre un conjunto se define como una funcion, los
G-conjuntos pueden caracterizarse a partir de las propiedades asociadas a dicha funcién. A
continuacion, se presentan algunos de los tipos de acciones (y por tanto G-conjuntos) con

los que se trabajara a lo largo de este documento.

Definicién 2.1.3. Sea G un grupo y X un conjunto. Una acciéon de G sobre X se dice

trivial si g-x = x, paratodo g€ Gy x € X.

fiel si cada vez que se tenga g - x = x para todo x € X, entonces se debe tener g = 1.

libre si la condicién g - = x para algin x € X implica g = 1.

transitiva si X # () y, para cada x,y € X, existe g € G tal que g -z = v.

Si la accién de G en X es trivial/fiel/libre/transitiva diremos que X es un G-conjunto

trivial /fiel/libre/transitivo.

Si X es un G-conjunto, para cada elemento x € X, el conjunto
Gr:={g-z|geG}

es un subconjunto de X, al cual llamamos la érbita de z en X. Por otro lado, si z € X, el

conjunto
G, ={9€eG|g-z=ux}

resulta ser un subgrupo de G, al cual se le conoce como subgrupo de isotropia (o estabi-
lizador) de x.

Dado x € X, a partir de la érbita Gx de x en X, se pueden caracterizar las acciones
transitivas. Esto es, dado un G-conjunto transitivo X y x € X fijo pero arbitrario, todo
elemento y € X es de la forma y = g - x, para algin g € G. Luego X ={g-z | g € G} = Gz
y la érbita de x es todo el conjunto X. Si Gx = X, entonces para cada y € X, existe g € G
tal que g - © = y; asi, la accién es transitiva. Esto muestra que una accién es transitiva si y
solo si X = Gz para algun (o, equivalentemente, para todo) = € X.

En el siguiente ejemplo veremos que el conjunto de clases laterales G/H es un G-conjunto
transitivo. Este conjunto sera de suma importancia, ya que como veremos mas adelante todos

los GG-conjuntos transitivos son de esta forma.
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Ejemplo 2.1.4. Sea G un grupo, H un subgrupode Gy X = G/H :={aH | a € G}
el conjunto de clases laterales izquierdas de H en G. El grupo G actia sobre G/H

mediante

-:GxG/H — G/H
(9,aH) + gaH.

Primero, observemos que esta funcion esta bien definida, ya que para clases laterales
iguales a1 H = asH se tiene gay H = gasH. Para ver que en efecto es una accion, basta

verificar las propiedades i) y ii) de la definicién de accién. Esto es,
i) 1-aH = laH = aH, para todo aH € G/H.

i) g-(h-aH) = g-(ha)H = ghaH = (gh)aH = (gh) - aH, para todo g,h € G y
aH € G/H.

Por otro lado, esta accion es transitiva porque la 6rbita de H = 1H es todo G/H. En
efecto,
GH={9-H|geG}={gH |ge G} =G/H. (2.1)

Definicién 2.1.5. Sean X y Y dos G-conjuntos. Una funcién f : X — Y se dice G-
equivariante si f(g-z) = g - f(z). Diremos que X y Y son isomorfos como G-conjuntos,

denotado por X =Y si existe una funcién f : X — Y biyectiva y G-equivariante.

Proposicién 2.1.6. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto. St la accion de G sobre X

es transitiva, entonces existe un subgrupo H < G tal que X es isomorfo a G/H.

Demostracion. Sea X un G-conjunto transitivo y z € X fijo pero arbitrario. Como la iso-
tropia G, de x es un subgrupo de G, tomamos H = G,. Definimos la funcién ¢ : G/H — X
dada por ¢(gH) = g - . Observemos que

g H =g H <~— gflggeH < gflgg-x:x = o T =g1- 2.

Esto implica que ¢ estd bien definida y es inyectiva. Por otro lado, como la accién de G sobre
X es transitiva, para todo y € X, existe g € G tal que y = g - x. Por lo tanto, y = ¢(gH)
y ¢ es sobreyectiva. Como ¢ es inyectiva y sobreyectiva, se sigue que es biyectiva. Ademas,

para cada ¢’ € G, se tiene

o - (gH)) =o((d9)H) = (dg9) -2 =9 - (g-x) =g - p(gH).

Esto muestra que X y G/H son isomorfos como G-conjuntos. O
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Dado un G-conjunto X, diremos que dos elementos z,y € X estan relacionados y deno-
tamos x ~ y, si existe g € G tal que y = ¢ - x. Esta relacion es una relacién de equivalencia,
cuyas clases de equivalencia son las érbitas de la accién. Asi, el conjunto {Gz | x € X} forma
una particion de X. Esto implica que X es unién disjunta de érbitas. Como consecuencia de

esto y de la Proposicion 2.1.6, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.7 ([Cas21], Lema 3.19). Sea G un grupo y X un G-conjunto. Entonces X

es union disjunta de G-conjuntos transitivos. Esto es,
x=][x.
iel
donde cada X; es una orbita de la accion de G sobre X.

Proposicién 2.1.8. Sea G un grupo y H, K < G. Entonces G/H y G/K son isomorfos

como G-conjuntos si y solo si H y K son G-conjugados.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ : G/H — G /K es un isomorfismo de G-conjuntos,

es decir, una funcién biyectiva y G-equivariante. Entonces, existe g € G tal que p(1H) =
p(H) =gK'y

o(H)=@(hH)=hp(H) =hgK, hecH.

Luego gK = hgK, de donde ¢g~*hg € K para todo h € H. Esto implica que ¢"'Hg C K.
Por otro lado, como ¢ es un isomorfismo, p=! : G/K — G/H existe y estd bien definida.
Aplicando un argumento andlogo a o' : G/K — G/H se tiene la contencién K C g~'Hg.
Por lo tanto, g1 Hg = K.

Por otra parte, supongamos ahora que existe g € G tal que K = g~'Hg. Consideremos
la funcién ¢ : G/H — G /K dada por ¢(aH) = agK. Observemos que

aH = ayH = a;'as € H = g '(a]"as)g € K = a19K = axgK.

Asi, 1 estd bien definida. Ademds, la inversa ¥~' : G/K — G/H de esta funcién existe,
estd bien definida y estd dada por ¢ *(¢’K) = a’g ' H. Es claro que ¢yt o9 = idg/n vy
Yop~! =idg/ k. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo. Solo resta probar que ¢ es G-equivariante.

Sea ¢’ € GG, entonces
U(g' - aH) = ¢(g'all) = g'agK = ¢’ - 1)(aH).

Asi, ¢ : G/H — G/K es un isomorfismo de G-conjuntos. [
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Corolario 2.1.9. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto finito. Entonces X se descom-

pone de manera unica, salvo isomorfismo de G-conjuntos, como una union disjunta
n
X = [ \G/H;,
i=1

donde Hy, Hs, ..., H, son representantes de todas las clases de G-conjugacion de subgrupos

de G y
~ Hz € X | Gy es G-conjugado a H,}|

A G : H;]

2.2. Semianillo y anillo de Burnside de un grupo finito

Como vimos anteriormente, dos G-conjuntos X y Y son isomorfos si existe una funcion
f X — Y biyectiva y G-equivariante. La relacion “ser isomorfo a” define una relacién de
equivalencia, y [X] := {Y | X =2 Y} denota la clase de equivalencia del G-conjunto X. Asi,

definimos
A (G) :={[X]| X es un G-conjunto finito}

como el conjunto de clases de equivalencia de G-conjuntos finitos.

La union disjunta de dos conjuntos X y Y se define como
XY := (X x{0}) U (Y x {1}).

Si X y Y son G-conjuntos, entonces X II Y también es un G-conjunto. Para ver esto,

consideremos la funcién

CGx(XIY) — XTIV
g-(2,0) = (g9-2,0)

y veamos que satisface los axiomas i) y ii) de la definicién de accion.

i) Sea 1¢ el elemento neutro de G. Entonces,
lg - (z,0) = (1g-2,0)=(z,0), (z,0)e XIY

1G'(y71) = (1G'y71):(y71)’ (y,l)GXHY

11) g- (h (.l’, 0)) =9g- (h[E, O) = (g (hl‘)7 0) = ((gh)J;? 0) = (gh> ) (l’, 0)7 para CualeSqUiera
g,h € Gy (x,0) € XIIY. Anédlogamente se prueba para (y,1) € X I1Y.
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Para cada [X], [Y] € AT(G), se define la operacién + : AT(G) x AT(G) - AT (G) como
(X]+[Y]:=[X1TY].
Es sencillo comprobar que esta operacién estd bien definida en AT(G) y se denomina suma.

Proposicién 2.2.1. (AT(G),+) es un monoide conmutativo y cancelativo.

Demostracion. Sean [X],[Y] y [Z] elementos de AT (G). Entonces,

donde la tercera igualdad se obtiene del isomorfismo X II (Y II Z) =2 (X IIY) Il Z de G-
conjuntos. Asi, la suma es asociativa en AT(G). Ademds, la suma es conmutativa porque

XY =Y I X es un isomorfismo de G-conjuntos y en consecuencia
X+ [Y]=[XTY]=[YIX]=[Y]+[X]

Por otro lado, veamos que para cada [X] € AT(G), se tiene que [X]| + [0] = [X 11 0] = [X].
Es decir, la clase [(] es el elemento neutro de A*(G), el cual denotamos por 0. Lo ante-
rior muestra que AT (G) es un monoide conmutativo; solo queda probar que es cancelativo.
Supongamos que [X| + [Z] = [Y] + [Z]. Por el Corolario 2.1.9, sea {Hi,..., H,} un con-
junto de representantes de las clases de G-conjugacion de subgrupos de GG. Entonces existen

iy i, Vi € N tales que
i=1 i=1 i=1

Asi,
Xuz=][[\+wG/H, YIZ=]](w+v)G/H. (2.2)
i=1 i=1
Como [X|+[Z] = [Y]|+]Z], se cumple XIIZ = YIIZ. En consecuencia, las descomposiciones
en (2.2) corresponden al mismo G-conjunto. Por la unicidad de los coeficientes en el Corolario
2.1.9 se sigue que \; + v; = u; + v; para todo ¢ = 1,...,n. Restando v; en ambos lados de la
igualdad se obtiene \; = p; y

i=1 1=1

Por lo tanto, X = Y y [X] = [Y]. De este modo se concluye que AT(G) es un monoide
cancelativo. N
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En el resultado anterior demostramos que (A" (G),+) es un monoide conmutativo. Lo
que veremos a continuacién es que, con el producto adecuado, se le puede dar estructura de
semianillo conmutativo. Si X y Y son dos G-conjuntos, se tiene una accion de G sobre el

producto cartesiano X x Y la cual estda dada por

T GEX(XXY) - XxY
g-(v,y) — (9z,9y)

En efecto, es una accién, ya que cumple con los axiomas i) y ii) de la definicién de accién.

i) Sea 1g el elemento neutro de G. Entonces, 1 - (x,y) = (1, lgy) = (x,y), para todo
reXyyeY.

ii) Para cualesquiera g,h € G, x € X yy € Y se tiene, g - (h- (z,y)) = g - (hz,hy) =
((gh)z, (gh)y) = (gh) - (z,y).

Como X X Y es un G-conjunto, esto define una operacién binaria - : AT(G) x AT(G) —
AT(@). Asi, el producto en AT(G) estd dado por

[X]-[Y] = [X x V].

Definicién 2.2.2 (Semianillo de Burnside de un grupo finito). Dado un grupo finito G,
el semianillo de Burnside de G es el semianillo (A*(G),+,-), con la suma y producto
anteriormente definidos. La identidad multiplicativa corresponde a la clase de isomorfismo

de G-conjuntos de cardinalidad 1.

En general, (AT(G),+,-) no es un anillo porque ningin elemento no trivial en A*(G)
tiene inverso aditivo. Esto es consecuencia de la cardinalidad de G-conjuntos. La manera

natural de anadir los inversos es tomando la construccién de Grothendieck K(AT(G)) de
AT(@). Esto es,

Z[AT(G)]

K(AN(G)) = (XOY] - [X]-[Y])

donde Z[A*(G)] es el grupo abeliano libre con base AT(G) y ((X T Y] — [X] — [Y]) es el
subgrupo de Z[AT(G)] generado por [X IIY] — [X] — [Y]. Esta dltima relacién permite que
la suma de K(A*"(G)) extienda la suma ya definida en A*(G) cuando vemos A1 (G) dentro

de K(A"(G)) mediante el mapeo que envia X a su clase.

Definicién 2.2.3 (Anillo de Burnside de un grupo finito). Sea G un grupo finito. El anillo
de Burnside de G es la construcciéon de Grothendieck del semianillo (AT(G),+,-), v se
denota por A(G) := K(AT(G)). A los elementos de A(G) se les llama G-conjuntos virtuales.
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Dado que Z[AT(G)] es el grupo abeliano libre generado por [X], con X un G-conjunto

finito, todo elemento de Z[A™(G)] puede escribirse como una combinacién lineal finita
an[Xl], n; € Z.

Separando los coeficientes positivos y negativos, obtenemos

D omalX] =X = ) (—n)[Xi].
i n;>0 n;<0
En el cociente A(G) = Z[AT(G)]/{((X T Y] — [X] — [Y]) la relacién [X ITY] = [X] + [Y]
implica que cualquier suma finita de generadores puede escribirse como la clase de un tnico
G-conjunto, pues
(X4 + [ Xy = (X - DX

Por lo tanto, todo elemento de A(G) puede representarse como [X| — [Y] para ciertos G-
conjuntos finitos X y Y. A tales elementos los llamamos G-conjuntos virtuales.

Dado [X] € AT(G), por el Corolario 2.1.9 existe una descomposicién
(X] =) AI[G/H],
i=1

donde Hy, ..., H, son representantes de las clases de G-conjugacion de subgrupos de G. Por

lo tanto, si [X] — [Y] € A(G) es un G-conjunto virtual, existen enteros \; y y; tales que

n

(X] = [Y] =Y NG/H] = wlG/H]=> (A — m)[G/H.
i=1 i=1 i=1
Esto muestra que los elementos [G/H;] generan A(G) como grupo abeliano. Ademds, la
descomposicion del Corolario 2.1.9 es tnica, por lo que los coeficientes \; estan determinados
de manera unica para cada G-conjunto finito. De aqui se deduce que si

n

> ailG/H] =0

i=1
en A(G), entonces necesariamente a; = 0 para todo i. Por lo tanto, los elementos [G/H,]

son linealmente independientes. En consecuencia, {[G/H4],...,[G/H,]} forma una base de

A(G) como grupo abeliano y

A(G) = @Z[G/Hi].

Teorema 2.2.4. El anillo de Burnside A(G) de un grupo finito G es un Z-mddulo libre con

tantos generadores como clases de conjugacion de subgrupos de G.
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Ejemplo 2.2.5. Sea G =Z/2 = (g | g> = 1) el grupo ciclico de orden 2. El grupo Z/2
solamente tiene dos subgrupos que son el subgrupo trivial {1} y Z/2 mismo. Ya que
estos dos subgrupos tienen diferente orden, solo se tienen dos clases de conjugacion.

Por el teorema anterior, el anillo de Burnside de Z/2 como Z-mdédulo libre es
A(Z)2) 2 Z[Z/2/1) ® Z|Z/2]Z)2) = Z® 7 = 7*. (2.3)

Por otro lado, para determinar la estructura multiplicativa de A(Z/2) consideremos
los generadores X = [Z/2/1]y Y = [Z/2/Z/2]. Luego,

XX =[2/2/1] - [Z/2/1] = [Z/2/1 x Z/2/1]

Notemos que Z/2 x Z/2 = {(1,1),(1,9), (9,1), (g,9)}, vy este conjunto tiene dos érbitas
dadas por {(1,1),(g,9)} v {(1,9),(g,1)}. De este modo, X - X = [Z/2/1 x Z,/2/1] =
[Z/2/1] 11 [Z/2/1] = 2X. Para las otras relaciones se tiene lo siguiente,

[X]-[Y] = [2/2/1 x 2/2/2/2] = [Z/2/1) = [¥] - [X],
[¥]-[Y] = [Z/2/Z/2 x Z/2/Z/2) = [2/2/Z/2).

Por lo anterior, Y es la identidad multiplicativa, y por tanto, la tinica relacion que se
tiene es respecto a X. Asi, el anillo de Burnside de Z/2 es

A(Z]2) = ﬂ
(X2 —2X)

En el ejemplo anterior, determinar la estructura multiplicativa del anillo de Burnside fue
relativamente sencillo ya que G = Z/2 solamente tiene dos elementos, pero para grupos con
mas elementos calcular las relaciones dadas por el producto puede ser un tanto complicado.
El siguiente resultado da una descripcion elegante de cémo calcular el producto en el anillo

de Burnside.

Lema 2.2.6. Sea G un grupo y sean H,K subgrupos de G. Denotamos por H\G/K al
conjunto de dobles clases laterales HgK = {hgk | h € H,k € K}. Si [H\G/K| C G es un
conjunto de representantes de estas dobles clases laterales, entonces

G/ 61K = S ||

HNgKg !
gelH\G/K] 929
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Demostracion. Sea g = (H,gK) € G/H x G/K. El subgrupo de isotropia de g es

Gy={g€CG|g 5=7}
={¢€G|gH=Hg¢gK =gK}
={deG|gJH=H,g'ggec K}
=HnNngKkg" (2.4)

Para cada ¢g,¢" € G, se tiene que (H,gK) y (H,¢' K) estan en la misma 6rbita si y solo si
existe h € H tal que hgK = ¢’K. Es decir, si y solo si g y ¢’ pertenecen a la misma doble
clase lateral HgK. Ademés, para todo (g1 H, goK) € G/H x G/K, se tiene

91" (nH, 92 K) = (H, g, ' 2 K),

por lo que todo elemento del producto pertenece a la 6rbita de algin (H, gK'). En consecuen-
cia, cada orbita contiene un representante de esta forma, y dos de ellos determinan la misma
orbita si y solo si pertenecen a la misma doble clase lateral. Esto implica que las érbitas de
la accién de G sobre G/H x G/K estéan en correspondencia biyectiva con las dobles clases
laterales H\G/K. Asi,

G/HxG/K= [ Gg (2.5)

geH\G/K

donde g = (H, gK). La 6rbita de g es un G-conjunto transitivo; por la Proposicién 2.1.6, se

tiene que Gg = G/Gy. Por (2.4) y (2.5), se sigue que

G/HxG/K= [ G/Gz= [[ G/HngKg™" (2.6)

gEH\G/K geEH\G/K

Como dos elementos en A*(G) son iguales si y solo si sus representantes son isomorfos como

G-conjuntos, lo anterior implica

G/H]-[G/K] = [G/HxG/K]= ) [G/HNgKg™],

geH\G/K
tal como se queria. O

Dado un grupo finito G y un subgrupo H < G, existen dos operaciones naturales, la
restriccién y la induccién, que relacionan los anillos de Burnside A(H) y A(G). Estas ope-
raciones permiten interpretar A(—) como un funtor de Green (véase [Die06]). Si X es un
G-conjunto, entonces puede considerarse como un H-conjunto mediante la restriccién de la
accion de G a H. Al H-conjunto resultante se le conoce como la restriccion de G a H, y se
denota como res% X . De manera andloga, si f : X — Y es una aplicacién G-equivariante, la

misma funcién define una aplicacién H-equivariante res$ f : resf X — res§Y; asi, se obtiene
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un homomorfismo de anillos res% : A(G) — A(H). Por otra parte, si X es un H-conjunto,

el G-conjunto inducido por X se define como ind%X := G x5 X. Esto es, el cociente de
G x X por la relacién (gh,z) ~ (g, hz), para todo h € H. Si f: X — Y es una aplicacién

H-equivariante, la funcién
ind% f:ind%X — ind%Y
(9:2) — (g, f(2))

estd bien definida y es G-equivariante. En consecuencia, se obtiene un homomorfismo de
grupos abelianos ind% : A(H) — A(G).

Proposicién 2.2.7 ([Die06], Capitulo 6.1). Sea G un grupo finito y H, K subgrupos de G.

Entonces, se cumplen las siguientes propiedades.

1. Formula de descomposicion de Mackey: para todo X € A(H),

G G _ . K xHz!
respindj X = g Ind gy pa—1 © T€SE o a1 © C2(X).
zeK\G/H

2. Para todoY € A(H) y X € A(G),

ind% (Y - res$ X) = ind$Y - X.

2.3. Homomorfismo de marcas del anillo de Burnside

En esta seccién describiremos algunas propiedades del anillo de Burnside A(G) de un
grupo finito mediante el homomorfismo de marcas definido sobre A(G). Si no hay lugar a

confusién, denotaremos simplemente por X al elemento [X] en A(G).

Definicién 2.3.1 (Conjunto de puntos fijos). Sea X un G-conjunto finito y H < G. Se

define el conjunto de puntos fijos de X bajo H como
X" .={x e X |h-z=uz, paratodoh € H}.

A cada G-conjunto finito X se le puede asociar el nimero entero |X#| dado por la

cardinalidad de su conjunto de puntos fijos bajo H < G. Esto define una aplicacion
o ATG) = Z, X w—|X"|,

la cual, por linealidad, se extiende a A(G). A este homomorfismo se le denomina la marca
asociada a H. El siguiente resultado, que no probaremos, muestra que ¢y es un homomor-

fismo de anillos.
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Proposicién 2.3.2 ([Bur09], Cap. XII). Sea H < G. Entonces oy satisface las siguientes
propiedades.

a) er(0) = 0.
b) Si 1 denota la identidad multiplicativa de A(G), entonces pu(1) = 1.
c) Si X,Y € A(G), entonces

er(X +Y) =ou(X) +eu(Y)

(X xY) = op(X) - ou(Y).

d) Dos elementos X yY en A(G) son isomorfos si y solo si ou(X) = @u(Y) para todo
H<G.

Por el Teorema 2.2.4, el anillo de Burnside A(G) visto como Z-médulo libre estéd gene-
rado por los G-conjuntos transitivos G/H;, donde H; son representantes de las clases de
G-conjugacion de subgrupos de GG. Esto motiva el siguiente resultado el cual exhibe la marca

de un subgrupo de G en un generador de A(G).

Proposicién 2.3.3. Sean H, K < G. Entonces la marca de H en G/K es

en(G/1) = R,

donde Ng(H,K) :={g€ G| g *Hg < K} denota el transportador en G de H a K.

Demostracién. Primero observemos que si Ng(H,K) = (), entonces (G/K) = 0, y la

igualdad es inmediata. Supongamos ahora que
No(H, K) #0

. La accién de G sobre G/K estda dada por h - gK = hgK para h € Hy gK € G/K. Por
definicién, los puntos fijos de G/K bajo H son

(G/K)Y! ={gK € G/K | h- gK = gK para todo h € H}.
Luego gK € (G/K)" siy solo si
hgK = gK <<= g'hgc K <= gHg'<K,

para todo h € H. Por lo tanto, cada elemento de (G/K)¥ corresponde a una clase lateral
gK con g € Ng(H, K). Como dos elementos gK y ¢’ K representan el mismo punto de G/ K
siy solo si g7'¢’ € K, el nimero de puntos fijos es |(G/K)| = % Asi,

on(G/K) = |(G/K)"| = %

tal como se queria. O
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Lema 2.3.4. Sea G un grupo finito y H, K subgrupos de G. Entonces oy = @i st y solo si
H es G-conjugado a K.

Demostracién. Supongamos primero que ¢y = . En particular oy (G/L) = ¢ (G/L)

para todo L < G. Tomando L = H y usando la proposicién anterior, py(G/H) = %
Como ¢y = ¢, se sigue que
Ne(K, H
(G H) = R — o),

Por lo tanto |Ng(K, H)| > 0, y existe g € G tal que gKg~' < H. Intercambiando el papel
de H v K, se obtiene ¢ Hg'~! < K para algin ¢’ € G. De estas inclusiones se deduce que
|H| = |K]|, y por tanto gKg~' = H. Luego H y K son conjugados en G.

Reciprocamente, supongamos que K = gHg~! para algin g € G. Sea X un G-conjunto

finito. Entonces la aplicacién

X XK T — gx,
estd bien definida y es biyectiva, con inversa x + g~ 'x. En consecuencia | X | = | X %], y por
lo tanto v (X) = ¢k (X) para todo X € AT (G). Puesto que AT(G) genera a A(G) como
grupo abeliano, se concluye que gy = ¢ en A(G). O

Sea .(G) un conjunto de representantes de clases de conjugacién de subgrupos de G.
Por el lema anterior, subgrupos conjugados definen la misma marca; asi, podemos elegir una

marca @y por cada clase de conjugacién de subgrupos de G y definir

p: AG) —» ] z (2.7)

Hes(G)
X] = (eu(X))gesr @)

Como cada @g es un homomorfismo de anillos, la aplicaciéon ¢ también es un homomorfismo
de anillos. Al anillo Q(G) := [[ . () L se le conoce como el anillo fantasma de G. Dado
que . (@) tiene un representante por cada clase de conjugacién de subgrupos de G, se sigue
que Q(G) = ZICNA,

Un elemento £ € Q(G) es una familia de ntimeros enteros £ = (§g)nes(c)- Si K < G es
cualquier subgrupo, denotaremos por {x la coordenada correspondiente al representante de

la clase de conjugacién de K.

Proposicién 2.3.5 ([Die06], Proposicién 1.2.2). El homomorfismo de anillos ¢ : A(G) —

Q(G) es inyectivo y tiene conicleo finito.
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Del resultado anterior se sigue que A(G) es un subanillo de Q(G). Definimos el grupo

de obstruccion de G como el conticleo de ¢, esto es,

Obs(G):= [ z/WeH|zZ,
He#(G)
donde W H = Ng(H)/H es el grupo de Weyl de H en G. Si € € Q(G), para cada H € % (G),

se tiene una aplicacion dada por

¢H(f) = Z g[gHgfl} mod ’WGH|
lg]leWeH
Proposicién 2.3.6 ([Die06], Proposicién 1.2.3). La aplicacion ¢ : Q(G) — Obs(G) definida

como (&) = (Vu(§))mes () es un homomorfismo de grupos. Ademds, la sucesion
0= A(G) S QG) S Obs(G) — 0
es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Corolario 2.3.7. Si G es un grupo finito, entonces ¥V : Q(G)/p(A(G)) — Obs(G) es un

isomorfismo de grupos abelianos.

Al considerar la racionalizacion Ag(G) := A(G)®Q del anillo de Burnside, los resultados
anteriores se generalizan. Si extendemos por linealidad el homomorfismo fantasma, se tiene
que

po: Ag(G) = (@) = [ @
[ (@)

HleCl

es un isomorfismo de Q-dlgebras. En particular, Ag(G) = Qg(G) = QICNA,

2.4. S-conjuntos F-estables

En este apartado introduciremos los elementos F-estables del anillo de Burnside de un
p-grupo S. Salvo que se indique lo contrario, todo sistema de fusion se supondra saturado.

Sea F un sistema de fusién sobre un p-grupo S. Si P < Sy f € Homz(P,S), entonces
todo S-conjunto X puede considerarse como un P-conjunto mediante la accién g-z = f(g)-x,
con g € Py x € X. Denotaremos por p X a este P-conjunto. En particular, si ¢ : P — S

es la inclusién, entonces p, X es el P-conjunto obtenido al restringir la accién de S a P.

Definicién 2.4.1 (Conjunto F-estable). Sea F un sistema de fusiéon sobre un p-grupo S.
Un S-conjunto X se dice F-estable si para todo subgrupo P < S y todo morfismo f €

Hompz(P,S), los P-conjuntos p ;X y p,X son isomorfos.
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El siguiente resultado caracteriza los conjuntos F-estables en términos del homomorfismo

de marcas.

Proposicién 2.4.2 ([Reel5|, Lema 4.1). Sea X un S-conjunto. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

i) X es F-estable.
i) op(X) = oy (X), para todo P < S y todo f € Homg(P,S).
iii) pp(X) = pqo(X), para todo par de subgrupos P,Q < S que sean F-conjugados.

Como consecuencia del inciso iii), las clases de isomorfismo de S-conjuntos F-estables son
cerradas bajo suma disjunta y producto cartesiano. Por lo tanto, forman un subsemianillo
de AT (S5), el cual denotaremos por A1 (F).

Definicién 2.4.3 (Anillo de Burnside de un sistema de fusién). Sea F un sistema de fusion
sobre un p-grupo S. El anillo de Burnside de F, denotado por A(F), es el subanillo de A(S)

formado por los elementos F-estables. Es decir,
A(F) ={z € A(S) | pp(z) = pgo(z) si Py Q son F-conjugados}.

Dado que F es un sistema de fusién saturado, la Proposicién 4.4 de [Reel5] muestra que
esta definicién coincide con la construccién de Grothendieck de A*(F).
A continuacién presentamos un ejemplo en el que se calcula explicitamente el anillo de

Burnside de un sistema de fusién.

Ejemplo 2.4.4. Sea G = A, el grupo alternante en 4 elementos y sea

S ={(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

su 2-subgrupo de Sylow. Consideremos el sistema de fusién F = Fg(A4) de A4 relativo a
S. Los objetos de F son los subgrupos de S. Denotemos por Hy; = {(1), (12)(34)}, Hy =
{(1),(13)(24)} y H3 = {(1),(14)(23)} a los subgrupos de orden dos de S. Entonces la

reticula de subgrupos de S esta dada por

S

Hy Hj

Como S es abeliano, cada subgrupo de S representa una clase de conjugacién de sub-

grupos de S. Por lo tanto, el anillo de Burnside de S, como grupo abeliano libre, esta
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dado por
3
A(S) =z (S/1) @ Dz [S/H) & Z[S/S).
i=1
Asi, todo elemento de A(S) se puede escribir de la forma

Los subgrupos Hy, Hy y Hjz son F-conjugados, pues son conjugados entre si por ele-
mentos de Ay. Por el inciso iii) de la Proposicién 2.4.2; el elemento U es F-estable si

y solo si

Usando el homomorfismo de marcas, y por la Proposicion 2.3.3, se obtiene

cle(U):0a+261+0b2+Ob3+1c:2b1+c
Cem,(U)=0-a+0-by+2-bo4+0-b3+1-c=2by+c
e, (U)=0-a+0-b+0-by+2-b3+1-c=2bs+c.

Por lo tanto, la condicion de F-estabilidad implica que 2by +c¢ = 2by +¢c = 2b3 + ¢, y

en consecuencia by = by = b3. Luego todo elemento F-estable de A(S) es de la forma
U =al[S/1] +b([S/H1] + [S/H,) + [S/Hs]) + c[S/S].
De este modo
A(F) =Z[S/S) @ Z[S/1] ® Z([S/H1] + [S/H] + [S/H3)).
Denotemos por 1:=[S/S], X :=[S/1], Y :=[S/H, 1 S/H, 11 S/Hj]. Entonces
AF)=Z10ZX & ZY.

Resta determinar la estructura multiplicativa de A(F). Primero, es inmediato ver que
1 es el neutro multiplicativo. Ademds, como S/1 es un S-conjunto libre, para todo
S-conjunto finito Z se tiene S/1 x Z = |Z|(S/1). En particular,

X2 =[S/1x S/1] = 4[S/1] = 4X (2.8)
y, como Y tiene 6 elementos,

XY = [S/1)([S/Hy) + [S/Hs) + [S/Hs]) = 6S/1] = 6X. (2.9)
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Ahora calculemos Y2. Por la férmula de dobles clases laterales,

S/H;x S/H; =[] S/(Hin"Hy).
r€[H;\S/Hj]

Como S es abeliano, se tiene "H; = H, para todo r € S. Ademds, las dobles cla-
ses H;\S/H; estan en biyeccién con las clases laterales de H;H; en S. Por lo tanto,

Sii = j, entonces H;H; = H; y H;NH; = H;, de modo que S/H; x S/H; = 25/H,. Por
otra parte, si ¢ # j, entonces H;H; =Sy H;NH; = {(1)}, por lo que S/H; x S/H,; =
S/1. Luego

Y? = ([S/Hi] + [S/Ha] + [S/ Hs))*
= 2([S/H1] + [S/Ha| + [S/Hs]) + 6[S/1]
=2Y + 6X. (2.10)

Finalmente, por (2.8), (2.9) y (2.10), el anillo de Burnside de F = Fg(A4) estd
dado por

Z[X,Y]

A(F) = :
(%) (X2 —4X, XY —6X,Y2—6X —2Y)

El Teorema A de [Reel5] establece que el monoide A*(F) de clases de isomorfismo de
S-conjuntos F-estables es libre, y que su rango es igual al niimero de clases de F-conjugacién
de subgrupos de S. Para probar este resultado, Reeh construye, para cada clase [P] € CI(F),
un elemento F-estable oyp) € A*(F). Estos elementos son irreducibles en A*(F); es decir,
ninguno de ellos puede escribirse como suma de dos elementos no triviales de A™(F). Més
atin, Reeh demuestra que el conjunto B = {oyp; | [P] € CI(F)} genera libremente el monoide
AT (F). En consecuencia, al pasar a la construccién de Grothendieck, el mismo conjunto
determina una base del grupo abeliano libre A(F). En otras palabras, todo elemento de A(F)
puede expresarse de manera tnica como una combinacién lineal entera de los elementos «/p).

El siguiente resultado exhibe algunas propiedades importantes de los elementos apj, las

cuales serdn de utilidad en el estudio de los ideales primos del anillo A(F).

Proposicién 2.4.5 ([Lem22|, Proposicion 1.9). Sea F un sistema de fusion sobre un p-
grupo S. Para cada [P] € CI(F), existe un elemento F-estable agp) € AT(F) que satisface

las siguientes propiedades:
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1. app) es una combinacion lineal de elementos de la forma [S/P'], donde P' < S es
F-subconjugado a P, es decir, Homz(P', P) # ().

2. Existe un subgrupo Py € [P] tal que op) tiene exactamente una componente transitiva

de la forma [S/ Py, mientras que [S/Py] no aparece como componente transitiva de g

cuando [Q] # [P].
3. Para el subgrupo Py del inciso anterior, se liene

[Ns ()

©p(arp)) = TR

4. pqlagp) # 0 siy solo si Q) es F-subconjugado a P.

2.5. Ideales primos del anillo de Burnside

El objetivo de esta seccién es describir y clasificar los ideales primos del anillo de Burnsi-
de de elementos F-estables, A(F). Para ello, daremos una descripcién explicita del espectro
primo de A(F) y estudiaremos las relaciones entre sus ideales primos. Como consecuencia,
mostraremos que Spec(A(F)) es conexo. Mas adelante veremos que estas propiedades per-
miten obtener una demostracion alternativa del Teorema de completacion de Segal-Carlsson
para A(F).

Omitiremos la descripcion de los ideales primos del anillo de Burnside de un grupo finito;
sugerimos al lector interesado consultar [Dre69]. El contenido expuesto en este apartado estd
motivado por las ideas desarrolladas por N. Lemoine en [Lem22].

Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Si P < S, el homomorfismo de marcas
asociado a P es la aplicacién ¢p: A(S) — Z dada por ¢p(X) = | XT| en AT(S). Como A(F)
es un subanillo de A(S), podemos restringir ¢p a A(F). Denotaremos esta restriccién por
©p. Observemos que @p estd dada por la composicién ¢p o ¢, donde ¢: A(F) < A(S) es la
inclusion. En particular, pp es un homomorfismo de anillos.

Definimos Ip := $p'(0) y también definimos Ip, := $5'(¢Z) para cada nimero primo
g. Notemos que no se exige que ¢ sea distinto de p; esta distincion sera relevante en la
clasificacion de los ideales primos de A(F). Por otro lado, consideremos ¢ un nimero primo
y sea m : Z — 7 /qZ la proyeccién canénica. Como 7w y @p son homomorfismos de anillos, la

composicién ® := 1o ¢pp : A(F) — Z/qZ también es un homomorfismo de anillos. Adem4s,
Ker(®) ={X € A(F) | ¢p(X) =0 mod ¢} = Ip,

es un ideal de A(F). Mds aun, Ip, es un ideal primo. En efecto, como [S/S] € A(F) y

op([S/S]) = 1, el homomorfismo ¢p : A(F) — Z es sobreyectivo. En consecuencia, para
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todo nimero primo ¢, el homomorfismo ® : A(F) — Z/qZ también es sobreyectivo. Por el

primer teorema de isomorfia,
A(F)/Ip, = Im(®) = Z/qL.

Como Z/qZ es un campo, Ip, es un ideal maximal y, en particular, un ideal primo. De

manera andloga, se demuestra que Ip = Ker(gp) es un ideal primo de A(F).

Proposicién 2.5.1. Sea I un ideal primo de A(F) tal que Ip C I, para algin P < S.

Entonces I = Ip,, donde q es la caracteristica de A(F)/I. Siq=0, entonces I = Ip.

Demostracion. Como Ip = Ker(pp)y ¢p : A(F) — Z es sobreyectivo, por el primer teorema
de isomorfia se tiene A(F)/Ip = Z. Dado que Ip C I, el ideal I determina un ideal I/Ip de

A(F)/Ip. Bajo el isomorfismo anterior, este ideal corresponde a un ideal primo de Z, ya que
(A(F)/1p)/(1/Ip) = A(F)/1

es un dominio entero. Por lo tanto, el ideal correspondiente en Z es de la forma ¢Z, donde
g = 0 6 ¢ es un numero primo. Ademds, ¢ coincide con la caracteristica de A(F)/I. En
consecuencia, I = $5'(qZ). Si ¢ es primo, entonces I = ¢,'(¢Z) = Ip,. Por otra parte, si
q =0, entonces I = $5'({0)) = Ip. O

Lema 2.5.2. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S, y sea q un niumero primo
distinto de p. Para cada par de subgrupos P,Q) < S, se tiene que P es F-conjugado a @) si

y solo si Ipg = I 4.

Demostracion. Supongamos primero que P es F-conjugado a (). Si X € A(F), entonces por

la Proposicién 2.4.2, se tiene pp(X) = 9g(X). Por lo tanto,
Xelp, < ¢pp(X)=0mod ¢ <= ¢o(X)=0mod ¢ <= X € Ip,.

Luego Ip, = Ig 4.

Por otra parte, supongamos que Ip, = Ig 4, con g # p. Consideremos los elementos ap)
y oq) dados por la Proposicién 2.4.5. Reemplazando, si es necesario, a Py () por subgrupos
F-conjugados, podemos suponer que

er(ap)) = % vy Polag) = —’N’SC(;‘Q)'.

Como S es un p-grupo, los cocientes anteriores son potencias de p. Puesto que ¢ # p, se sigue

que @p(ap)) 0 mod q y 9glajg) #Z 0 mod g. Por lo tanto, agp) & Ipg vy ajq) € Ig,e- Como
Ip, = Igq, obtenemos que ap) ¢ Ig, v g € Ipq. Equivalentemente, @ (oyp)) # 0 mod ¢

y ¢p(oqg) # 0 mod ¢. En particular, ¢o(oqp) # 0y @p(og) # 0. Por el inciso iv)
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de la Proposicion 2.4.5, se concluye que () es F-subconjugado a P y viceversa. Es decir,
Homz(P, Q) y Homz(Q, P) son ambos no vacios. Dado que los morfismos en un sistema
de fusién son monomorfismos de grupos y los grupos son finitos, se tiene |P| = |Q|. Por
lo tanto, cualquiera de estos morfismos es un isomorfismo. En consecuencia, P y () son

F-conjugados. O]

Dado un sistema de fusién F sobre un p-grupo S, el anillo fantasma asociado a F se

define como

oF) =[] z
[P]eCI(F)

donde las coordenadas estan indexadas por las clases de F-conjugaciéon de subgrupos de
S. La aplicacién Cl(S) — CI(F) que envia una clase de S-conjugacién a su clase de F-
conjugacién induce un homomorfismo Q(F) — Q(S) que envia una tupla indexada por
clases de F-conjugacién a la tupla correspondiente en €2(.S), repitiendo el mismo valor en
todas las clases de S-conjugacion contenidas en una misma clase de F-conjugacion. De esta
manera, podemos identificar Q(F) con el subanillo de (S) formado por las tuplas que son
constantes en cada clase de F-conjugacion.

Como A(F) es el subanillo de elementos F-estables de A(SS), el homomorfismo de marcas
de A(S) se restringe a un homomorfismo inyectivo ¢ : A(F) — Q(F) dado por o(X) =
(©r(X))(preci(r)- Este homomorfismo estd bien definido porque si X es F-estable, entonces
op(X) = @o(X) siempre que Py @ sean F-conjugados. Ademds, por el Teorema B de

[Reelb], se tiene una sucesién exacta corta
0 — A(F) 25 Q(F) — Obs(F) — 0,

donde Obs(F) es el grupo de obstruccién de F. En particular, ¢(A(F)) tiene indice finito
en Q(F). De esto se sigue que Q(F) es un (A(F))-mbdulo finitamente generado. Un hecho
estandar de algebra conmutativa establece que si B es un A-moédulo finitamente generado,
entonces B es integral sobre A. Por lo cual, 2(F) es integral sobre ¢(A(F)). Luego, por el
Teorema 5.10 de [AM18], todo ideal primo de @(A(F)) es la contraccién de un ideal primo
de Q(F). En virtud de que ¢ es inyectivo, podemos identificar A(F) con su imagen en Q(F).
Asi, todo ideal primo de A(F) se obtiene como la preimagen, bajo ¢, de un ideal primo de
Q(F). Dado que Q(F) es un producto finito de copias de Z, sus ideales primos son de la
forma

LX - XqlhX -+ X1,

donde ¢ es un nimero primo 6 g = 0. Por lo tanto, todo ideal primo de A(F) es de la forma

Ip, = ¢5'(qZ), para algin subgrupo P < S y alglin niimero primo ¢, o bien ¢ = 0.
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Proposicién 2.5.3. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Entonces todo ideal
primo de A(F) es de la forma Ip,, para algin subgrupo P < S y algin nimero primo q, o

bien ¢ = 0.

A partir de esta descripcidn, conviene distinguir tres casos segtn el valor de ¢. Esto es, los
ideales primos de A(F) son de la forma Ip, Ip,, Ip,, con q # py P algin subgrupo de S.
Los siguientes resultados describen las propiedades particulares de estos ideales y permiten

comparar cuando dos de ellos son iguales o cudndo uno contiene a otro.

Teorema 2.5.4. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S y sea P < S. Si Q) es un

subgrupo normal de P tal que |P/Q| = p, entonces Ip, = Ig .

Demostracion. Sea X un S-conjunto finito, y sea X© = {x € X | ¢-x = z para todo ¢ € Q}
el conjunto de puntos fijos de X bajo Q. Dado que @ es normal en P, el subconjunto X© es

invariante bajo la accién de P. En efecto, si z € X9, p € Py q € Q, entonces
q-(p-x)=p- (0 'qp) -z =p" =,

ya que p'gp € Q. Por lo tanto, p -z € X?. Ademds, Q actiia trivialmente sobre X@, de
modo que la accién de P sobre X? induce una accién de P/Q sobre X%. Como |P/Q| = p,

las orbitas de esta accidn tienen tamano 1 6 p. En consecuencia,
X9 = [(X9)"79] = |X"| mod p.

v po(X) = ¢p(X) mod p. Por linealidad, la misma congruencia se cumple para todo elemento
de A(F). Esto es, si z € A(F) entonces

z€lp, <= ¢p(z)=0mod p <= @p(z) = Omod p <= z € Ip,.
De este modo, concluimos que Ip, = Ig,. O

Corolario 2.5.5. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Si P < S, entonces

[Pzp = Il’p'
Demostracion. Como P es un p-grupo finito, existe una serie normal
l=hhdP2---9P, =P

tal que |P;/P,_1| = pparatodoi =1,...,n. Aplicando el Teorema 2.5.4 a cada par P,_; < P,

obtenemos Ip, , = Ip, ,, para todo ¢ =1,...,n. Por lo tanto,

[P,p = IPn,p = IPnfhp == [Po,p = [1477

tal como se queria. O
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Proposicién 2.5.6. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S, y P,Q < S. Si q,q¢
son numeros primos o cero, entonces Ip, C Ig o sty solo si ocurre uno de los siguientes

casos:

i)q=qd#pyP ~rQ

i) q=0,q ¢{0,p} y P~r Q

i) q=0yq =p

w) ¢=4q =p.
Demostracion. Primero probamos que cualquiera de las condiciones anteriores implica la
contencion. Si g =¢ # py P ~rx @, entonces las marcas pp y @g coinciden en A(F). Por
lo tanto, Ip, = Ig 4, lo cual demuestra el primer caso.

Ahora, si ¢ =0, ¢ ¢ {0,p} y P ~x @, entonces, para todo X € Ip, se tiene pp(X) = 0.
Como P ~r @, se tiene pg(X) = 0. En particular, oo(X) = 0 mod ¢'. Luego X € Iy, ¥y
Ip Clgy.

Sig=0yq =p, entonces Ip C Ip,. Por el Corolario 2.5.5, se tiene Ip, = I, = Ig,.
Por lo tanto, Ip C Ig .

Finalmente, si ¢ = ¢’ = p, nuevamente por el Corolario 2.5.5, Ip, = I, = Ig,. En
particular, Ip, C Ig,.

Por otra parte, supongamos que Ip, C I .. Entonces, se tiene un homomorfismo sobre-
yectivo de anillos A(F)/Ip, = A(F)/Igy. Como A(F)/Ip, = Z/qZy A(F)/lgy =Z/{'Z,
la existencia de tal homomorfismo sobreyectivo implica que ¢ = 06 q = ¢'. Si ¢ = ¢ = p,
estamos en el cuarto caso. Si ¢ = 0y ¢ = p, estamos en el tercer caso. Supongamos entonces
que ¢’ # p. Probaremos que P ~x Q.

Consideremos los elementos ajp) y «aqg de la Proposicion 2.4.5. Reemplazando, si es

necesario, a P y () por subgrupos F-conjugados, podemos suponer que

op(op) = % Yy $olog) = %
Como S es un p-grupo, ambos cocientes son potencias de p. Dado que ¢’ # p, se sigue que
estos valores no se anulan en Z/q'Z. En el caso ¢ = 0, esto significa simplemente que son
enteros no nulos.

Sea Y := @p(aqp)) o) — @r(oqg))oyp € A(F). Entonces

or(Y) = op(arp)pp(a) — ¢rlag)er(ap) = 0.

Por lo tanto, Y € Ip. Si ¢ = 0, entonces Y € Ip,. Si ¢ = ¢’ # p, entonces también Y € Ip,,

pues Ip C Ip,. En cualquier caso, como Ip, C Iy, se tiene Y € I . Por otro lado,

oY) = op(ap)pqla) — erlag)@olamp)-
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El primer producto ¢p(aip))pq(ajg)) no se anula en Z/q'Z, ya que ambos factores son po-
tencias de p y ¢’ # p. Como Pg(Y) = 0 mod ¢, se sigue que @p(ag)Po(op)) tampoco
se anula en Z/q'Z. En particular, ¢p(agg) # 0y @glaip) # 0. Por el inciso iv) de la
Proposicién 2.4.5, esto implica que P y () son mutuamente JF-subconjugados; por lo cual,
Homz(P, Q) # () y Homz(Q, P) # ). Por consiguiente, P y @ son F-conjugados. O

Proposicién 2.5.7. Los ideales primos de A(F) son de la forma Ip,, con P < S y q un

numero primo o cero. Ademds, se cumple lo siguiente:
1. 8iq,q #p, entonces Ip, = Igy siysolosig=q¢ y P~rQ.
2. Todos los ideales Ip, con q # 0 son mazimales.
3. Los ideales Ip son minimales.

De los resultados anteriores, se obtiene el siguiente diagrama de inclusiones

IP,q Il,p ]Q,q’
Ip [Q

donde ¢, ¢' # 0, p. El diagrama anterior muestra que todo ideal primo de A(F) esta relaciona-
do, mediante una cadena de inclusiones, con el ideal primo I; ,. En consecuencia, Spec(A(F))

tiene una unica componente conexa.
Corolario 2.5.8. El espectro primo de A(F) es conexo en la topologia de Zariski.

Esta propiedad contrasta con el caso del anillo de Burnside de un grupo finito arbitrario.
En general, si G es un grupo finito, el espacio Spec(A(G)) no necesariamente es conexo;
de hecho, sus componentes conexas estdn en correspondencia biyectiva con las clases de
conjugacién de subgrupos perfectos de G (véase la Proposicion 2 de [Dre69]). En cambio,
para un sistema de fusién F sobre un p-grupo S, el espectro Spec(A(F)) es conexo.

Por resultados de algebra conmutativa, se tiene que el espectro primo de un anillo con-
mutativo y noetheriano es conexo si y solo si no tiene idempotentes primitivos no triviales.
Como consecuencia del corolario anterior, el anillo A(F) no tiene idempotentes primitivos

no triviales. Para precisar en esto, introducimos los siguientes conceptos.
Definicién 2.5.9. Sea A un anillo conmutativo unitario.

e Un elemento a € A se dice idempotente si a? = a.
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e Dos idempotentes e, f € A se dicen ortogonales si ef = 0. Mas generalmente, un
conjunto E de idempotentes de A se dice ortogonal si cualesquiera dos elementos

distintos de E son ortogonales.

e Un idempotente no nulo e € A se dice primitivo si, para cualesquiera dos idempotentes

ortogonales ey, es € A, la igualdad e = e; + e5 implica que e; =0 6 es = 0.
Ahora recordemos lo siguiente. Dado un ideal I de A(F), se tiene
V(I) :={p € Spec(A(F)) | I C p}.

Ademés, para f € A(F), el abierto distinguido asociado a f estd dado por D(f) = Spec(A(F))\
V).

Sea e € A(F) un idempotente. Como e(1—e) = 0, para todo ideal primo p € Spec(A(F))
se tiene que e € p 6 (1 —e) € p. Ademds, no pueden ocurrir ambas condiciones al mismo
tiempo, pues entonces 1 = e+ (1 —e) € p. Por lo tanto, Spec(A(F)) = D(e) L D(1 —e). Més
aun, D(e) = V({1 —e¢)) y D(1 —e) =V ({e)), de modo que D(e) y D(1 — e) son abiertos y
cerrados. Si e fuera un idempotente distinto de 0 y de 1, se verifica facilmente que tanto D(e)
como D(1 — e) serfan no vacios. Asi, un idempotente no trivial e darfa una descomposicién
de Spec(A(F)) como unién disjunta de dos abiertos y cerrados no vacios, lo cual contradice

la conexidad de Spec(A(F)). Por lo tanto, los tinicos idempotentes de A(F) son 0 y 1.

2.6. Teorema de completacion de Segal-Carlsson en

grupos p-locales finitos

Anos después de la publicaciéon de [Ati61], donde M. Atiyah formula y demuestra el
teorema de completacion para el anillo de representaciones de un grupo finito G (tema que

serd tratado con detalle en el Capitulo 3), G. Segal conjeturé que el morfismo natural
AG)L, — 7 (BG)

es un isomorfismo de anillos. Aqui A(G);. denota la completacion del anillo de Burnside de
G respecto a su ideal de aumentacién, y 7(BG) denota la cohomotopia estable del espacio
clasificante de G.

Después de casi dos décadas de desarrollo tedrico, la conjetura de Segal fue demostrada
por G. Carlsson en [Car84]. En esta seccién presentamos los aspectos necesarios para formular
y demostrar una versiéon del Teorema de Segal-Carlsson para el caso de grupos p-locales
finitos. La prueba que presentamos es distinta a la presentada por A. Diaz y A. Libman en

[DLO09]; para ello, seguiremos el esquema general desarrollado en [BC20].
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Cohomotopia estable

Sean X y Y dos CW-complejos punteados de dimension finita. Denotaremos por [ X, Y],
al conjunto de clases de homotopia punteadas de aplicaciones punteadas de X en Y. El

conjunto de aplicaciones estables de X en Y se define como

{X,Y}:=lig [¥"X, 5"V,

donde el limite directo se toma respecto a los homomorfismos inducidos por el funtor de
suspension. La suspension permite definir una suma en el conjunto de aplicaciones estables

de la siguiente manera: si a;, § : X" X — ¥"Y son aplicaciones punteadas, entonces
Ya+ X8 : 3" X — vty

Esta operacién induce una estructura de grupo abeliano en { X, Y}. Ademads, la composicién

de aplicaciones induce una aplicaciéon bilineal

En particular, cuando X =Y, el grupo abeliano {X, X'} tiene una estructura de anillo, cuyo
producto esta dado por la composicion de aplicaciones estables.

Por otro lado, como el funtor de suspensiéon ¥ es adjunto izquierdo del funtor de lazos €2,
se tiene una biyeccién natural [ X, ¥"Y], = [X, Q"¥"Y],. Por lo tanto,

{X,Y} =liny [X,Q"5"Y]..

Como X es un CW-complejo finito, el funtor [X, —|, conmuta con colimites filtrados. Asi,
{X,Y} = [X,Q¥E°Y],, donde Q¥E®Y = hﬂn Qnyny.

Definicién 2.6.1 ((co)homotopia estable). Sea X un CW-complejo. Denotamos por X =
X I {x} el espacio obtenido al anadir a X un punto base disjunto. Definimos la homotopia

estable y la cohomotopia estable de X por
WE(X) = {Sk,X+} y 7T§<X) = {X+, Sk}

Una razon importante para considerar la cohomotopia estable, y no iinicamente la coho-
motopia, es que la cohomotopia estable define una teoria de cohomologia generalizada. En
particular, 7(X) posee una estructura natural de anillo, inducida por la estructura multi-
plicativa del espectro esfera y por la diagonal X, — X, A X,. Esta estructura permitira
relacionar el anillo de Burnside de un grupo finito con la cohomotopia estable de su espacio

clasificante mediante un homomorfismo de anillos.
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Consideremos ahora un G-conjunto finito Z. La accién de G sobre Z determina un ho-
momorfismo de grupos p : G — Sym(Z) = ¥z. Ademads, se tiene un mapeo Bp : BG —
BY 7 entre los espacios clasificantes, inducido por p. Usando la inclusién BY ;| — H BY,y

n>0
la completacion a grupo ¢ : H B, — hﬂ Q"S™ se obtiene un mapeo ag : BG — lng"S"
n>0 n n
dado por la composicion

BG —— By —— [ BB, —5— limQ"s™.
n>0 n
ag(Z)

De esta manera, el mapeo ag(Z) determina una clase en [BG,@n Q"S" = w2(BG).
Ademas, la clase de homotopia estable de ag(Z) depende solo de la clase de isomorfis-
mo del G-conjunto Z en A(G) [Lai79]. Por lo tanto, la asignacién Z — ag(Z) se extiende

a un homomorfismo de anillos

a : A(G) — 73(BG) = [BG, lig 0" 5", (2.11)

Antes de enunciar el Teorema de completacién de Segal-Carlsson definiremos el ideal de

aumentacién del anillo A(G).

Definicién 2.6.2 (Ideal de aumentacién). Sea € : A(G) — Z la aplicacién que envia cada
G-conjunto virtual a su cardinalidad virtual. El ideal de aumentacién de A(G) se define

como I := Ker(e).

Teorema 2.6.3 (Teorema de completacion de Segal-Carlsson). Sea G un grupo finito. En-

tonces el homomorfismo de anillos ag : A(G) — 72(BG) induce un isomorfismo
ag : A(G)}, — T(BG),

donde A(G)7, denota la completacion del anillo de Burnside de G respecto al ideal de au-
mentacion de A(G).

Teorema de completacién en el anillo de S-conjuntos F-estables

Sea ex : A(F) — Z el morfismo de anillos que envia cada clase de S-conjuntos virtuales
F-estables a su cardinalidad virtual. Definimos el ideal de aumentacién de A(F) como
Ir := Ker(e).

Recordemos que, para cada P < S y cada numero primo ¢, o bien ¢ = 0, definimos

Ip, = ¢5'(qZ). En particular, si P = 1 es el subgrupo trivial y ¢ = 0, se obtiene
Lio= ¢ ((0) = {X € A(F) | 1(X) = 0},

Como ¢1(X) coincide con la cardinalidad virtual de X, se sigue que I o = Ir.
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Observacion 2.6.4. Sea res : A(F) — A(S) el morfismo de restriccién, y sean Ig e Ix los
ideales de aumentacién de A(S) y A(F), respectivamente. Entonces res(/x) C Is. En efecto,
si X € I, entonces @1(X) = 0. Por lo tanto, ¢;(res(X)) = ¢1(X) =0y res(X) € Is.

Lema 2.6.5. Sea qu 05" (qZ) un ideal primo de A(S), donde P < S y q es un nimero

primo o cero. Si res” (Ipq) =114, con ¢ algin nimero primo o cero, entonces IPq = Il q-

Demostracion. Como res : A(F) — A(S) es la inclusion de A(F) en A(S), se tiene
es™(Ipg) = {X € A(F) | pp(res(X)) € ¢Z}.

Pero para X € A(F), se tiene que pp(res(X)) = ¢p(X). Por lo tanto, res‘l(fpﬂ) = Ip,.
Luego Ip, =11 4.

Ahora consideremos los siguientes casos. Si ¢ = p, entonces I, Pp = jip Ademas, como
Ip, = I 4, los cocientes correspondientes tienen la misma caracteristica, de modo que ¢’ = p.
Por lo tanto, Ipq = Ilq Supongamos ahora que ¢ # p. Como Ip, = I; 4, nuevamente
las caracteristicas de los cocientes son iguales, de donde ¢ = ¢'. En particular, ¢ # p.
Por la Proposicion 2.5.7, se sigue que P ~z 1; en consecuencia, P = 1. Por lo tanto,
Trg = Ty = Ty 0

El siguiente resultado compara los ideales primos de A(S) que contienen a res(/x) con

aquellos que contienen al ideal de aumentacién de A(S).

Proposicién 2.6.6. Sea Ip, un ideal primo de A(S). Entonces res(Iz) C Ipg, si y solo si
Is C Ip,.

Demostracion. Supongamos primero que res(/x) C Tpg. Entonces Ir C res_l(fpg). Como
res ™ (Ipg) = {X € A(F) | pp(res(X)) € qZ} = {X € A(F) | §p(X) € Z} = Ip,,

se sigue que Ir = 119 C Ip,.

Por la Proposicién 2.5.7, se tienen los siguientes casos. Si P ~z 1, entonces P = 1.
En este caso _[pq = ]1q, y claramente [g = ]10 C Ilq Luego Is C ]pq El otro caso es
g = p. Como S es un p-grupo, se tiene Ipp = ]1p Ademas, Ig = ]10 C Ilp Por lo tanto,
Is C Ipp = Ipq

Por otra parte, supongamos que Ig C I, pg- Por la Observacién 2.6.4, se tiene res(Ix) C Ig.

En consecuencia, res(I/x) C Ig C .’va’q. O

Teorema 2.6.7. La topologia Ig-ddica de A(S) coincide con la topologia Ix-ddica via el
morfismo de restriccion res : A(F) — A(S).
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Demostracion. Sea J :=res(Ir) C A(S). Por la Proposicion 2.6.6, un ideal primo p de A(S)
contiene a J si y solo si contiene a I5. Por lo tanto, los conjuntos de ideales primos de A(S)
que contienen a J y a [g coinciden.

Como el radical de un ideal es la interseccién de todos los ideales primos que lo contienen,

Vi=Nr={p=VIs

JCp IsCp

se sigue que

Dado que A(S) es un anillo noetheriano, se tiene que si dos ideales tienen el mismo
radical, entonces las topologias adicas que inducen son equivalentes (véase [ZS13], Capitulo
8). Como J = res(Ir), concluimos que la topologia res(Ir)-ddica de A(S) coincide con la
topologia Is-adica de A(S). O

Ademas, por la Proposicién 1.12 de [Lai79], la topologia Is-adica inducida sobre el ideal de
aumentacion Ig coincide con la topologia p-adica sobre Ig. En consecuencia, por el Teorema
2.6.7, la topologia res(I7)-adica inducida sobre Is también coincide con la topologia p-adica.

Antes de dar la demostracién del Teorema de completacion de Segal-Carlsson para el caso
de grupos p-locales finitos, introduciremos de manera breve la construccion del complejo de
cocadenas asociada a una categoria pequena con coeficientes en un funtor.

Sea C una categoria pequena, y M : C°® — Ab un funtor contravariante. Definimos el

grupo de n-cocadenas de C con coeficientes en M como

c"(C; M) = H M (cp),
C()f%lcl g""f#()n

donde el producto corre sobre todas las cadenas de n morfismos componibles en C. Para una
cocadena u € C"(C; M) su diferencial d : C™(C; M) — C"T1(C; M) estd dada por

(du)(fr,- s farr) = M(f1) (u(fa, - s fara))
+ Z(—l)iu(fl, s fiwro fi oo fugn)

+ (=)™ u(fr, .. o).

En particular, si u € C°(C; M) = [Teconey M(c), entonces (du)(f : ¢ —= d) = M(f)(ua) — e
Por lo tanto,
H(C™(C; M) = lim M.
c

Sin: M — N es una transformacién natural entre funtores contravariantes C? —
Ab, entonces 7 induce un morfismo de complejos 7, : C*(C; M) — C*(C; N), definido

coordenada a coordenada por

() (i fn) = o (ulfrs - )



2.6. Teorema de completacion de Segal-Carlsson en grupos p-locales finitos 59

Nos interesa aplicar la construccion anterior al caso particular de un sistema de fusion

F. Para ello, consideraremos los funtores contravariantes

A FP — Ab, mo  F%P — Ab,

(2.12)
P— A(P), P+ md(BP).

Si f: P — @ es un morfismo en F, entonces A(f) : A(Q) — A(P) estd dado por restriccién
de Q-conjuntos a P mediante f, mientras que 72(f) : m2(BQ) — 7(BP) estd inducido
por el mapeo Bf : BP — B(@. La naturalidad del homomorfismo de Segal-Carlsson (véase
[Lai79], Seccién 3) ap : A(P) — 72(BP) respecto a los morfismos de la categorfa F induce

una transformaciéon natural a : A — 72. Por lo tanto, se obtiene un morfismo de complejos
o, C*(F; A) — C*(F;m2).

Una vez hecha la construcciéon anterior, procedemos a demostrar el teorema de comple-

tacidn.

Teorema 2.6.8 (Teorema de completacion). Sea (S, F, L) un grupo p-local finito. Entonces

existe un isomorfismo de anillos
AF)7 = m5((1£]))-

Demostracion. Consideremos los funtores contravariantes A : F¥ — Aby 7l : F? — Ab
definidos en (2.12). Por la construccién previa, se tiene una transformacién natural o : A —
72 que induce un morfismo de complejos a, : C*(F; A) — C*(F;nl).

Ahora consideremos a A(P) como A(F)-médulo mediante el homomorfismo de restriccion

resy : A(F) — A(P). Si f: P — @Q es un morfismo en F, entonces el siguiente diagrama

conmuta
A(F)
Z S
A(f)=r*
A(P) &L CAQ)

En particular, los morfismos de restriccién son homomorfismos de A(F)-mdédulos. En con-
secuencia, C*(F; A) es un complejo de A(F)-médulos. Ademas, cada A(P) es un grupo
abeliano libre de rango finito. Como la categoria F tiene un numero finito de objetos y de
morfismos, cada término C™(F; A) es un producto finito de grupos de la forma A(P). Por lo
tanto, cada C™(F; A) es un A(F)-mddulo finitamente generado.

Dado que A(F) es noetheriano, el funtor de completacion Ir-adica es exacto sobre A(F)-

modulos finitamente generados (véase [AM18], Cap. 10). En consecuencia,

H(C*(F; A)},) = HO(C*(F; A)) .
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Ademas, como la completacién conmuta con productos finitos, se tiene un isomorfismo de
complejos
C*(F; A)g, = C(F5 A7),

donde A7 (P) := A(P)},. Por el Teorema 2.6.7, para cada P < S, la topologia res(Ir)-
ddica de A(P) coincide con la topologia Ip-ddica. Por lo tanto, A(P);. = A(P)7,. Por el
Teorema de completacién de Segal-Carlsson, obtenemos un isomorfismo natural A(P);_ =
A(P)}, = md(BP). Asi, los funtores A7y 7g son naturalmente isomorfos. En consecuencia,
C*(F; Ap,) = C*(F;mQ).

Como la cohomologia en grado cero del complejo asociado a un funtor calcula el limite

inverso, obtenemos

75 ((1£]p)) = lim 75(BP)

IS
=~ H°(C*(F;79))
> H(C*(F; A7)
=i HO(C"(]:; A)?f)
> HO(C*(F; A)) ).
o~ <1'mA(P)>

F I
= AP,

donde el primer isomorfismo se tiene por el Teorema 4.2 de [CCM20]. Observemos que los
isomorfismos anteriores son como grupos abelianos; sin embargo, todos los isomorfismos que
aparecen son inducidos por homomorfismos naturales de anillos. Es decir, por las restricciones

en cohomotopia estable, el morfismo de Segal-Carlsson y la identificacién A(F) = lér_n A(P).
_F

Por lo tanto, el isomorfismo A(F)}

= mg((|£]))) es un isomorfismo de anillos. O



Capitulo 3

Anillo de representaciones de grupos

finitos y sistemas de fusion

3.1. Representaciones complejas

Sea GG un grupo finito. Una representacion lineal compleja de GG es un homomorfismo
de grupos p : G — Aut(V), donde V es un C-espacio vectorial y Aut(V') denota el grupo de
automorfismos de V. Si dim V' = n, entonces, al elegir una base de V', podemos identificar
Aut(V') con GL,(C). El grado de la representacion p es la dimensién de V.

Dos representaciones p : G — Aut(V) y 7 : G — Aut(W) se dicen equivalentes si existe
un isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : V' — W tal que ¢p(g)¢~! = 7(g) para todo g € G.

Una representacion de GG también puede describirse como una accién lineal de G sobre
un espacio vectorial. Esto es, una accién lineal de GG sobre un C-espacio vectorial V' es una
accion - : G x V — V tal que

g-(av+w)=alg-v)+g-w,

para todo g € G, v,w € V y a € C. En este caso diremos que V' es un C-G-mddulo. Un
homomorfismo entre dos C-G-médulos V' y W es una transformacion lineal G-equivariante

¢V — W.Siademas ¢ es biyectiva, diremos que V' y W son isomorfos como C-G-médulos.

Proposiciéon 3.1.1. Dos C-G-mdédulos V y W son isomorfos si y solo si las representaciones

asociadas p : G — Aut(V) y 7: G — Aut(W) son equivalentes.

Demostracion. Sea ¢ : 'V — W un isomorfismo de espacios vectoriales. Entonces p : G —
Aut(V) y 7 : G — Aut(IW) son representaciones equivalentes mediante ¢ si y solo si
op(g)p~' = 7(g) para todo g € G. Equivalentemente, p(g)(v) = ¢ '7(g)é(v) para todo
g € Gy v € V. En términos de las acciones lineales, esto equivale a g-v = ¢~ (g - ¢(v)), lo

cual, a su vez, es equivalente a ¢(g-v) = g- ¢(v). Por lo tanto, p y 7 son equivalentes si y

61
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solo si existe un isomorfismo lineal ¢ : V' — W que es G-equivariante, es decir, si y solo si V'

y W son isomorfos como C-G-modulos. O

Sea GG un grupo. Definimos el algebra de grupo con coeficientes en C como

C[G] = {Z Agg

geG

Ag € C, Ay = 0 para casi todo g € G}.

Usaremos la notaciéon CG para referirnos al algebra de grupo C[G]. Como C-médulo, CG es

el médulo libre generado por GG. La suma y el producto estan dados por

Z Agg + Z NG = Z()\g + )9

geG geG geG
() (S0 = X (i) o
geG geG geG \heq

Para propésitos de este trabajo, solo estaremos interesados en el caso de coeficientes en
C. No obstante, la definicién se puede extender a cualquier anillo conmutativo R.

Observemos que C se identifica con el subanillo C1 C CG, donde 1 denota el elemento
neutro de G. Por lo tanto, todo CG-moédulo V' es, por restriccion de escalares, un C-espacio
vectorial, donde la multiplicacién por escalares estd dada por A\v = (Al) - v. Si V es un
C-espacio vectorial provisto de una accién lineal de G, dicha accién se extiende de manera

unica por linealidad a una accién de CG sobre V', definida por

(Z )\gg> 0= Alg-v).

geG gelG

Reciprocamente, si V' es un CG-modulo, al restringir la accion a G se obtiene una accién

lineal de G sobre V. Asi, se obtiene el siguiente resultado.
Proposicién 3.1.2. Las categorias CG-Mod y C-G-Mod son isomorfas.

De esta manera, se tienen tres formas equivalentes de definir una representacion lineal
compleja de un grupo. En virtud de estas equivalencias, a partir de ahora utilizaremos la

notacion de CG-modulo para referirnos a los C-G-médulos.
Definicién 3.1.3. Sea V un CG-médulo.

e Un CG-submodulo de V' es un submddulo de V' en el sentido usual. Equivalentemente,

es un subespacio vectorial S <V tal que g-s € S, paratodo g € Gy s € S.

e Diremos que V es irreducible si sus tinicos CG-submédulos son {0} y V.
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Lema 3.1.4 ([JLO1], Corolario 10.7). Si G es finito, entonces todo CG-mddulo irreducible

es de dimension finita.

Un complemento de un subespacio vectorial S < V' es un subespacio T" < V' tal que
V = S @& T. Es bien sabido que todo subespacio admite un complemento. En analogia
con este resultado, uno puede preguntarse si ocurre lo mismo para los CG-submédulos. Es
decir, si dado un CG-submédulo U < V', existe un complemento de U que también sea un
CG-submodulo.

Teorema 3.1.5 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito y sea V- un CG-mddulo de
dimension finita. Entonces todo CG-submdodulo de V' admite un complemento que también

es un CG-submddulo.

Una demostracién detallada de este resultado puede encontrarse en el Teorema 8.1 de
[JLO1].

Corolario 3.1.6. Todo CG-mddulo de dimension finita no cero se descompone como Su-
ma directa de CG-submodulos irreducibles. Mas ain, esta descomposicion es unica salvo

isomorfismo y permutacion de los factores.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre dime V. Si dime V' = 1, entonces V' es irre-
ducible y no hay nada que probar.

Sea V' un CG-moédulo de dimensién finita no cero. Si V' es irreducible, entonces V =V ya
es una descomposicién como suma directa de submddulos irreducibles. Supongamos entonces
que V no es irreducible. Por definicion, existe un CG-submodulo propio no cero U < V. Por
el Teorema de Maschke, existe un CG-submédulo W <V tal que V. =U @& W. Como U y
W tienen dimensién estrictamente menor que la de V', por hipdtesis de induccién ambos se
descomponen como suma directa de CG-submoddulos irreducibles. Por lo tanto, V' también
se descompone como suma directa de CG-submodulos irreducibles.

Esto demuestra la existencia de la descomposicién. La demostracion de la unicidad puede
consultarse en el Capitulo 2, Seccién 2.6 de [Ser+77]. O

Tanto el Teorema de Maschke como el corolario anterior se cumplen sobre cualquier

campo en el que |G| sea invertible. Esto equivale a pedir que la caracteristica de k sea 0 6

que char(k) 1 |G|.

Lema 3.1.7 ([JLO1], Proposicién 9.18). Sea G un grupo finito. Entonces G es abeliano si y

solo si todo CG-mddulo irreducible es de dimension uno.

Nuevamente, el resultado anterior se puede generalizar a kG-modulos si se piden dos

condiciones sobre el campo: que k sea algebraicamente cerrado y que |G| sea invertible en k.
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Proposicién 3.1.8 ([JLO1|, Teorema 9.8). El nimero de representaciones irreducibles com-

plejas de un grupo abeliano finito G, salvo equivalencia, es exactamente |G|.

Este resultado es un caso particular de un hecho mas general: para todo grupo finito, el
niumero de representaciones irreducibles complejas, salvo equivalencia, coincide con el nimero
de clases de conjugacién del grupo. En el caso abeliano, cada clase de conjugacion tiene un
tnico elemento, por lo que el nimero de clases de conjugacién es precisamente |G|. Més
adelante recuperaremos este resultado usando caracteres.

La idea de la demostracion consiste en usar el teorema fundamental de grupos abelianos

finitos para obtener una presentacién de G de la forma

G=(91,02,---,9- | 9" =€, G:9; = 9;i)-

Después, se construyen las representaciones irreducibles de dimensiéon uno enviando cada
generador g; a una raiz n;-ésima de la unidad. El Lema 3.1.7 garantiza que todas las repre-

sentaciones irreducibles de G son de dimensién uno.

Corolario 3.1.9. Si G = Z/n es el grupo ciclico de orden n, entonces sus representaciones
irreducibles son de la forma p : G — GL(C), donde p(g) = w es una raiz n-ésima de la

unidad.

3.2. Anillo de representaciones de un grupo finito
Dado un grupo finito GG, definimos
Rep(G) :={[V] | V es un CG-médulo de dimension finita}

como el conjunto de clases de isomorfismo de representaciones complejas de dimensién finita
de G.

La suma directa de dos representaciones V' y W de G es el CG-mddulo V@ W en el
que G actia diagonalmente, es decir, g - (v,w) = (g - v,g - w) para todo (v,w) € Vo Wy
g € G. Esto define una operacién binaria en Rep(G) dada por [V] + [W] := [V & W]. En
efecto, si V=2 V' y W 2 W' como CG-mdbdulos, entonces V& W = V'@ W’. Por lo tanto,

la operacién esta bien definida sobre clases de isomorfismo.

Proposicién 3.2.1. Sea G un grupo finito. Entonces (Rep(G),+) es un monoide conmuta-

tivo y cancelativo.

Demostracion. La asociatividad y conmutatividad se siguen de los isomorfismos naturales
UaV)eoW=2Ua(VeW)yVaeW ZW @&V como CG-mbdulos. El elemento neutro
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es la clase del CG-mddulo nulo 0, pues [V] 4 [0] = [V & 0] = [V]. Por lo tanto, (Rep(G), +)
es un monoide conmutativo.

Veamos ahora que es cancelativo. Supongamos que [U] + [V] = [U] + [W]. Entonces
UV =ZU@W. Por el Corolario 3.1.6, y la unicidad de descomposicién en irreducibles,

podemos escribir

UgUIM@...@U:T’
VgUinl@"'@Uznra
W%U{“@...@Ufr’

donde Uy, ..., U, son irreducibles no isomorfos entre si y n;, m;, k; € N. Luego

UV xymtm™ g. .. g yhetm)

r

UoW xyu™m™ g ... @yheth),

Como U &V = U & W, la unicidad de la descomposiciéon en irreducibles implica que
n; +mj; = n; + k; para todo j = 1,...,r. Por lo tanto, m; = k; para todo j, y se sigue que
V = W. En consecuencia, [V] = [W], y Rep(G) es cancelativo. O

Otra manera de construir CG-mdédulos es mediante el producto tensorial. Dados dos
CG-moédulos V' y W, su producto tensorial es el C-espacio vectorial V @ W con la accién
diagonal de G dada por g- (v®@w) = (g-v) ® (¢-w), paratodo g e Gyv@w € VR W. De
esta manera, V' ® W es nuevamente un CG-médulo. Esto induce una operaciéon en Rep(G)
dada por [V] - [W] = [V ® W]. Esta operacion estd bien definida sobre clases de isomorfismo
y es distributiva respecto a la suma. Por lo tanto, Rep(G) tiene estructura de semianillo

conmutativo, cuyo neutro multiplicativo es el CG-mddulo trivial C.

Definicién 3.2.2 (Anillo de representaciones). El anillo de representaciones de un grupo
finito G es la construccién de Grothendieck del semianillo de representaciones Rep(G); es

decir,
Z[Rep(G)]

(VI+Wl=[Vew])

Los elementos de R(G) se llaman representaciones virtuales de G. Todo elemento

R(G) =

de R(G) puede representarse como una diferencia formal [V] — [W], donde V' y W son
CG-médulos de dimensién finita.

Por el Corolario 3.1.6, toda representacién compleja de dimensién finita de G se descom-
pone como suma directa de representaciones irreducibles. Es decir, si V' es un CG-médulo
de dimensién finita, entonces V' = @;_; V", donde cada V; es irreducible y n; € N es la
multiplicidad de V; en la descomposicién. Por lo tanto, en R(G) se tiene [V] = > 7, n;[Vi].

Esto muestra que las clases de representaciones irreducibles generan a R(G) como Z-mdédulo.
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Veamos ahora que estas clases son linealmente independientes. Sea Irred(G) un conjunto

de representantes de las clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de G, y su-
+

7

pongamos que » ., a;[V;] =0, donde V; € Irred(G) y a; € Z. Escribimos a; = a

a’ a; € N. Entonces

17

—a; , con

s T

Y af Vil =Y a7 Vi),

i=1 i=1
Como Rep(G) es cancelativo, la aplicaciéon natural Rep(G) — R(G) es inyectiva. Por lo

tanto,
r 4 T B
R @i
Dt =PV
i=1 i=1
Por la unicidad de la descomposicién en irreducibles, se sigue que a = a; para todo

i = 1,...,r. Asi, a; = 0 para todo i. Por lo tanto, las clases [V;], con V; € Irred(G),

son linealmente independientes. En consecuencia, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Sea G un grupo finito. Entonces el anillo de representaciones R(G) es un
Z-modulo libre con base dada por las clases de representaciones irreducibles complejas de G.

Es decir,

Velrred(G)

Ejemplo 3.2.4. Sea G = Z/2 = (0 | 0® = 1) el grupo ciclico de orden dos. Como G es
abeliano, todas sus representaciones irreducibles complejas son de dimension uno. Por
lo tanto, una representacion irreducible de G esta determinada por la imagen de o, la
cual debe satisfacer p(c)? = 1. Asi, p(o) solo puede ser 1 6 —1. De esta manera, G
tiene exactamente dos representaciones irreducibles complejas: la representacion trivial
C y la representacién signo C,, dada por o -v = —wv, para todo v € C. Por el Teorema

3.2.3, el anillo de representaciones de GG, como Z-modulo libre, esta dado por
R(Z/2) = Z|C] & Z|C,].

Denotemos por 1 = [C] a la clase de la representacién trivial y por X = [C,] a
la clase de la representacion signo. Entonces 1 es el neutro multiplicativo de R(G).
Ademas, se tiene C, ® C, = C como CG-modulos. En efecto, la accion de o sobre

C, ® C, es trivial, pues
o-(v@w)=(c-v)Q(c-w)=(—v)®(—w) =vQ w.

Luego
X2 = [C,]2=[C, ®C,] =[C] = 1.
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Por lo tanto, todo elemento de R(Z/2) se escribe de manera tnica como a + bX,

con a,b € Z, y la unica relacién multiplicativa estd dada por X2 = 1. En consecuencia,

R(Z/2) = ﬂ
RREC=Y

Las representaciones de un grupo finito pueden relacionarse con las representaciones

de sus subgrupos mediante dos construcciones fundamentales como lo son la restriccién

y la induccién. Si H < G, entonces toda representacion de G puede restringirse a una

representaciéon de H. En sentido inverso, a partir de una representacion de H se puede

construir una representacion de G mediante induccién. Para precisar esto, introducimos la

siguiente definicion.
Definicién 3.2.5. Sea G un grupo finito y sea H < G.

e Si V es un CG-médulo, la restriccién de V de G a H es el CH-médulo res%V cuyo
espacio vectorial subyacente es V| y la accion de H estda dada por la accion de G

restringida a H.

e Si V es un CH-médulo, la induccién de V de H a G es el CG-médulo ind§V =

CE ®cy V, donde G actua por multiplicacion izquierda en el primer factor.

Consideremos un subgrupo H de un grupo finito G. Entonces la restriccién definida

anteriormente induce un homomorfismo de anillos res%(G) : R(G) — R(H) dado por

res$ ([V]) = [res§V]. Por otro lado, la induccién induce un homomorfismo de grupos abelia-

nos ind%(H) : R(H) — R(G) definido como ind%([V]) = [ind5V]. En general, ind% no es

un homomorfismo de anillos. Se verifica facilmente que ambas construcciones son funtoriales

Observaciéon 3.2.6. Sea H < (G y sea X un conjunto de representantes de las clases laterales
izquierdas G/ H. Entonces, como CH-médulo derecho, CG = €,y *CH. En consecuencia,

si V es un CH-médulo, se tiene

indf;V = CG ®@cy V = @ 2CH @y V.
zeX
Ademsds, para cada z € X se tiene un isomorfismo de espacios vectoriales tCH ®cy V =
r®V, donde x ® V denota una copia de V etiquetada por x. Por lo tanto, como espacio
vectorial,
indjV =Pz V.
zeX

La acciéon de G sobre esta descomposicién se describe de la siguiente manera. Si a € G

y & € X, escribimos ax = ’h con ' € X y h € H. Entonces a - (x @ v) =2’ @ (h-v). En
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particular, esta descomposicion depende de la eleccion de representantes X y debe entenderse
como una descomposiciéon del espacio vectorial subyacente, no como una descomposicion en

CG@-submodulos.

3.3. Caracteres

Toda representacién compleja de dimensién finita de un grupo finito G determina una
funcién distinguida, llamada su caracter. Reciprocamente, dos representaciones complejas
de dimension finita tienen el mismo caracter si y solo si son equivalentes. Por lo tanto,
los caracteres determinan a las representaciones complejas de GG salvo isomorfismo. En esta
seccion recordaremos algunas propiedades bésicas de los caracteres y su relacién con el anillo

de representaciones de G.

Definicién 3.3.1 (Caracter). Sea p : G — Aut(V) una representacién compleja de grado
finito. El caracter asociado a p es la funcién x, : G — C definida como x,(g) = tr(p(g)). Si
no hay riesgo de confusién, escribiremos yxy para denotar el cardcter asociado al CG-moédulo

V.

Notese que, en general, un caracter y : G — C no es un homomorfismo de grupos.
Sin embargo, si V' es de dimensién uno, entonces cada p(g) estd dada por multiplicacién
por un escalar no cero. En este caso, al identificar Aut(V') con C*, el cardcter coincide
con la representacién correspondiente. A continuacion enunciamos algunas propiedades de

los caracteres. Estas propiedades son estandar, y una demostracion puede encontrarse en
[JLO1], Capitulo 13.

Proposicién 3.3.2. Sea G un grupo finito.

1. Sean V. y W dos CG-mdédulos de dimension finita. Entonces V.= W si y solo st
XV = Xw-

2. Si g,h € G son conjugados, entonces xv(g) = xv(h) para todo CG-mddulo V de

dimension finita.

3. Sig € G es un elemento de orden m, entonces xv(g) es una suma de raices m-ésimas
de la unidad.

Observemos que la propiedad 2 del resultado anterior nos dice que los caracteres son
constantes en cada clase de conjugacién de G. A este tipo de funciones se les conoce co-
mo funciones de clase. Dado un grupo finito G, definimos Class(G) := {f : G — C |

f es funcién de clase}. Es decir, Class(G) es el conjunto de funciones C-valuadas en G que
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son constantes en cada clase de conjugacion. Este conjunto tiene estructura de C-espacio

vectorial con las operaciones dadas por

(fi + f2)(9) = filg) + f2(9),  (Af)(9) = Af(9),

para f1, fo € Class(G) y A € C.
Por otra parte, la aplicaciéon (—, —) : Class(G) x Class(G) — C definida por

(f1. f2) = ’_é| Zfl(g)f2(9)

geG

define un producto interno en Class(G).

Proposicién 3.3.3 (Ortonormalidad de caracteres). Sea G un grupo finito. Si V-y W son
representaciones irreducibles complejas de G con caracteres asociados xv y Xw, respectiva-
mente, entonces

0, siV2W,

1, ssV=W

<XV> XW> =

Este resultado es conocido como la relaciéon de ortonormalidad de caracteres, y una
demostracién detallada puede encontrarse en [JLO1], Teorema 14.12.

Diremos que un cardcter x de GG es irreducible si es el caracter asociado a una repre-
sentacion irreducible de G. Sea Irred(G) = {V4,...,V;} un conjunto de representantes de las
clases de isomorfismo de representaciones irreducibles complejas de GG, y denotemos por y;
al caracter asociado a Vj. Por la Proposicion 3.3.3, se tiene

0, sii#j,
(Xir X5) = 05 = T (3.1)
1, sii=j.
En particular, los caracteres irreducibles x1, ..., x, son distintos.

Proposicién 3.3.4. El conjunto B = {x1,X2,---,Xr} de caracteres irreducibles de G es

linealmente independiente en Class(G).

Demostracion. Supongamos que » ., a;x; = 0 para algunos «; € C. Tomando producto

interno con x;, obtenemos

0= <Z aiXian> = Zai<Xi;Xj> = -
i=1 =1

Como esto ocurre para todo j € 1,..., 7, se sigue que a;; = 0 para todo j. Por lo tanto, B es

linealmente independiente en el espacio Class(G) de funciones de clase. O
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Teorema 3.3.5. El numero de caracteres irreducibles de un grupo finito G es igual al niimero

de clases de conjugacion de G.

Demostracion. Sean xi,...,Xn los caracteres irreducibles de G 'y Cf,...,C} las clases de
conjugacién de G. Por la Proposicién 3.3.3, el conjunto B = {x1,...,xn} es linealmente
independiente en Class(G). Luego dimB = n < dim Class(G) = k. Por otro lado, por el

Teorema de Maschke, se tiene
CG=WeWed---dW,,

donde cada W; es suma de CG-submddulos irreducibles con cardcter asociado y; para todo
1=1,...,n. Como el elemento neutro 1 de GG es un elemento de CG, este se puede expresar
en CG como 1= f; + -+ f,, con f; € W;. Sea Z(CG) := {z € CG | zr = rz,Vr € CG} el
centro de CG. Entonces todo z € Z(CG) es de la forma

z=z-1=z(fi+ -+ fu), fieW,ie{l,...,n}.

Dado que C es un campo algebraicamente cerrado y cada W; es irreducible, por la Proposicién
9.14 de [JLO1], existe \; € C tal que zf; = A fi, para todo i € {1,...n}. Asi,

p=2(fit ot fa) = Mt A (32)

Esto muestra que el centro del dlgebra de grupo Z(CG) esté contenido en el subespacio
de CG generado por fi,..., f,. Por la Proposicién 12.22 de [JLO1], dim(Z(CQG)) = k; esto
implica que k£ < n. Dado que k < nyn < k, se concluye que k = n y el nimero de caracteres

irreducibles es igual al nimero de clases de G-conjugacién. O]
Corolario 3.3.6. Los caracteres irreducibles forman una base ortonormal de Class(G).

Si xv y xw son los caracteres asociados a dos representaciones de dimensién finita V' y

W de un grupo finito GG, entonces

Xvew = Xv + Xw y Xvew = XVXW, (3.3)

donde el producto del lado derecho es el producto punto a punto de funciones.
Consideremos un conjunto Irred(G) = {Vi,...,V,} de representantes de las clases de
isomorfismo de representaciones irreducibles complejas de G, y sea x; = Xy, el caracter
asociado a V;. Por el Teorema 3.2.3, todo elemento de R(G) se escribe de manera tunica
como una combinacién lineal entera Y ., n;[Vi], con n; € Z. Sea x: R(G) — Class(G) la

aplicacion dada por

X <Z nz[Vz]> = anXz
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Las igualdades en (3.3) muestran que x respeta la suma y el producto, por lo que es un ho-
momorfismo de anillos. Ademads, como los caracteres irreducibles y1, ..., X, son linealmente
independientes en Class(G), si x (D_;_, ni[Vi]) = 0, entonces Y., n;x; = 0, y por indepen-
dencia lineal se sigue que n; = 0 para todo i. Por lo tanto, x es inyectivo. Asi, la imagen
de R(G) en Class(G) es el subanillo formado por las combinaciones lineales enteras de los
caracteres irreducibles.

Por otro lado, los caracteres irreducibles x1, ..., X, forman una base del espacio vectorial
Class(G). En consecuencia, al extender escalares de Z a C, se obtiene un isomorfismo de

C-4algebras
C ®z R(G) — Class(G), A® [V] = Axv.

De manera equivalente, si [V4],...,[V,] es la base de R(G) dada por las representaciones
irreducibles, entonces este isomorfismo envia A ® [Vi] a Ax;.

En resumen, R(G) puede identificarse con el anillo de funciones de clase que son com-
binaciones lineales enteras de los caracteres irreducibles, mientras que Class(G) se obtiene

permitiendo coeficientes complejos en esa misma base.

3.4. Representaciones invariantes bajo fusion

Las ideas expuestas en esta seccién estdn motivadas por el trabajo desarrollado en [BC20)].

A lo largo de esta seccion, F denotara un sistema de fusién saturado sobre un p-grupo S.

Definicién 3.4.1 (Representacién invariante bajo fusién). Sea F un sistema de fusién sobre
un p-grupo S. Una representacién compleja V' de S se dice invariante bajo fusidn si, para
todo subgrupo P < S y todo morfismo f € Homgz(P,S), las representaciones respV y

f *res?( PV son isomorfas como representaciones de P.

Por la Proposicién 3.3.2, dos representaciones complejas de grado finito son isomorfas
si y solo si sus caracteres asociados son iguales. Por lo tanto, una representacién V de S
es invariante bajo fusion si y solo si xv(s) = xv(f(s)) para todo P < S, todo morfismo
f € Homz(P,S) y todo s € P.

Denotaremos por Rep(F) al conjunto de clases de isomorfismo de representaciones inva-
riantes bajo fusion. La suma directa y el producto tensorial de representaciones invariantes
bajo fusién son nuevamente invariantes bajo fusién. Por lo cual, Rep(F) tiene estructura de

semianillo conmutativo.

Definicién 3.4.2. Sea F un sistema de fusién sobre un p-grupo S. El anillo de repre-

sentaciones de F, denotado por R(F), es la construccién de Grothendieck del semianillo
Rep(F).
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De manera equivalente (véase [CCM20], Proposicién 5.7), el anillo de representaciones

de F se define como el subanillo de R(S) formado por los elementos F-estables. Esto es,
R(F) ={z € R(5) } resp(x) = f*resg(:r) para todo f € Homz(P,Q)} .

Por la Proposicién 5.7 de [CCM20], los elementos F-estables de R(S) corresponden al
limite

R(F) =1lim R(P),
F

Sean U y V dos representaciones invariantes bajo fusién. Si V= U & W como repre-
sentaciones de S, entonces W también es invariante bajo fusién. En efecto, yw = xv — xv,
y, como Yy y Xy son constantes en clases de JF-conjugaciéon, también lo es xw. De este
modo, diremos que una representacion V invariante bajo fusién es irreducible si no admite
una descomposicion V = U @& W con U y W representaciones invariantes bajo fusién. Esta
nocién no coincide necesariamente con la irreducibilidad como representacion de S, ya que
una representacion irreducible de F puede ser reducible como representacion de S. En par-
ticular, la descomposicién de F en irreducibles puede no ser tnica. Para un ejemplo de esta
situacién, véase la Proposicién 4.2 de [CG24].

Sea Xr el conjunto de clases de F-conjugacion de elementos de S. Denotaremos por
Map(X%, C) al C-espacio vectorial de funciones S — C que son constantes en cada clase
de F-conjugacion. Si V' es una representacion de JF, entonces su cardcter yy pertenece a
Map(Xz, C). Por lo tanto, el cardcter induce un homomorfismo de anillos xr : R(F) —

Map(Xx, C). Al extender escalares a C, se obtiene un homomorfismo de C-algebras C ®y
R(F) — Map(&Xx, C).

Lema 3.4.3 ([BC20], Lema 2.1). La aplicacion xr : R(F) ® C — Map(Xz,C) es un iso-

morfismo de C-dlgebras.

Demostracion. Sea Xs el conjunto de clases de conjugacion de elementos de S. Como toda
clase de S-conjugacién esta contenida en una clase de F-conjugacion, existe una aplicacién
natural sobreyectiva r : Xs — Xr. Esta induce un homomorfismo inyectivo de C-algebras
r* : Map(Xz, C) — Map(&Xs, C) dado por r*(f) = f or. Ademads, la inclusion R(F) C R(S5)
induce un homomorfismo j : R(F) ®z C — R(S) ®z C. Con estas aplicaciones se tiene el

siguiente diagrama conmutativo

R(F)®C —X2— Map(XF,C)

FE

R(S) ® C —*— Map(Xs, C)
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Veamos primero que x # es inyectiva. Si z € R(F) ®z C satisface xz(z) = 0, entonces por
la conmutatividad del diagrama se tiene ys(j(z)) = r*(x#(z)) = 0. Como xg es inyectiva,
se sigue que j(z) = 0. Puesto que j es inyectiva, concluimos que z = 0.

Ahora probemos que y r es sobreyectiva. Sea f € Map(Xx, C). Entonces r* f € Map(Xs, C).
Como xg es sobreyectiva, existe z € R(S) ®z C tal que xg(z) = r*f. Observemos que la
funcion r* f es constante en clases de F-conjugacion, por lo que el elemento z pertenece a la

imagen de R(F) ®z C — R(S) @z C. En efecto, como R(F) = lim R(P) y C es plano sobre
.F

7., se obtiene
R(F) ®; C = Jm (R(P) ®zC).
F

Por lo tanto, existe 2’ € R(F) ®z C tal que j(z') = z. De nuevo por la conmutatividad del
diagrama,
r(xz(2)) = xs(i(2") = xs(z) =r"f.

Como 7* es inyectiva, se sigue que xz(z') = f. Luego x# es sobreyectiva. Por lo tanto, yr

es un isomorfismo de C-élgebras. O

Por el Teorema 3.2.3, R(S) es un Z-médulo libre de rango finito. Como R(F) es un
subgrupo de R(S5), se sigue que R(F) también es un grupo abeliano libre.

Corolario 3.4.4. El rango de R(F) como grupo abeliano libre es igual al nimero de clases

de F-conjugacion de elementos de S.

Demostracion. Por el Lema 3.4.3, se tiene un isomorfismo de C-espacios vectoriales R(F) ®z
C = Map(Xx, C). Por lo tanto,

ranky R(F) = dimc (R(F) ®z C) = dim¢ Map(Xz, C).

Como Map(Xx, C) es el espacio de funciones sobre Xz, su dimensién es |Xz|. En consecuen-
cia, ranky R(F) = |Xz|. O

3.5. Ideales primos del anillo de representaciones

2mi/m yna raiz m-ésima de la unidad.

Sea S un grupo finito de orden m, y sea w = e
Denotaremos por A = Z[w] al anillo generado por w. Como los valores de los caracteres de
S son sumas de raices de la unidad de orden divisor de m, todo caracter de S toma valores
en A.

Sea RA(S) := R(S)®z A. Si x1, ..., X son los caracteres irreducibles de S, entonces, por
el Teorema 3.2.3,

R(S) X Zx1® - & Zx,
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como Z-médulo. Por lo tanto, R4(S) = Ax1 & - - & Ay, como A-mddulo.

Si Xs es el conjunto de clases de conjugacién de elementos de S, entonces Map(Xs, A)
es el anillo de funciones de clase en S con valores en A, con las operaciones puntuales.
La inclusion de R4(S) en las funciones de clase permite considerar R4(S) € Map(Xs, A).

Ademas, se tienen inclusiones naturales
Z C R(S) € Ra(S) € Map(Xs, A).

Estas inclusiones inducen morfismos entre los espectros primos correspondientes, en sentido
contravariante.

Recordemos ahora la descripcion de M. Atiyah de los ideales primos de R4(S) dada en
[Ati61]. Si p € Spec(A) y x € Xs, entonces I,, = {f € Map(Xs,A) | f(z) € p} es un
ideal primo de Map(Xg, A). Més atin, todo ideal primo de Map(Xg, A) es de esta forma. La
Proposicién 6.4 de [Ati61] muestra que todo ideal primo de R4(S) se obtiene por restriccion

de uno de estos ideales. Es decir, los ideales primos de R4(S) son de la forma
I = Ra(S) NIy = {x € Ra(S) | x(x) € p}.

Con esta motivacién, estudiaremos ahora los ideales primos del anillo de representaciones de
un sistema de fusién. Para ello, seguiremos las ideas de [BC20).

Sea F un sistema de fusién sobre un p-grupo S. Definimos Ra(F) := R(F) ®z A. Por
medio del cardcter, podemos considerar R4(F) como un subanillo de Map(Xz, A). Asi, se

tiene el siguiente resultado.

Lema 3.5.1 ([BC20], Lema 2.3). Todo ideal primo de Ra(F) es la restriccion de un ideal
primo de Map(Xx, A). Ademds, todo ideal primo de R(F) es la restriccion de un ideal primo
de Ra(F).

Sea p un ideal primo de Ay € X'x. Entonces el conjunto {f € Map(Xx, A) | f(z) € p}

es un ideal primo de Map(Xz, A), y todo ideal primo es de esta forma. Sea
I, = Ra(F)N{f € Map(Xr, A) | f(x) € p}.

Entonces, por el Lema 3.5.1, todo ideal primo de R4(F) es de esta forma. Observemos que
si p # (0), entonces p es un ideal maximal de A. En este caso, p N Z = ¢(p)Z para algin

ntimero primo ¢(p), y el cociente A/p es un campo finito de caracteristica q(p).

Lema 3.5.2 ([BC20], Lema 2.4). Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Sip # (0)
es un ideal primo de Map(Xx, A) y q(p) = p, entonces x(s) = x(1), para todo x € Ra(F) y
seS.
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Este resultado se deduce del Lema 6.3 de [Ati61]; una demostracién detallada puede
consultarse en [BC20], Lema 2.4.
Dado z € X'#, definimos

1, sip#(0)yqlp) =p,

T, en otro caso,

donde 1 denota la clase de F-conjugacion del elemento identidad. Con esta notacién, por el

lema anterior se tiene x(z) = x(z,) mod p [BC20]. Luego se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.5.3 ([BC20], Lema 2.5). Sean p,q € Spec(A), y z,y € Xr. Entonces I,, C I, si
ysolosipCqyx, =21y,
Demostracion. Supongamos primero que p C q y x, = y,. Sea x € I, . Entonces x(z) € p,
y por tanto x(z) € q. Como x(x) = x(x,) mod p, se sigue que x(z,) € p. Dado que p C q
Y Tp = Yy, se tiene x(y,) = x(zp) € q. Aplicando la congruencia anterior al ideal q, se tiene
x(y) = x(y,) mod q. Por lo tanto, x(y) € q. Luego x € Iy, v Lo C Iy,

Por otra parte, supongamos que I,, C I;,. Al intersectar estos ideales con A, se tiene
p=1I1,NAyq=1I,, N A Asi es suficiente probar que x, = y,. Supongamos que x, # yq.
Por la construccién hecha en el Lema 2.5 de [BC20], existe un caracter x € Ra(F) tal que

x(zp) € py x(yq) ¢ q. Ya que x(z) = x(zp) mod p y x(y) = x(yq) mod q, se obtiene que
x(z) € py x(y) € q. Esto es, x € I, pero x ¢ I,,, lo cual contradice la inclusién I, , C I,.

Por lo tanto, z, = y,. O]

Proposicién 3.5.4 ([BC20], Proposicién 2.6). Los ideales primos de Ra(F) son de la forma

I, .. Ademds, se tiene lo siguiente.
i) Dos ideales I, e Iy, coinciden siy solo sip =q y x, = y,.
i) Sip # (0), entonces I, , es un ideal mazimal.
i) Elideal Iigy , es un ideal primo minimal.
w) Los ideales mazimales que contienen a Iigy , son los ideales I, 5, con p # (0).

v) Los ideales primos minimales contenidos en I, », con p # (0), son los ideales Iy, tales

que T, =y.

Corolario 3.5.5 ([BC20], Corolario 2.7). Los espectros primos Spec(Ra(F)) y Spec(R(F))

son conexos en la topologia de Zariski.
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Demostracion. La conexidad de Spec(Ra(F)) se sigue de la Proposicién 3.5.4. En efecto,
los ideales primos minimales de R4(F) son los ideales I ., con x € Xr. Por otro lado, si
p # (0) y ¢(p) = p, entonces z, = 1 para todo x € X'z. En particular, los ideales I, , coinciden
con I, ;. Por la proposicién anterior, este ideal maximal contiene a todos los ideales primos
minimales. Asi, los cerrados irreducibles V([ ,), donde x € X, tienen intersecciéon no
vacia, pues todos contienen a I, ;. Como todo ideal primo contiene un ideal primo minimal,

se tiene

Spec(Ra(F)) = | V (Ij0)a) -

TEXE

Por lo tanto, Spec(R4(F)) es conexo.

Por otro lado, la inclusién natural R(F) < R4(F) induce una aplicacién continua
Spec(R4(F)) — Spec(R(F)). Por el Lema 3.5.1, todo ideal primo de R(F) es la restric-
cién de un ideal primo de R4(F). Por lo tanto, la aplicacién anterior es sobreyectiva. Como
la imagen continua de un espacio conexo es conexa, se concluye que Spec(R(F)) también es

conexo. O

Como consecuencia de lo anterior, R(F) no tiene idempotentes primitivos no triviales.
Esto permite distinguir el anillo R(F) del anillo de representaciones R(G), que en general

puede tener idempotentes no triviales (véase [CR66], Seccion 26.1).

3.6. Teorema de completacion de Atiyah en grupos p-

locales finitos

Para concluir este capitulo, dedicaremos esta seccion al teorema de completacion, pro-
puesto y demostrado por M. Atiyah en [Ati61] para el caso de grupos finitos, asi como al
caso de grupos p-locales finitos, demostrada por N. Bércenas y J. Cantarero en [BC20].

Sea G un grupo finito. El espacio clasificante BG de G tiene estructura de CW-complejo
de dimensiéon infinita en la que todos sus n-esqueletos B"G son finitos. Consideremos la
filtracién B°G C B'G C --- C B"G C --- C BG. Por la sucesién exacta de Milnor asociada

a esta filtracion, se tiene una sucesién exacta

0 — lim' K7(B"G) — K(BG) — lim K(B"G) — 0.

Como el sistema inverso K *1(B”G)n20 satisface la condicién de Mittag-Leftler, se tiene
@i K~'(B"G) = 0. Por lo tanto,

K(BG) 2 lim K (B"G).
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Sea V una representacién compleja de G de grado finito. Consideremos el espacio E"G X g
V = (E"G x V)/G, donde el cociente se toma respecto de la accién de G sobre E"G x V

dada por

g- (Z tlgz,v) = (Z t191971797}> :
Definimos af : R(G) — K(B"G) como o([V]) = [E"G x¢ V. Este morfismo es tal que
para toda n el siguiente diagrama conmuta

—1

(G) = K(B"'G)

acl /
K(B"G)
De esta manera, se obtiene un morfismo ag¢ : R(G) — K(BG).
El ideal de aumentacién de R(G), denotado por Ig, se define como el nicleo de la
aplicacién € : R(G) — Z que envia cada representacion a su dimensién. Al dotar a R(G) con

la topologia I5-ddica y a K(BG) con la topologia del limite, se tiene que ag se extiende a
un morfismo entre las completaciones R(G);. y K(BG)".

Teorema 3.6.1 (Teorema de completaciéon de Atiyah—Segal, [Ati61]). Sea G un grupo fi-
nito. Entonces, el homomorfismo ag : R(G) — K(BGQG) induce un isomorfismo de anillos
topologicos ag : R(G);, — K(BG)".

Dado que K(BG) es completo respecto a la topologia del limite, se tiene K(BG)" =
K(BG).

Teorema de completacién para grupos p-locales finitos

Para demostrar el teorema de completacion de Atiyah para grupos p-locales finitos, pri-
mero compararemos la topologia [ r-adica con la topologia Is-ddica inducida por el morfismo
de restriccién. En lo que sigue, F denotard un sistema de fusién saturado sobre un p-grupo
S.

El morfismo de aumentacién de R(F) es el homomorfismo de anillos e : R(F) — Z
definido por ex([V] — [W]) = dim(V) — dim(W). El ideal de aumentacién de R(F) se
define como Ir := Ker(ex).

Lema 3.6.2 ([BC20], Lema 2.8). El ideal I\p)1 coincide con Ir ® A.

La demostracion es analoga al caso clasico para anillos de representaciones de grupos
finitos; véase también [Ati61], Lema 6.5.

Sea Xs el conjunto de clases de conjugacion de elementos de S. Para y € Xg y p €
Spec(A), definimos I, , := {x € Ra(S) | x(y) € p}. Denotemos por res : R4(F) — Ra(S5) al

homomorfismo inducido por la restriccién. Entonces, se tiene el siguiente resultado.
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Lema 3.6.3 ([BC20], Lema 2.9). Sires™!(I}

— ! 7/
wy) = Iq1, entonces I, , = I .

Este resultado es el andlogo, en el contexto de sistemas de fusién, del Lema 6.6 de [Ati61],

y su demostracion es inmediata.

Proposicién 3.6.4 ([BC20|, Lema 2.10). Sea I un ideal primo de R(S). Entonces I contiene

ares(Ix) siy solo si contiene al ideal de aumentacion Is de R(S).

Demostracion. Como la restriccién preserva la dimension virtual, se tiene res(/x) C Ig. Por
lo tanto, si I contiene a Ig, entonces también contiene a res(Iz).

Por otra parte, supongamos que I contiene a res(Iz). Por la descripcién de los ideales
primos de R(S), existe un ideal primo p de Ay y € Xg tal que I = R(S) N 1,,. Como
res(/r) C I, al extender escalares a A obtenemos res(A ® Ir) C I, . Por el Lema 3.6.2,
Ir®z A = Iy 1; luego res(Ligy 1) = I} ,- Por lo tanto, I 1)1 C res_l(I;’y). Notemos que el ideal
res—' (1 ,) es un ideal primo de R4 (F). Por la descripcién de los ideales primos de R4(F), y
dado que contiene a (g 1, existe un ideal primo g de A tal que res_l(I;@) = I;1. Luego, por
el Lema 3.6.3, se sigue que I, , = I; ;. Consideremos x € [s. Entonces x(1) = 0, pues Ig es
el ideal de aumentacién de R(S). En particular, x(1) € g, y por tanto x € I, = I ,. Como
ademds y € R(S), se sigue que x € R(S)N I, = I, , = I. En consecuencia, Is C I. O

Teorema 3.6.5. La topologia Ig-ddica de R(S) coincide, via el morfismo de restriccion

res : R(F) — R(S), con la topologia inducida por el ideal Ix.

Demostracion. Por la Proposicién 3.6.4, los ideales primos de R(.S) que contienen a res(/x)
son exactamente los ideales primos que contienen a Ig. Por lo tanto, \/res(ilf) = +/I5. Como
R(S) es noetheriano, las topologias definidas por dos ideales con el mismo radical coinciden
[ZS13]. En consecuencia, la topologia inducida por res(/x) coincide con la topologia Is-ddica
de R(S5). O

Teorema 3.6.6 (Teorema de completacion). Sea (S, F, L) un grupo p-local finito. Entonces
existe un isomorfismo R(F);. — K(|L]})) de anillos.

La demostracion es analoga a la del Teorema 2.6.8. La demostracion detallada puede

consultarse en [BC20], Teorema 3.1.



Capitulo 4

Anillo global de representaciones de

grupos finitos y sistemas de fusion

En este capitulo se define el anillo global de representaciones de un sistema de fusién y se
estudian las propiedades andlogas a las que satisface el anillo global de representaciones de
un grupo finito. Comenzaremos estudiando las representaciones globales de un grupo finito y
su anillo global de representaciones, asi como algunas de sus propiedades elementales. Para

esto, seguiremos las ideas expuestas en [RV15].

4.1. Monoide de representaciones globales

Definicién 4.1.1 (Representacion global). Sea G un grupo finito y X un G-conjunto finito.
Una representacion global de G consiste en un CG-mddulo V' junto con una familia

{Vi}zex de subespacios vectoriales de V' tal que
V=V
zeX

es una descomposicion en suma directa y, ademas, para todo g € G y x € X se cumple que
g - Vy = V4. En este caso, se dice que el CG-mddulo V' es X-graduado.

Una representacién global de G se puede expresar mediante una pareja (X, V'), donde X
es un G-conjunto y V' es un CG-modulo X-graduado, lo cual es consistente con la definicion

de [RV15].

Ejemplo 4.1.2. Sea GG un grupo finito y H < G. Si W es un CH-médulo, definimos
G xy W =G x W/~, donde (gh,w) ~ (g,h -w) paratodo g € G, h € Hy w € W.

79
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Se verifica facilmente que G' x g W es un CG-modulo. Ademas,

GXHW: @ (GXHW)gHa
gHeG/H

donde (GxygW)yn = {[g,w] | w € W}, y paratodo a € G se cample a-(Gxyg W) py =
(G X g W)agu. Por lo tanto, G x g W es un CG-médulo G/H-graduado, y la pareja
(G/H,G xz W) es una representaciéon global de G.

Definicién 4.1.3 (Homomorfismos e isomorfismos de representaciones globales). Sea G un
grupo finito y sean (X, V') y (Y, W) dos representaciones globales de G. Un homomorfismo
de (X,V) a (Y, W) es una pareja (o, ¢), donde o : X — Y es una funcién G-equivariante y
¢ : V. — W es un homomorfismo de CG-médulos tal que ¢(V,) C Wy, para todo x € X.
Si ademas o : X — Y es biyectivay ¢ : V — W es un isomorfismo de CG-mdédulos, diremos
entonces que (a, ) es un isomorfismo entre (X, V) y (Y,W). En caso de que exista un

isomorfismo entre dos representaciones globales, diremos que estas son isomorfas.

La relacion “ser una representacion global isomorfa a” define una relaciéon de equiva-
lencia en el conjunto de representaciones globales de GG. La clase de isomorfismo de una

representacion global (X, V') serd denotada por [(X,V')]. Asi,
glRep(G) = {[(X, V)] | (X, V) es una representacién global de G},

denota el conjunto de clases de isomorfismo de representaciones globales de G.
Sea V = P,y Ve un CG-mddulo X-graduado, y sea W = P, W, un CG-mddulo

Y-graduado. Definimos la suma directa externa de V' con W como

vaw =Pv.ePw,= P vaw).,

zeX yeyYy ze XY
donde
V., sizelX,
(VEBW), =
W,, sizeY.

Sige Gyze XY, entonces g- (VEBW), = (VEBW),., que coincide con V,, cuando
z € X,y con Wy, cuando z € Y. De este modo, VE W es un CG-médulo X II'Y-graduado.
Por lo tanto, (X I Y,V H W) es una representacién global de G.

Sean [(X, V)], [(Y,W)] € glRep(G). La suma de estas dos clases esta dada por

(X, V)] + (Y, W) = [(XLTY,VEBW). (4.1)
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A continuacién, veremos que esta operacion estd bien definida, lo cual quiere decir que es
independiente de la eleccion del representante de cada clase de isomorfismo. Consideremos
(X, V), (X", V"), (Y, W)y (Y, W) representaciones globales de G tales que (X, V) = (X', V')
y (Y, W) = (Y, W’). Entonces, existen isomorfismos («,¢) : (X,V) — (X', V') y (8,¢) :
(Y, W) — (Y, W) que satisfacen

o(V,) C Vé(x), P(W,) C Wé(y)'

Dado que a y 3 son funciones biyectivas G-equivariantes, la funcién o115 : XI1Y — X'I1Y”
inducida en la unién disjunta también es una biyecciéon G-equivariante. Analogamente, pH1 :
VEBW — V'EHW’ también es un isomorfismo de CG-médulos porque ¢ y v lo son. Ademas,
Y respeta la compatibilidad de la graduacién. En efecto, si z € X, entonces (VEBW), =V,
y (a1l B)(z) = a(z). Por lo tanto,

(BY)((VEW).) = @(V2) = Vo) = (VB W) aug) (o).
De manera analoga, si z € Y, entonces (VEB W), =W, vy (a1l 5)(2) = (z), de donde

(pBY)((VBEW).) =¢(W.) = Wiy = (V' BW )11

De lo anterior se tiene que (oIl 3, ¢H1) es un isomorfismo de representaciones globales.
Por lo tanto, (X Y, VEHW)] = [(X" LY, VB W) y la operacién estd bien definida.

Proposicién 4.1.4. Sea G un grupo finito. Entonces (glRep(G),+) es un monoide conmu-

tativo.

Demostracion. Por la asociatividad y conmutatividad de la unién disjunta de conjuntos y
de la suma directa de CG-mddulos, se sigue que la operacion + es asociativa y conmutativa.

Ademds, [(0,0)] es el elemento neutro de glRep(G), ya que
(X, V)1 +1(0,0)] = (X L0, VB O)] = [(X, V)]

para toda [(X, V)] € glRep(G). Asi, se concluye que (glRep(G),+) es un monoide conmuta-
tivo. =

El principal resultado de esta seccién establece que el monoide glRep(G) de represen-
taciones globales es libre. Demostraremos este hecho probando que dicho monoide es de
factorizacién tnica, ya que un monoide es libre si y solo si posee esta propiedad (véase
[GHO6], Teorema 1.2.9). Para ello, es necesario introducir algunos conceptos y resultados

preliminares.

Definicién 4.1.5. Sea M un monoide conmutativo.
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1. Se dice que M es reducido si su unico elemento invertible es el 0.
2. Un elemento a € M distinto de cero es un atomo si a = b + ¢ implicab=0 6 ¢ = 0.
3. El monoide M es atémico si es reducido y es generado por su conjunto de atomos.

4. Se dice que el monoide M es de factorizacidén tnica si es atémico, y cada elemento

distinto de cero se expresa de manera tnica como suma de sus atomos.
Proposicién 4.1.6. El monoide conmutativo (glRep(G), +) es reducido.

Demostracion. Supongamos que [(X, V)] € glRep(G) es un elemento invertible, entonces
existe [(Y,W)] € glRep(G) tal que [(X, V)] + [(Y,W)] = [(0,0)]. Luego (a,¢) : (XTI Y,V H
W) — (0,0) es un isomorfismo de representaciones globales. Como o : X I'Y — ) es una

funcion biyectiva, se tiene que X IIY = (); asi, X y Y son el conjunto vacio. En consecuencia,

Vv=@Pv.=0, w=EFw,=0, vEW =0,

zeX yey
v [(X, V)] = [(0,0)]. De la arbitrariedad de [(X, V)] € glRep(G) se sigue que todo elemento
invertible es el elemento neutro de glRep(G). Por lo tanto, glRep(G) es reducido. O]

A continuacién, se muestran explicitamente los atomos del monoide glRep(G).

Teorema 4.1.7. El elemento [(X,V)] € glRep(G) es un dtomo si y solo si [(X,V)] =
(G/H,G x g W)| para algin subgrupo H < G y alguna representacion W de H.

Antes de dar la demostracion, introducimos el siguiente resultado auxiliar.
Lema 4.1.8. 5i [(X,V)] € glRep(G) es un dtomo, entonces X es un G-conjunto transitivo.

Demostracién. Supongamos que [(X,V)] € glRep(G) es un atomo y es tal que X no es

transitivo. Entonces existen dos G-conjuntos Y y Z no vacios tales que X =Y II Z. Sean

W1 = @VT y W2 ::@V;m

zeY AV

que son dos CG-médulos graduados por Y y Z, respectivamente. Observemos que para todo

g€ GyxeY secumple
g Wi)e=9-Vo=Voo = Wi)ga, T€Y.

De manera analoga se cumple para Wj. En consecuencia, (Y, W7) y (Z, W5) son representa-

ciones globales de GG. Luego, por construccién,

Asi que [(X, V)] no es dtomo. De esta manera, concluimos que X es transitivo. O
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Demostracion. (Teorema 4.1.7) Supongamos que [(X, V)] es un atomo. Entonces, por el
Lema 4.1.8, X es un G-conjunto transitivo. Por la Proposicién 2.1.6, existe un subgrupo
H < G y un isomorfismo G-equivariante o : G/H — X. Sea xyg = a(H) y sea W := V. Si
h € H, entonces

MW = hVyy = Vigy = Viy = W,

pues h € H = G,,. Por lo tanto, W es estable bajo la accién de H y, en consecuencia, es
un CH-médulo. Consideremos ahora la representacién global (G/H,G xyz W) del Ejemplo
4.1.2. Definimos la aplicacién ® : G xg W — V como ®([g, w]) = gw. Esta aplicacién estd
bien definida, pues si (gh,w) ~ (g, hw), entonces ®([gh,w]) = ghw = ®([g, hw]). Adema4s,

® es un isomorfismo de CG-médulos, ya que para cada gH € G/H se tiene
O((G xyg W)gn) = gW = gVay = Viuy = V(o).

Por lo tanto, ® respeta la graduacién determinada por a. Asi, (a, ®) : (G/H,G xyg W) —
(X, V) es un isomorfismo de representaciones globales. De este modo, se tiene la igualdad
(X, V)] = [(G/H,G xg W)]

Reciprocamente, supongamos que [(X,V)] = [(G/H,G xgz W)] en glRep(G), donde W

es una representacion de H, y supongamos que
[(G/H,G xg W)] = [(Y,W1)] +[(Z2,W2)] = [(Y L Z, W, B Wy)].

Entonces existe un isomorfismo de representaciones globales (o, ¢) : (G/H,G xg W) —
(YT Z, W, BW,). Como a: G/H — Y I Z es una biyecciéon G-equivariante y G/H es un
G-conjunto transitivo, se sigue que Y II Z es transitivo. Pero Y y Z son G-subconjuntos de
Y II Z; por lo tanto, si ambos fueran no vacios, Y II Z no serfa transitivo. Luego Y = )
6Z =10.51Y = 0, entonces Wy = 0y [(Y,W1)] = [(§,0)]. Andlogamente, si Z = 0,
entonces [(Z, Ws)] = [((,0)]. Por lo tanto, [(G/H,G Xy W)] es un dtomo. Como [(X, V)] =
(G/H,G xzg W)], concluimos que [(X, V)] es un dtomo. O

Teorema 4.1.9. El monoide conmutativo glRep(G) es de factorizacion inica.

Demostracion. Primero probaremos que glRep(G) es atémico. Sea (X, V') una representacion

global de G. Por la Proposicion 2.1.7, el G-conjunto X se descompone como unién disjunta

x=][x.

i€l

de sus drbitas, es decir,

donde cada X; es un G-conjunto transitivo. Para cada i € I, definimos V® := D.c x, V-

vV=ve.

el

Por construccion,
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Ademsds, si ¢ € Gy z € X;, entonces gr € X;, pues X; es una érbita. Por lo tanto,
g- Vo=V, C V@, De esta manera, (X;, V") es una representacién global de G para todo
1 € I. Luego
(X)) = Yl V)
iel

en glRep(G). Como cada X es transitivo, en la demostracion del Teorema 4.1.7 se prueba que
cada clase [(X;, V)] es un dtomo de glRep(G). Asi, todo elemento de glRep(G) se expresa
como suma de dtomos. Dado que glRep(G) es reducido, se concluye que es un monoide
atomico.

Probemos ahora que cada elemento de glRep(G) se expresa de manera tinica como suma

de atomos. Sea [(X, V)] € glRep(G) un elemento no nulo. Supongamos que

T S

(X, V)] =) [(G/HLG xu, W), (X, V)] =) [(G/K;.G xx, Uj)]

i=1 j=1

son dos descomposiciones de [(X, V)] en dtomos. Entonces

(va) = (]j:G/Hza éG X H; VV7,> = (]i[G/KJ’ éG XK]' UJ>
=1 i=1 j=1 j=1

como representaciones globales. En particular, existe una biyeccién G-equivariante
T S
i=1 j=1

Por el Corolario 2.1.9, la descomposicion de un G-conjunto finito como unién disjunta de
érbitas de la forma G/H es tnica salvo isomorfismo y reordenamiento. Por lo tanto, r = s
y, después de reordenar los indices si es necesario, se tiene que G/H; y G/K; son isomorfos
como G-conjuntos para todo i. Ademads, la compatibilidad del isomorfismo de representa-
ciones globales con las graduaciones implica que, al restringirlo a cada orbita, se obtienen
isomorfismos

(G/HmG X H; Wz) = (G/KMG XK; Ui)

de representaciones globales. En consecuencia,
(G/H;i, G xug, Wi)] = [(G/Ki, G Xk, Us)]

para todo i. Asi, las dos descomposiciones de [(X, V)] coinciden salvo reordenamiento de los
sumandos. Como [(X, V)] fue arbitrario, todo elemento no nulo de glRep(G) se expresa de
manera tnica como suma de dtomos. Por lo tanto, glRep(G) es un monoide de factorizacion

Unica. O
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Proposicién 4.1.10. Sean H, K < G, y sean W y V representaciones de H y K, respecti-
vamente. Entonces (G/H,G xg W) = (G/K,G xx V') como representaciones globales de G

si y solo si existe g € G tal que K =9H y V =2 9W como representaciones de K.

Demostracion. Supongamos primero que existe ¢ € G tal que K = 9H y V = 9W. Es
claro que la aplicacién « : G/H — G/K dada por a(aH) = ag 'K es un isomorfismo de
G-conjuntos.

Consideremos 6: 9W — V un isomorfismo de CK-modulos, y definamos ¢ : G xg W —
G xx V como ¢([a,w]) = [ag™,0(w)]. Si h € H, entonces

ahg™", 6(w)]

ag” (ghg 1), 0(w)]
ag™", (ghg™")f(w)]
ag™t, 0(hw)]

= ¢([a, hw]),

¢([ah, w]) =

[
= |
= |
= |

Por lo tanto, ¢ estd bien definida. Ademas, es G-equivariante y, al ser # un isomorfismo,
también lo es ¢. Finalmente, ¢ ((G Xy W)an) = (G Xk V)aam)- Asi, (a, ¢) es un isomorfismo
de representaciones globales.

Reciprocamente, supongamos que existe un isomorfismo (a,¢): (G/H,G xyg W) —
(G/K,G xgk V) de representaciones globales. Como o: G/H — G/K es un isomorfismo
de G-conjuntos, existe g € G tal que a(H) = g~' K. La equivariancia de « implica que los

subgrupos de isotropia de estos dos puntos coinciden. Por tanto,
H=Gyg=Gyn =Gy1x = g_lKg,

y, en consecuencia, K = gHg ! =9H.
Ahora, ¢ se restringe a un isomorfismo ¢y : (G xg W)y — (G Xk V) 41k, de tal modo
que pg([1,w]) = [¢7!, 0(w)] para cierto isomorfismo lineal §: W — V. De la G-equivarianza

de ¢ se sigue que

lg7", 0(hw)] = pr([1, hw])
= ¢ (h[1,w])
= hop([1, w])
= [hg™", 0(w)]

=[g", (ghg Hb(w)],

para todo h € H. Luego 0(hw) = (ghg™')#(w). En consecuencia, §: 9TV — V es un isomor-
fismo de representaciones de K = 9H. Por lo tanto, V = 9. O



4.2. Anillo global de representaciones de un grupo finito 86

Corolario 4.1.11. El monoide glRep(G) es libre. Mds ain, una base estd dada por las
clases [(G/H,G xg W)|, donde H recorre un conjunto de representantes de las clases de
conjugacion de subgrupos de G, y W recorre un conjunto de representantes de las orbitas de

la accion de Ng(H) sobre las clases de isomorfismo de representaciones de H.

4.2. Anillo global de representaciones de un grupo fi-
nito

Iniciaremos esta seccién mostrando que el monoide glRep(G) de representaciones globales
tiene estructura de semianillo. Para ello, primero definiremos el producto tensorial de dos
representaciones globales.

Sean V un CG-médulo X-graduado y W un CG-médulo Y-graduado. El producto ten-
sorial V ®c W tiene una accién de G' dada en generadores por ¢- (v®@w) = (gv) ® (gw), para
todog € G, v eV yw e W. Con esta accion, V ®@c W es un CG-médulo. Consideremos

ahora la descomposicion

VecW = (@v;) Sc (@Wy) :( P V.ecw,

zeX yey z,y)EX XY
Para cada (z,y) € X x Y, definimos (V ®&c W)@,y = Vo ®c W,,. Entonces
VW= @ (V ®&c W)(x7y).
(z,y)eX XY

Ademss, si g € G, se tiene
g- (‘/x Rc Wy) = gVz ®c QW ng ®c Wgy (V ®c W)(gx gy)*
En consecuencia, V ®c W es un CG-médulo X x Y-graduado y (X x Y,V ®c W) es una

representacion global de G.

La construccién anterior permite definir un producto en el monoide glRep(G) dado por
(X)) [ W)] = [(X x Y,V ®&c W), (4.2)

el cual se verifica facilmente que es una operacion binaria bien definida. Ademas, este pro-

ducto distribuye sobre la suma directa externa. Es decir, para cualesquiera tres elementos

(X, V)], (V. W)] ¥ [(2,U)] de glRep(G), se tiene
(6 V)] + [V, W) - [(2.0)]

(XTY,vEew])-[(2,U)
(XLY) x Z,(VBW) @c U)]

(X xZ2)IL(Y x Z),(VecU)B (W xcU)]
XXZV@cU+[Y xZW®cU]

(X, V] - 12, 0)]) + ([, W] - [(Z, U))).-

[
[
= [
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Analogamente, se tiene
[(Z,0)] - ((X, V)] + [V, W]) = ([(£,U)] - (X, V)]) + ([(Z, U)] - [(Y, W)]).

En consecuencia, glRep(G) es un semianillo conmutativo.

La construccién de Grothendieck de glRep(G) es el anillo

ZglRep(G)]

T(G) := K(glRep(G)) = (X WV + [V, W] - [(XTY,VEW)])’

considerado en [RV15]. Por el Corolario 4.1.11, glRep(G) es un monoide abeliano libre. Por
lo tanto, T'(G) = K(glRep(G)) es el grupo abeliano libre generado por la misma base de
glRep(G); es decir, por las clases [(G/H,G xg W)], donde H y W se eligen como en el
Corolario 4.1.11.

Ahora, procederemos a definir el anillo global de representaciones. Para esto consideremos
la siguiente construccion. Para cualesquiera dos CG-mdédulos X-graduados V' y W, definimos

su suma directa interna por

Vew =@Vv.e@PW. =PV, eW,).

zeX zeX zeX

Como V' y W son CG-médulos X-graduados, @, ¢ (Vy ® W,) es una descomposicién de la
suma directa interna V @ W. Ademas, la accion de cada g € G sobre la suma directa interna
V con W cumple

g-Vo@eW,)=g-Vo®g - W, =V & W,

Asi, V@ W es un CG-médulo X-graduado y la pareja (X,V @ W) es una representacion
global de G.

Sea L¢ el conjunto de ternas (X,V,W), donde X es un G-conjunto finito y V, W son
CG-médulos X-graduados. Cada terna (X,V,W) € Lg determina un elemento [(X,V &
W) — (X, V)] = [(X,W)] de T'(G). Denotemos por I el ideal de T'(G) generado por todos

estos elementos.

Definicién 4.2.1 (Anillo global de representaciones). Sea G un grupo finito. El anillo

global de representaciones de G es el cociente

Si H < Gy W es una representacién de H, denotaremos por [H, W] la clase en D(G) de
la representacién global (G/H,G xy W) definida en el Ejemplo 4.1.2.

Observacion 4.2.2. Elideal I también estd generado por los elementos de la forma [H, V@
W|—1[H,V]—[H,W], donde H € .¥(G) y V,W son representaciones de H. En efecto, estos
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elementos pertenecen a Ig, pues corresponden al caso X = G/H de las relaciones que lo
definen. Reciprocamente, sea (X,V,W) € L. Si X =[]

en oOrbitas y definimos

.1 Xi s la descomposicion de X

vi=PVv,, wh=Hw,

zeX; zeX;

entonces, en T(G),

(X, VeW)] - [(X,V)] - [(X,W)]
= > ([(X, VO @ W) - [(X;, V)] = [(X;, WD) .
iel
Como cada X; es transitivo, cada sumando es de la forma [H;, V; & W;| — [H;, Vi] — [H;, W3],
para algin H; € (@) y algunas representaciones V;, W; de H;. Por lo tanto, ambas familias

de elementos generan el mismo ideal de T'(G).

Nota 4.2.3. El CG-moédulo G x g W se identifica naturalmente con la representacion indu-
cida ind§W.

Teorema 4.2.4 ([RV15]). Sea G un grupo finito y .7 (G) un conjunto de representantes de
clases de conjugacion de subgrupos de G. Para cada H € S (G), sea Z(H) un conjunto de
representantes de las orbitas de la accion de Ng(H) sobre Irred(H). Entonces el anillo global
de representaciones D(G) es un Z-mddulo libre con base {{[H,W] | H € (G), W € Z(H)}.

Antes de proceder con la demostracién del teorema, consideremos lo siguiente.

Nota 4.2.5. Sea X un G-conjunto transitivo, y V' un CG-médulo X-graduado. Entonces,
para cada x € X, el subespacio V,, es un CG,-moédulo. Ademas, por la demostracién del Teo-
rema 4.1.7, se tiene un isomorfismo de representaciones globales (X, V) 2 (G/G,,indg V,),

donde indgx\/}; tiene la graduacién natural dada por (indgx\/};) =gV,

gG

Corolario 4.2.6. Sea H < G, g € G y W wuna representacion de H. Entonces [H, W] =
[9H,9W] en D(G).

Demostracion. Por la Proposicién 4.1.10, las representaciones globales (G/H,G xy W) y
(G/9H,G xqg 9W) son isomorfas. Por lo tanto, determinan la misma clase en T(G) y, en

consecuencia, la misma clase en D(G). O

Demostracion. (Teorema 4.2.4). Sea . (G) un conjunto de representantes de las clases de

conjugacion de subgrupos de GG. Consideremos la aplicacién O : @ R(H)ng )y — D(G)
Hes(G)
definida en generadores por O([W]) = [H, W], donde R(H )y x) denota el grupo de coinva-

riantes del anillo de representaciones R(H) bajo la accién de Ng(H). Esta aplicacion estd
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bien definida por la Corolario 4.2.6, pues si n € Ng(H), entonces [H,W] = [H,"W] en
D(G). Ademas, O es aditiva, ya que por la relacién que define D(G) se tiene [H, W, & Ws] =
[H, Wh] + [H, W3]. Asi, © es un homomorfismo de grupos.

Veamos ahora que O es sobreyectiva. Sea (X, V') una representacién global de G. Por la

Proposicién 2.1.7, el G-conjunto X se descompone como unién disjunta de sus orbitas, esto

X:HXi.

icl

es,

Para cada i € I, definimos V) := @
de Gy

sex, Ve Entonces (X, V®) es una representacién global

(X V)] = (X V)
icl

en D(G). Como cada X; es transitivo, por la Nota 4.2.5, para cada z; € X; se tiene
un isomorfismo de representaciones globales (X;,V®) = (G/G,,,indS. V,,). Por lo tanto,
[(Xv V)] = Zie[[GJBN ‘/mz]

Ahora, por el Corolario 3.1.6, cada CG,,-médulo V.. se descompone como suma directa
de irreducibles, V,, = @;“:1 Wi;. Posiblemente reemplazando los subgrupos G,, por sus
conjugados y usando nuevamente la relaciéon que define D(G), obtenemos

Uz

[Ga, Vi) = Z[er Wil.
j=1
Finalmente, usando el Corolario 4.2.6, podemos reemplazar cada subgrupo G, por el
representante conjugado correspondiente en . (G). Asi, [(X, V)] pertenece a la imagen de
©. Por lo tanto, © es sobreyectiva.
Para probar que O es inyectiva, construimos un inverso. Sea (X, V') una representacion

global de G. Descomponemos X como unién disjunta de orbitas

X:HXZ-.

el
Para cada orbita X; elegimos un punto z; € X; y un elemento a; € G tal que H; :=
a;Gya;t € .7(G). Definimos

(V) =) MVele @ R(H)nowm):

iel Hes(G)

donde el sumando [*V,,] se toma en R(H;)n,(m;)- Esta definicién no depende de la eleccién de
clase. En efecto, cambiar el punto x; dentro de la misma 6rbita o cambiar el elemento a; solo
modifica la representacién obtenida por la accién de un elemento de Ng(H;), y por eso define

la misma clase en los coinvariantes R(H;)n, (). Ademas, si (X, V) y (Y, W) son isomorfas
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como representaciones globales, el isomorfismo identifica las 6rbitas correspondientes como
representaciones de sus subgrupos de isotropia; por lo tanto, producen el mismo elemento
bajo W.

Se verifica facilmente que la aplicacion ¥ es aditiva respecto a la suma directa exter-
na. Ademads, respeta la relaciéon que define D(G). Asi, \I/([(X Ve W)]) U([(X,V)]) +

U([(X,W)]) vy ¥ desciende a un homomorfismo ¥ : D(G) — @ H) N my el cual, por
Hes (G
construccién, estd dado por W([H, W]) = [W] para todo H € .%/ (G) y toda representacion

W de H. Por lo tanto, ¥ o © = id. Ademas, por la sobreyectividad de ©, se sigue que © es
un isomorfismo.
Finalmente, como R(H) es el Z-médulo libre generado por Irred(H), sus coinvariantes

R(H )N (m) son el Z-médulo libre generado por las 6rbitas Irred(H ) /Ng(H ). En consecuencia,

DG = @ zZ[H W] O

HeZ(G)
WeZ(H)

A continuacién se muestra un ejemplo en el que se utiliza el Teorema 4.2.4 para calcular

aditivamente el anillo global de representaciones de un grupo finito.
Ejemplo 4.2.7. Sea G = X3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132) } el grupo simétrico en
tres letras. Para determinar el anillo global de representaciones D(33) como Z-médulo

libre, usamos el Teorema 4.2.4, por lo cual basta describir los subgrupos de X3 y sus

representaciones irreducibles. La reticula de subgrupos de 3 esta dada por

AN

\

donde A3 = {(1), (123), (132)} = Z/3. A continuacién se describen las representaciones

complejas irreducibles de cada uno de estos subgrupos.

e El subgrupo trivial {(1)} tiene una tnica representacién irreducible, la trivial C.
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e Cada subgrupo de orden dos es ciclico, isomorfo a Z/2. Sus representaciones

irreducibles son dos y de grado uno, dadas por los caracteres

2mik

Xe:Z/2—>C*, xx(l)=ez, k=01

e El subgrupo alternante A3 = ((123)) = Z/3 tiene tres representaciones irreduci-

bles de grado uno, dadas por los caracteres

27ik

wkZZ/3—>CX, wk(l):eT, kIO,l,Q

e Las clases de conjugacién de X3 son {(1)}, {(12),(13),(23)} y {(123), (132)}, por
lo que tiene exactamente tres representaciones irreducibles. Si Vi, V5, V3 son tales

representaciones, por el Teorema 11.12 de [JLO1] implica que
(dim V7)? + (dim V5)? + (dim V3)? = 6,

de donde se obtiene que hay dos de grado uno y una de grado dos. Estas son la

trivial, la signo y la representacién estandar (véase [JLO1], Capitulo 6).

En consecuencia,

D(S;) = Z{(1)},Cl @ ) _Z[{(12)),Cy] © ) Z[A3,Cy,]
@ Z[X3, V1] ® Z[X3, Vo] & Z[Xs3, V3],

donde, en el sumando correspondiente a Az, la representacién v se toma como repre-
sentante de su Ny, (A3)-6rbita {11, 19}

Antes de presentar un ejemplo en el que se muestre la estructura multiplicativa del anillo

global D(G), exhibiremos su elemento neutro multiplicativo.
Lema 4.2.8. Sea G un grupo finito. Entonces |G, C]| es la unidad multiplicativa de D(G).

Demostracion. Por el Teorema 4.2.4, D(G) es un Z-médulo libre generado por las clases
[H,W], donde H € ./(G) y W € Z(H). Por lo tanto, basta probar que [G,C]| - [H,W] =
[H, W]y [H,W]-|G,C] = [H,W]| para cada generador [H,W]|. Recordemos que [G,C] y
[H, W] estan representados por (G/G,C) y (G/H,ind$W), respectivamente. Por la definicién
del producto,

[G,C]- [H,W] = [(G/G x G/H, C &c indj;W)].

Es inmediato ver que la aplicacién a: G/G x G/H — G/H dada por a(G,gH) = gH es
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un isomorfismo de G-conjuntos. Por otra parte, ¢: C ®¢ ind$W — ind§W definida como
©(A ®v) = Av es un isomorfismo de CG-médulos compatible con las graduaciones. Por lo

tanto,
(G/G x G/H,C ®c indGW) = (G/H,ind%W)

como representaciones globales, y asi [G,C] - [H,W] = [H,W]. Anélogamente, [H, W] -
|G,C] = [H,W]. Como las clases [H, W] forman una base de D(G), por distributividad
la igualdad se extiende a todo elemento de D(G). Por lo tanto, |G, C] es la unidad multipli-
cativa de D(G). O

Ejemplo 4.2.9. Sea G = Z/2 = {1, 0} el grupo ciclico de orden 2. Sus tnicos subgru-
pos son el subgrupo trivial {1} y el propio Z/2. Ademés, C es la tnica representacién
irreducible del subgrupo trivial, mientras que las representaciones irreducibles de Z/2
2mik oz oo
son xx(0) =e 2 , donde k = 0, 1. Denotaremos por C,, a la representacion trivial de
Z]2 y por C,, a la representacién de signo.
Como

ind%l/f(c =Cyw 8 Cy,, ind%@a =Cy,

para i = 0,1, el anillo global de representaciones D(Z/2), visto como Z-médulo libre,

esta dado por

D(Z)2) = Z[{1},C| @ Z[Z/2,C,,] & Z]Z/2,C,,].

Definimos

X :=[{1},C], 1:=[Z/2,C,], Y :=[Z/2,C].

Por el lema anterior, 1 = [Z/2,C,,] es la unidad multiplicativa de D(Z/2).

Calculemos ahora los productos que involucran los generadores X y Y. Primero,
X? = [{1},C]-[{1}, C]. Notemos que la accién diagonal de Z/2 sobre Z/2/{1} xZ/2/{1}
tiene dos drbitas: {(1,1), (¢,0)} y {(1,0), (0,1)}. Cada una de estas érbitas es isomorfa
aZ/2/{1}. Ademsds, el estabilizador de cualquier punto en ambas 6rbitas es trivial. Por
lo tanto, cada érbita contribuye con una copia de [{1},C] = X. Asi, X? = 2X.

Por otro lado, XY = [{1},C] - [Z/2,C,,]. El producto de G-conjuntos Z/2/{1} x
Z/2]7]2 es isomorfo a Z/2/{1}. El estabilizador de un punto es trivial, y C®cC,, = C
como representacion del subgrupo trivial. Por lo tanto, XY = X.

Finalmente, Y? = [Z/2,C,,] - [Z/2,C,,]. Como Z/2/Z/2 X ZJ2]Z/2 = Z]2]Z/2 y
Cy, ®c C,, = C,,, se obtiene Y2 = 1.

En consecuencia, las relaciones multiplicativas estan dadas por

X2=2X, XY=X, Y?=1
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Por lo tanto,
Z[X,Y]
(X2 -2X, XY - X, Y2-1)

D(Z/2) =

De manera general, el producto de cualesquiera dos elementos de D(G) se puede determi-
nar a partir del siguiente resultado cuya demostracién puede consultarse en [RV15], Teorema
12.

Proposiciéon 4.2.10. Sea G un grupo finito. Entonces el producto en el anillo global de

representaciones D(G) estd dado por

H V] [K,W] = Y [HNnaKa ' resf, e, (V) @resiit e, o (aWa)].
z€[H\G/K]
La construccién del anillo D(G) codifica informacién sobre los conjuntos con una accién
de G, y de sus representaciones lineales. Por lo cual, se esperaria que este anillo tenga relacién
con el anillo de Burnside y el anillo de representaciones de G. Para concluir con esta seccién,

mostraremos que los anillos A(G) y R(G) son subanillos de D(G).

Teorema 4.2.11 ([Torl7], Teorema 4.2.4). Sea G un grupo finito. Entonces el anillo de
Burnside A(G) es un subanillo del anillo global de representaciones D(QG).

Demostracion. Sea .#(G) un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de
subgrupos de G. Recordemos que A(G) es el Z-mdédulo libre con base {[G/H] | H € .7(G)}.
Definimos la aplicaciéon ® : A(G) — D(G) en los bésicos de A(G) como ®(|G/H]) = [H,C],
donde C denota la representacion trivial de H. Si [G/H| = [G/K] en A(G), entonces, por la
Proposicién 4.2.6, [H, C] = [K,C] en D(G). En consecuencia, ® esta bien definida. Ademas,
por la propiedad universal del Z-moédulo libre, esta asignacion se extiende de manera tinica
a un homomorfismo de grupos abelianos.

Veamos ahora que ® preserva el producto. Sean H, K € .#(G). Por el Lema 2.2.6, en
A(G) se tiene

SRR STt

-1
geH\G/K HN gKg

Por lo tanto,
o(G/H)-[G/K) = Y [HNgKg™,Cl
geH\G/K

Por otro lado, por la Proposicién 4.2.10 obtenemos
(|G/H]) - o([G/K]) = [H,C] - [K,C]

. —1
= Z [H NgKg 1,resgngKg,1((C) ® res‘}{ﬁng,l(gC)] :
geH\G/K



4.2. Anillo global de representaciones de un grupo finito 94

Como C es la representacion trivial, también 9C es trivial y, por tanto,
H Kg~1 ~
resyngrg-1(C) ® reslgtmf]Kg ,(9C) = C.

Asi,
o((G/H) - (G/K) = > [HNgkg T,
geH\G/K

En consecuencia, ®(|G/H] - [G/K]) = ®(|G/H]) - ®([G/K]). Ademas, ([G/G]) = [G,C],
que es la unidad multiplicativa de D(G). Por lo tanto, ® es un homomorfismo de anillos.

Resta probar que ® es inyectivo. Definimos ¥ : D(G) — A(G) sobre la base de D(G) dada
en el Teorema 4.2.4 por V([|H,W]) = [G/H], donde H € .(G) y W es una representacién
irreducible de H. Nuevamente, por la propiedad universal del Z-modulo libre, esta asignacién
se extiende de manera tnica a un homomorfismo de grupos abelianos. Entonces, para cada
H e 7 (G),

(W 0 @)([G/H]) = W([G/H)) = W([H,C)) = [G/H]

para cada H € .(G). Por lo tanto, ¥ o ® = id 4. En particular, ® es inyectivo. Asi, A(G)
es un subanillo de D(G). O

Teorema 4.2.12 ([Torl7], Teorema 4.2.5). Sea G un grupo finito. Entonces el anillo de

representaciones R(G) es un subanillo del anillo global de representaciones D(G).

Demostracion. Recordemos que R(G) es el Z-mdédulo libre con base dada por las clases de
isomorfismo de representaciones irreducibles de G. Definimos la aplicacién ¥ : R(G) — D(G)
en los bdsicos de R(G) como ¥([W]) = [G, W], donde W es una representacién irreducible
de G. Esta aplicacién estd bien definida, ya que la igualdad de clases [W] = [W’] en R(G)
implica un isomorfismo de representaciones, y por lo tanto [G, W] = [G, W’|. Ademas, por la
propiedad universal del Z-modulo libre, esta asignacion se extiende a un tinico homomorfismo
de grupos abelianos.

Observemos que si V' es una representacién de G y V = @), W; es su descomposicién
como suma directa de representaciones irreducibles, ¥([V]) = >_" |G, W;] = |G, V], donde
la ultima igualdad se sigue de la relacién que define a D(G).

Veamos ahora que ¥ preserva el producto. Para esto, basta verificarlo en los elementos
de la base. Sean U y W representaciones irreducibles de G. Si U @c W = @ T; es su
descomposicién en irreducibles, entonces en R(G) se tiene [U] - (W] = [U @c W] = > " [T}

Por lo tanto,

(U] (V) = D_[G, T =[G, U ec W]

Ul - [G,W]. Como G/G x G/G = G/G, el producto
W] = [G,U ®&c W]. En consecuencia, ¥([U] - [W]) =
G,

C]. Por lo tanto, ¥ es un homomorfismo de anillos.

Por otro lado, ¥([U]) - ¥([W]) = [G,
en D(G) esta dado por [G,U] - |G,
U([U]) - ¥([W]). Ademas, ¥([C]) = |
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Por dltimo, veamos que W es inyectivo. Sea .(G) un conjunto de representantes de las
clases de conjugacion de subgrupos de G. Por el Teorema 4.2.4, el anillo D(G) es un Z-
moédulo libre con base {[H,V] | H € L (G), V € #Z(H)}. Definimos Q : D(G) — R(G)
sobre esta base como

V], st H=G,

VD = 0, siH#G

Esta asignacion se extiende de manera unica a un homomorfismo de grupos abelianos.
Ademés, para toda representacién irreducible W de G se tiene (2o V)([W]) = Q(|G, W]) =
[W]. Por lo tanto, QoW = id (). En consecuencia, ¥ es inyectivo. De este modo, se concluye
que R(G) es un subanillo de D(G). O

4.3. Especies de D(G)

Para los anillos de Burnside A(G) y de representaciones R(G) se tienen, respectivamente,
el homomorfismo de marcas y los caracteres. El andlogo para el anillo D(G) estd dado por las
especies, las cuales definiremos en esta seccién. Para ello, introducimos la siguiente notacion.

Sea G un grupo finito. Definimos
Xo:={(H,h) | H<G,heH}/~c,

donde ~¢ es la relacion de equivalencia dada por conjugacion; esto es, (H,h)~q(K, k) siy
solo si existe g € G tal que K = 9H y k = 9h. Denotaremos la clase de una pareja (H,h)
por [(H,h)|g. Sin embargo, cuando no haya riesgo de confusién, escribiremos simplemente

(H, h) para referirnos a su clase en Xg.

Definicién 4.3.1 (Especie). Sea G un grupo finito y (H,h) € Xg. La especie asociada a
(H,h) es la aplicacién S p) : glRep(G) — C definida por

Sum((X, V) = D xv(h). (4.3)

zeX
H<G

Proposicién 4.3.2. Sea (H,h) € Xg. La especie Supy : glRep(G) — C asociada a (H, h)

es una aplicacion bien definida.

Demostracion. Supongamos que [(X, V)] = [(Y,W)] en glRep(G). Entonces existe un iso-
morfismo de representaciones globales (a, ) : (X, V) — (Y, W). En particular, a : X — Y
es una biyeccién G-equivariante y ¢ es un isomorfismo de CG-moddulos compatible con las
graduaciones. Por ello, para cada z € X se tiene ¢(V;) = Wy Ademds, si H < G,

entonces para todo k' € H se cumple

ha(x) =allz) = ax),
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y por lo tanto H < G (). Reciprocamente, usando que a es biyectiva y G-equivariante, se

obtiene que H < G, implica H < G,. Asi, a induce una biyeccién
{reX|HLSG,}—={yeY |H<SG,}

Como ¢ es G-equivariante, su restriccién ¢|y, : V, — Wy(y) es un isomorfismo de CH-

moédulos para todo x tal que H < G,. En consecuencia, xv, (h) = xw,,,, (h). Luego

S (X, V) = D xv(h)

zeX
H<G.

- Z XWags (1)

zeX
H<G,

=Y xw,(h)
yey
H<G,
= Sun ([(Y,W))).
Por lo tanto, S(x ) estd bien definida. n

A continuacién, demostraremos que la especie asociada a una pareja (H, h) € Xg preserva
las operaciones definidas en glRep(G); esto es, define un homomorfismo de semianillos. Més

adelante, en el Lema 4.3.6 se demostrara que esta aplicacién depende tinicamente de la clase

de (H,h) en AXg.

Proposicién 4.3.3 ([Torl7], Proposicién 4.2.1). La especie asociada a (H,h) € Xg satisface

las siguientes propiedades.

1. S ({4, C]) =
2. Si[(X, V)], [(Y,W)] € glRep(G), entonces

Sty ([(X, V)] + [V, W)]) = Sty ([(X, VI]) + Stawy ([, W]).
3. Si [(X,V)],[(Y,W)] € glRep(G), entonces

Sy ([(X, V)] - (Y, W)]) = Sty (X, V)]) - Sy (Y, W)]).

Demostracion.

1. Sea [({*},C)] la clase de isomorfismo de la representaciéon global trivial de G. Como
la accién de G sobre {x} es trivial, la isotropia del inico punto * es todo G, es decir,

G, = G. En particular, H < G,. Luego, por definicion,

»{3OD = Y xe(h) = xe(h).

ze{x}
H<G,

Como C es el CG-médulo trivial, se tiene que xc(h) = 1. Por lo tanto, Sig n) ([({*}, C)]) =
1.
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2. Sean [(X, V)], [(Y,W)] € glRep(G). Entonces,

S ([(X, V)] + (Y, W)]) = S (X LY, VEW)) = Y xwaw).(h).

ze XY

>z

Si z € X, entonces (VEH W), = V.. Por otro lado, si z € Y, se tiene (VB W), =W,.

A partir de esto se obtiene que

Sun([(X ]+ [(YV,W)]) = > xvaw). (h)

ze XY
H<G,
= > () + Y xw.(h)
zeX zeY
H<G, H<G,

= Sty ([(X,V)]) + Stz ([(Y, W)]).

3. Si [(X, V)], [(Y,W)] € glRep(G), entonces [(X,V)] - [(Y, V)] = [(X x Y,V & W)].
Luego

San (X V)] (V) = Sum (X x Y, VW)= > xvew,(h)

(z,y)EXXY
HSG(IJJ)

Como la acciéon de G sobre X XY es coordenada a coordenada, se tiene G, ) = G,NG),.
Por lo tanto, la condicién H < G, ) es equivalente a pedir simultdneamente H < G,

y H < G,. Ademas, por (3.3), xv,ew,(h) = xv,(h) - xw, (h). En consecuencia,

Sum((X V]V, = Y xvew,(h)
zeX, yeY
H<G,, HLGy
= Z xv, (h) - XWy(h)
zeX, yeyY
H<G,, HLGy
=1 D x| | D] xw,(h)
reX yey
H<Gq H<G,y

= S (X, V)]) - St ([(YV, W)]).
De este modo, se obtiene lo deseado. O

El siguiente paso es ver que la especie de T(G) asociada a una pareja (H,h) € Xg
desciende al cociente, es decir, define un homomorfismo de anillos de D(G) en C. Para ello,

introducimos el siguiente resultado.
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Proposicién 4.3.4 ([RV15]). Para cada generador [K, W] de T(G) se tiene

Sum (K. W) = > xwl(g 'hg).
gKeG/K
H<gKg™!

Demostracion. Sea [K, W] un generador de T(G). Por definicién, [K, W] = [(G/K, ind$-W)];
luego

Sean ([K, W) = S ([(G/K, indzW)]) = Z X(mdﬁW)gK(h)-

gKeG/K
H<Gyk

Ahora bien, la isotropia de gK estd dada por Gyx = gKg™'. Asi, la condicién H < Gy
equivale a H < gK ¢!, o equivalentemente, g7'Hg < K.

Por otra parte, la representacién inducida ind%W admite una graduacion natural por
G /K dada por (indIG(W)gK =g®W. Por lo cual, si H < gKg¢g !, entonces g @ W es estable
bajo la accién de H. En efecto, sia € H y w € W, entonces g tag € K y

a-(gow)=ag®@w=g(g 'ag) @w=g® (g ag)w.

En particular, tomando a = h, la acciéon de h sobre g ® W corresponde, bajo el isomorfismo
de espacios vectoriales g@ W — W que envia g®@w a w, a la accién de g~'hg sobre W. Por lo

tanto, X(magw),, (M) = Xgaw (h) = xw (g hg). Sustituyendo en la suma anterior, obtenemos

San (K W) = > xwl(g 'hg). O
gKeG/K
H<gKg~!

Como S : glRep(G) — C es un homomorfismo de semianillos, por la propiedad
universal de la construccién de Grothendieck se extiende a un homomorfismo de anillos
Sty T(G) — C. Para ver que este homomorfismo induce una especie sobre D(G), basta
comprobar que anula el ideal que define el cociente. Sea K < GG y sean V' y W representa-

ciones complejas de K. Por la Proposicion 4.3.4,

Sun(K,VeW) = Y xvewl(s 'hg)
gKeG/K
H<gKg~!

= Y (wlg'hg) +xwlg'hg))

gKeG/K
H<gKg™!

= St ([K, V1) + S ([K, W]).

Por lo tanto, Sy n) ([/, VW |—[K, V]—[K,W]) = 0. Asi, el ideal ([K,V & W] — [K,V] — [K,W])
estd contenido en Ker(Six ). En consecuencia, Sig ) induce un homomorfismo de anillos

Sy D(G) — C, al cual seguiremos llamando especie asociada a (H, h).
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Los siguientes resultados son algunas propiedades elementales de la especie asociada a

(H, h) que seran utiles para las secciones posteriores.

Teorema 4.3.5 ([RV15], Teorema 17). Para cada generador [K, W] de D(G) se cumple lo

siguiente.
1. S(Hyl)([K, W]) = QOH(G/K) dim W.
2. Stup ([K,C)) = ou(G/K) para cada representante (H, h) de una clase en Xg.

Demostracion. 1. Por la Proposicién 4.3.4, se tiene

Sun([(K, W)= > xwlg '1g).
gKeG/K
H<gKg™!

Como g7 '1g =1y xw(1) = dim W, se obtiene

Sun(K,W) = dmW

La condicién H < gKg~! es equivalente a decir que la clase lateral gK es fija bajo la
accién de H sobre G/ K. Por lo tanto,

{9K € G/K | H < gKg'}| = (G/K)"| = ou(G/K).
Ast, Sy ([K, W) = o5 (G/K) dim W.

2. Nuevamente, por la Proposicion 4.3.4,

S ([K,C]) = Z xc(g thg).

gKeG/K
H<gKg~!
Para cada clase lateral que aparece en la suma se tiene g 'Hg < K, y en particular
g 'hg € K. Como C es la representacion trivial de K, se cumple que xc(g thg) = 1.
Por lo tanto,
Sun(K.C= Y 1=¢u(G/K). o

gKeG/K
H<gKg~!

Lema 4.3.6. Sean [(H,h)]a, (K, k)|lc € Xg. Entonces, [(H,h)|¢ = [(K,k)|c si y solo si
Sty = S(r -
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Demostracion. Supongamos primero que [(H,h)]|e v [(K, k)]g son clases iguales en Xg. En-
tonces existe g € G tal que (K, k) = (¢Hg™ ', ghg™"). Consideremos [(X, V)] € glRep(G); la
especie asociada a (K, k) evaluada en este elemento estd dada por

Skr XV =D xuk)= D xulghg ™),

zeX zeX
K<G; gHg <Gy

Como gHg ' < G, siysolosi H < Gy-1,, al hacer el cambio de variable y = g~ 'z obtenemos

S (X)) = > xv,,(ghg™). (4.4)

yeX
H<G,

Por otro lado, dado que V es un CG-mdédulo X-graduado, se cumple g - V,, = V,,. En
particular, la aplicacién
g:Vy = Vg, V> g-v

es un isomorfismo de C-espacios vectoriales. Ademds, para todo v € V,, se cumple

(ghg™")(g-v) = g(h-v).

1

Por lo tanto, bajo el isomorfismo anterior, la accién de ghg™ sobre V,, corresponde a la

accion de h sobre V,,. En consecuencia,

Xv,, (ghg ") = xv, (h). (4.5)

Sustituyendo (4.5) en (4.4), se sigue que

S(K,k)([(Xa V)]) = Z va(h> = S(H,h)([(Xv VD).

yeX
H<G,
De la arbitrariedad de [(X, V)], se concluye que Sy n) = S(ic p)-
Supongamos ahora que Sy = Sik). Para mostrar que [(H,h)lg y [(K,k)]g son la
misma clase, primero demostraremos que H y K son G-conjugados. Sea [K,C] € D(G).

Entonces por el Teorema 4.3.5,
S (K, Cl) = ou(G/K) = ¢ (G/K) = S ([K, C)).

Como ¢ (G/K) = % # 0, se tiene que py(G/K) # 0. Por lo tanto, existe g; € G
tal que H < g1 Kg;'. Andlogamente, al evaluar en [H, C] se obtiene que K < g,Hg, ' para
algin g» € G. Como G es finito, ambas inclusiones implican que H y K tienen el mismo
orden. En consecuencia, H y K son G-conjugados. Asi, existe a € G tal que K = aHa .

Por la primera parte de la demostracion, Siyn) = S(x aha—1)- Ademds, por hipétesis, se tiene
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S(K.aha-1) = S(k k). Por lo tanto, reemplazando (H, k) por su conjugado (K, aha™"), podemos
suponer sin pérdida de generalidad que H = K.
Resta probar que h y k son conjugados en Ng(K). Sea [K, W] € D(G) un generador, con

W una representacion irreducible de K. Entonces, por la Proposicion 4.3.4,

Sum([K, W) =D xwlg'hg).

gKeG/K
K<gKg~!

Como K < gKg ! siysolosige Ng(K), se tiene

Sum(K, W)= Y xwlg'hg).

gKeNg(K)/K

Analogamente,

See ey ([, W]) = Z Xw(gflkg).

gKeNg(K)/K

Como Sk n) = S(k k), se obtiene

Y oxwlgthe) = D xwlgkg)

gKeNg(K)/K gKeNg(K)/K

para toda representacién irreducible W de K. Multiplicando por |K| y usando que los ca-

racteres son funciones de clase en K, se sigue que

Y xwlghg) = D xwlg 'kg).

gENG(K) gENG(K)

Sea
z = Z (g_lhg — g_lk:g) € LK.
geNG(K)
Entonces yw(z) = 0 para toda representacion irreducible W de K. Ademads, z es central en
ZK. En efecto, si x € K, entonces

vza = Y (wg 'hgr ' —wg 'kgr ")
gENG(K)

= D ((gz) " 'hlgr™) = (927" Mk(gah)) = 2,

gENG(K)

ya que g — gr~! es una biyeccién de Ng(K). De este modo, z acttia como un escalar sobre
cada representacién irreducible de K. Como xw(z) = 0 para toda irreducible W, dicho
escalar es cero en cada una de ellas. Por el Teorema de Maschke, z actida como cero sobre

toda representacién compleja de K, en particular sobre la representacion regular CK. Pero
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en la representacién regular, z - 1 = z, de donde se sigue que z = 0. En consecuencia, la

Y glthg= ) g

gENG(K) gENG(K)

siguiente igualdad

se cumple en ZK. Observemos que el coeficiente de h en la suma de la izquierda es positivo,
pues aparece al tomar g = 1. Como las dos sumas son iguales, el coeficiente de h en la suma
de la derecha también es positivo. Luego existe g € Ng(K) tal que g~kg = h. Por lo tanto,
h y k son conjugados en Ng(K). De esta manera, se concluye que (H, h) y (K, k) pertenecen

a la misma clase en Xg. O

En virtud de lo anterior, si dos pares (H, h) y (K, k) pertenecen a la misma clase en Xy,
entonces sus especies asociadas coinciden. Por lo cual, es suficiente elegir un representante

por cada clase de Xg. Esto da lugar a una aplicacion

S: DG —>HC

(H,h)EXqG
2 (S(H,h)(z))(H,h)EXG

bien definida. Se verifica facilmente que es un morfismo de anillos, al cual llamaremos el

homomorfismo fantasma.
Proposicién 4.3.7. El homomorfismo fantasma S : D(G) — H(H,h)eXG C es inyectivo.

Demostracion. Sea z € D(G). Entonces, por el Teorema 4.2.4, z se expresa de manera tnica

CcOomo

> AuwlH W],

HeS(G)
We(H)

donde . (@) es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de subgrupos de
G, Z(H) es un conjunto de representantes de Irred(H)/Ng(H), y Agw € Z. Supongamos
que z € Ker(S). Para probar la inyectividad de S, mostraremos que todos los coeficientes
Amw son cero. Para ello, procederemos por induccién descendente sobre el orden de los
subgrupos H € .7 (G).

El caso base corresponde a H = G. Como z € Ker(S), para todo h € G se tiene
Sian)(2) = 0. Por la Proposicién 4.3.4, un generador [/, W] contribuye a Sy u)(2) solo si
existe gK € G/K tal que G < gKg~'; esto ocurre solo cuando K = G. Por lo tanto,

> dewxw(h) =0,

WeZz(G)

para todo h € G. Dado que, en este caso, Z(G) = Irred(G) y los caracteres irreducibles de
G son linealmente independientes, se sigue que A\gw = 0 para todo W € Z(G).
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Supongamos que Ay = 0 para todo K € .¥(G) tal que |K| > |H|, y todo U € Z(K).
Mostraremos que Agw = 0 para todo W € Z(H). Sea h € H. Como z € Ker(S), se
tiene S(u,n)(2) = 0. Nuevamente, por la Proposicién 4.3.4, un generador [K, U] contribuye a
Sun(2) solo si existe gK € G/K tal que H < gKg~'. Si |K| > |H]|, entonces el coeficiente
correspondiente es cero por hipétesis de induccién. Si |[K| = |H|, la condicién anterior implica
que H = gKg !, de modo que K es conjugado a H. Dado que H y K pertenecen a .7 (G),
se sigue que K = H. Por lo tanto, para todo h € H

> >\HW Yo o xwlgthg) = D Auw Y, xwlghg) =0, (4.6)

Wez(H gHeG/H WeZz(H) gHENG(H)/H
H<gHg™!
donde la primera igualdad se tiene porque H < gHg ! si y solo si g € Ng(H). Observemos

que, para toda representacion irreducible W de H, el caracter Z xw (g thg) es el
gHENG(H)/H
caracter de la representacion @ IW de H. Por lo tanto, la igualdad en (4.6) nos dice

gHENG(H)/H
que el caracter de la representacion virtual

> /\HW b w

We(H gHENG(H)/H

es cero. Como los caracteres irreducibles de H son linealmente independientes, esta represen-

tacion virtual es cero en R(H). Ademas, al variar W € Z(H ), las familias {W | g € Ng(H)}

son érbitas disjuntas en Irred(H). En consecuencia, cada coeficiente Ay w debe ser cero.
Por induccién descendente, todos los coeficientes Ay son cero, y z = 0. Por lo tanto,

Ker(S) = 0 y el homomorfismo fantasma es inyectivo. O

4.4. Representaciones globales invariantes bajo fusion

En este apartado desarrollaremos el principal objetivo de este trabajo, el cual consis-
te en proponer una definicién adecuada del anillo global de representaciones F-estables (o
invariantes bajo fusién). Hasta donde es de nuestro conocimiento, esta construccién no ha
sido considerada previamente en la literatura. Iniciamos definiendo las representaciones glo-
bales invariantes bajo fusion, y posteriormente estudiaremos algunas propiedades que nos
permitiran definir dicho anillo.

Como se ha hecho anteriormente, supondremos que los sistemas de fusion considerados

son saturados.

Definicién 4.4.1 (Representacién global invariante bajo fusién). Sea F un sistema de fusién

sobre un p-grupo S. Una representacién global (X,V) de S se dice invariante bajo
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fusion si, para cada par de subgrupos P, < Sy cada morfismo f € Homz(P, @), se tiene
un isomorfismo de representaciones globales

resp (X, V) = f*resg(X, V).

En este caso, la restriccion de S a P < S de una representacién global (X, V') estd dada

por

res? (X, V) = (resp X, resPV).
Es decir, el S-conjunto X se considera como un P-conjunto mediante la restriccion de la
accion, y el CS-modulo V' se considera como un CP-médulo. Ademas, la graduacion de V
se preserva, ya que p -V, = V), paratodop € Py x € X.

Por otro lado, si f € Homz(P,Q) y (Y,W) es una representacién global de < S,
entonces f*(Y, W) denota la representacién global de P obtenida al restringir la accién a
través de f. Asi, P actia sobre Y por p-y:= f(p)y, y sobre W por p-w = f(p)w.

El siguiente resultado muestra que las representaciones globales invariantes bajo fusion

se preservan bajo las operaciones definidas en (4.1) y (4.2).

Proposiciéon 4.4.2. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Si (X, V) y (Y, W) son

dos representaciones globales de S invariantes bajo fusion, entonces su suma y su producto,
también son representaciones globales de S invariantes bajo fusion.

Demostracion. Veamos primero que la suma de dos representaciones globales invariantes
bajo fusién también es invariante bajo fusién. Sean P,Q < Sy f € Homz(P, Q). Como
(X, V) y (Y,W) son invariantes bajo fusién, se tiene que resp(X,V) = f*resd(X,V) y
resp (Y, W) = f*resd (Y, W) son isomorfismos de representaciones globales de P. Por lo tanto,
resp (X, V) 4+ (Y, W)) = res?(X, V) + resp (Y, W)
= f*resg(X, V) + f*resf?(Y, W)
& f*(res%(X, V) + resg(Y, W))
= [resy (X, V) + (Y, W)).
Ast, (X, V) + (Y, W) es invariante bajo fusion.
Procediendo de manera anéloga para el producto, se tiene
resp((X, V) - (Y, W)) = resp(X, V) - resp(Y, W)
= frresy(X,V) - frresg (Y, W)
= f*(resy (X, V) - resy (Y, W))
= Fres§((X,V) - (VW)

Por lo tanto, (X, V) - (Y, W) también es invariante bajo fusion. O
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Sean (X, V) y (Y, W) dos representaciones globales de S. Si (X, V) = (Y, W) como repre-
sentaciones globales y (X, V') es invariante bajo fusién, entonces, para todo f € Homz(P, @),

se tienen isomorfismos
S ~ S ~ xS ~ S
resp(Y, W) Zresp(X, V) = frres) (X, V) Zres) (Y, W).

Por lo tanto, (Y, W) también es invariante bajo fusién. Denotaremos por glRep(F) al con-
junto de clases de isomorfismo de representaciones globales de S que son invariantes bajo
fusion.

La suma inducida por la suma directa externa definida en glRep(S) se restringe a
glRep(F) y, por la Proposicion 4.4.2, se tiene una operacién binaria bien definida en glRep(F).
Anélogamente con el producto. Asi, glRep(F) junto con estas operaciones tiene estructura
de semianillo conmutativo.

Por construccién, (glRep(F), +) es un submonoide de (glRep(S), +). En particular,
es reducido, ya que glRep(S) lo es. Por el Teorema 4.1.9, sabemos que glRep(S) es un
monoide de factorizacién tnica y, en consecuencia, es libre. Sin embargo, en general, un
submonoide de un monoide libre no necesariamente es libre. Este fenémeno ya aparece en
el monoide de representaciones complejas Rep(F) invariantes bajo fusién. Esto es, existen
sistemas de fusién saturados F para los cuales Rep(F) no satisface factorizacién inica como
suma de representaciones irreducibles invariantes bajo fusién; véase [CC23], Ejemplo 2.5 6
[Reelb], Ejemplo A.2. Como los dtomos de Rep(F) siguen siendo atomos al considerarlos
como elementos de glRep(F) con graduacién trivial, estos ejemplos proporcionan también
contraejemplos de que glRep(F) no es libre en general.

Definamos el anillo

Z[glRep(F)]
(X + I, W)] = (X LY, VB W))

T(F) = K(glRep(F)) :=

como la construccién de Grothendieck del semianillo glRep(F), donde (X, V) y (Y, W) son
representaciones globales invariantes bajo fusién. Este anillo constituye el andlogo de T'(G)
para el caso de un sistema de fusién.

Seria natural esperar que, al tomar el cociente de T'(F) por las relaciones provenientes
de la suma directa interna, se obtuviera el andlogo del anillo global de representaciones para
un sistema de fusién. Sin embargo, esta construccion presenta la siguiente dificultad: aunque
(X, V) y (X, W) sean representaciones globales invariantes bajo fusién, en general (X, V&)
no tiene por qué ser invariante bajo fusion. En consecuencia, las relaciones asociadas a la
suma directa interna no pueden imponerse en 7'(F) de la misma manera que en el caso de
un grupo. Por esta razdén, definimos el anillo de representaciones globales de un sistema de

fusién de la siguiente manera.
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Definicién 4.4.3 (Anillo global de representaciones de un sistema de fusién). Sea F un
sistema de fusién sobre un p-grupo S. El anillo global de representaciones de F se

define como el limite inverso
D(F) :=lim D(Q).
f

Veamos que esta definicién permite identificar D(F) con un subanillo de D(S). En primer
lugar, la construccién del anillo de representaciones globales define un funtor contravariante
D : F°° — CRing, que a cada subgrupo @ < S le asigna el anillo D(Q) y a cada morfismo
f € Homz(P, Q) le asocia el homomorfismo de anillos f*: D(Q) — D(P). Por lo tanto, su

limite inverso esta dado por

@D(Q) = {(:BQ)Q<5 € H D(Q) | f*(zg) = zp para todo f € Homz(P, Q)} )
7 Q<S
Mostraremos ahora que este limite puede identificarse naturalmente con un subanillo de
D(S). Sea (zg)g<s € @ID(Q), entonces su componente g € D(S) determina todas las
demas componentes. En efecto, si ) < Sy denota la inclusién, entonces i es un morfismo de
F. Por la condicién de compatibilidad del limite, zq = i5(zs) = resga: s. Asi, todo elemento
de l'&n]r D(Q) queda completamente determinado por su componente en D(S).

Reciprocamente, dado z € D(S), consideremos la familia

s
(rest)Q<S € H D(Q).
- Qss
Esta familia pertenece al limite si y solo si, para todo morfismo f : P — @ en F, se cumple
f *(resgz) = respz. En consecuencia, la proyeccién sobre la componente correspondiente a S
induce un isomorfismo entre lim +D(Q) vy el subanillo de D(S) formado por los elementos

que satisfacen esta condicién de compatibilidad. Por lo tanto,
D(F) = {z € D(S) ‘ respz = f*resgz, P,Q <SS, feHomzg(P,Q)}.
En otras palabras, D(F) se identifica con el subanillo de elementos F-estables de D(S).

)
Por lo tanto, D(F) = D(S)”.

Ejemplo 4.4.4. Sea G = Y3, sea S = {(1), (123), (132)} el 3-subgrupo de Sylow de ¥3
y F = Fs(G) el sistema de fusién de G relativo a S. Dado que S no tiene subgrupos no
triviales, se sigue que los tnicos objetos de F son el subgrupo trivial {1} y S mismo.

Ahora describiremos los morfismos de F. Para ello, consideremos los siguientes casos.

e S5i P = =1, entonces Homz(P, Q) = id.
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e SiP=1y @ =S5, el tinico morfismo de P a () es el trivial.

e Si P=SyQ =1, entonces Homz(S,1) = (), ya que no existe g € X3 tal que
gSg~' < 1.

e Si P =S5 = (), se obtiene
Autz(S) = Homz(S,S) = Ng,(S5)/Cs,(S) = 33/S =2 Z/2.
Explicitamente, Autz(S) = {id, c(23)}, donde c(23) es la conjugacion por la transposicion
(23) que actia por inversion sobre S.

Una vez determinados los objetos y los morfismos del sistema de fusién F, descri-

biremos los elementos de D(S) que son invariantes bajo fusién. Por el Teorema 4.2.4,

donde C es la tnica representacion irreducible del subgrupo trivial, y p;(123) = "5,

con j = 0, 1,2, son las representaciones irreducibles de S. En consecuencia, un elemento
z € D(S) es de la forma

Z = )\1[1,(:] =+ >\2[S>PO] + )\3[57101] + )\4[57 P2]7

con \; € Z. Como D(F) es un subanillo de D(S), se tiene que z € D(S) es un elemento
de D(F) siy solo si respz = f*resgz para todo P, < Sy todo f € Homz(P, Q). Esta
condicion es inmediata para el morfismo identidad. Resta verificar esta condicion para

el automorfismo c(23) € Autz(S). Esto es, 2 € D(F) siy solo si z = ¢{y3(2). Como

Cla3)(2) = c(az) (M[L, C] + A2[S, po] + A3[S, p1] + Au[S, pal)
= M([1,C]) + X2[S, po] + As[S, pa2] + M[S, pu],

se sigue que z = 0?23)(2) si y solo si A3 = A4. Por lo tanto, los elementos de D(F) son

precisamente aquellos de la forma
ML, €] + XolS, po] + Xs (1S, pa] + S, )
En virtud de que [S, p1] + [, p2] = [S, p1 ® p2], se concluye que

D(‘F> = Z[lv C] D Z[S, ;00] S Z[S; p1 D ,02] ~ 73,

Ahora nos enfocaremos en estudiar las propiedades andlogas a las que se tienen para el

anillo global de representaciones de un grupo finito. Iniciaremos definiendo las especies del
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anillo D(F). Para ello, consideremos un sistema de fusién F sobre un p-grupo S. Denotamos
por
Xr={(P,h) | P< S heP}/~g,

donde (P, h) ~z (Q, k) si y solo si existe un isomorfismo ¢ : P — @ en F tal que p(h) = k.
De manera andloga a X, denotaremos la clase de una pareja (P, h) por [(P, h)]#. Cuando no
haya riesgo de confusién, escribiremos simplemente (P, h) para referirnos a su clase en Xr.

Sea z = > Agw[K,W] € D(S). Recordemos que la especie asociada a (P,h) € Xg y
evaluada en z estd dada por

Z)\KW Z xw (s 'hs).

sKeS/K
P<sKs~1

Asi, a partir de estos homomorfismos caracterizaremos los elementos z € D(S) que son

invariantes bajo fusion.

Proposicién 4.4.5. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S. Para z € D(S), son

equivalentes:
i) z es invariante bajo fusion.

ii) Para todo par (P,h) € Xs, y todo morfismo f € Homg(P,S), se cumple
S (2) = S(s(p).sn)(2):

Demostracion. Supongamos primero que z € D(S) es invariante bajo fusiéon. Entonces
respz = f*z para cada P < Sy f € Homz(P,S). Sea (P,h) € Xs. Al evaluar la especie
asociada a (P, h) en la igualdad anterior, se tiene S( Ph) (respz) = S{;h)( f*z). Verificaremos
primero una identidad que describe el comportamiento de las especies respecto a la restric-
ci6n inducida por un morfismo f € Homz(P, S); después, la compatibilidad con la restricciéon
usual se obtendra como un caso particular. Sea [K, W] un generador de D(S). Mostraremos
que S(I}Vh)(f*[K, W) = S(f(P ny ([ W]). Al considerar f*[K, W], el conjunto S/K es un

P-conjunto mediante la accién p sK = f(p)sK. Por lo tanto,

P ={pe P| f(p)sK =sK} = f"'(sKs™).

Asi, P < P, siy solosi f(P) < sKs™!. Ademds, la accién de h sobre la componente s @ W

de f*(ind3-W) corresponde a la accién de f(h) sobre la misma componente, y esta a su vez
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corresponde a la accién de s~! f(h)s sobre W. En consecuencia,

S(];D,h)(f*[Kv W) = Z X(f*ind;?(W)sK(h)
sKeS/K
P<Psk

= > xwlsTf(h)s)

sKeS/K
F(P)<sKs™1

S
= S(gcp. oy (K W)

Luego, por linealidad,
SSD,h)(f*z) = S(S}(P),f(h))(z)- (4.7)

En particular, si ¢« : P < S denota la inclusién, entonces (*z = respz. Por lo tanto,

tomando f = ¢ en (4.7), obtenemos

8537,1) (resz) = S(‘i;’h) (2). (4.8)

Por la invarianza bajo fusion de z, y usando (4.7) y (4.8), obtenemos

S(Sp,h)(z) = S@ﬁ)(res}iz) = S(];,h)(f*z) = S(S}(P),f(h))(z)a

tal como se queria.

Por otra parte, supongamos que para toda pareja (P,h) € Xs y todo f € Homz(P,S)
se cumple S(SP,h)(z) = S(Sf(P)’f(h))(z). Demostraremos entonces que respz = f*z para todo
f € Homg(P,S). Por la inyectividad del morfismo fantasma de D(P), basta probar que
ambas clases tienen la misma evaluacién bajo todas las especies de D(P). Sea (L,l) € Xp.

Por (4.8) se tiene
Sty (resi) = S (2).
Por otro lado, 8&71)(f*z) = SES}(LM(Z))(Z). Como la restriccion f|g : L — f(L) es un morfismo

en F y, por inclusién, puede verse como un morfismo de L en S, por hipdtesis se tiene

S(SLJ)(Z) = S(é}(L)’f(l))(z). Por lo tanto,
S(IZJ)@eS%Z) = S(]Z,l)(f*z)

para todo L < Py todo [ € L. De la inyectividad del morfismo fantasma de D(P) se sigue

que respz = f*z. n

Definicién 4.4.6 (Especie de D(F)). Sea F un sistema de fusién sobre un p-grupo Sy
(P,h) € Xr. La especie de D(F) asociada a (P, h) es la aplicacién S(J;h) : D(F) — C dada
por 8537,1)(2) =S (t(2)), donde ¢ : D(F) — D(S) es la inclusién.
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Dado que la especie asociada a una pareja (P, h) € Xr es la composicién de dos homo-
morfismos de anillos, se sigue que S@h) también es un homomorfismo de anillos. El siguiente
resultado muestra que este homomorfismo esta bien definido, es decir, depende tinicamente
de la clase de (P, h) en XF.

Teorema 4.4.7. Si [(P,h)|r = [(Q, k)|F en Xx, entonces S(];h) = S{Z),k)'

Demostracion. Sean (P, h) y (Q,k) dos representantes de la misma clase en Xz. Entonces
existe un isomorfismo ¢ : P — @ en F tal que ¢(h) = k. Sea z € D(F). Por la Proposicién
4.4.5, se cumple

S (2) = Siep)pn) (2)-
Como p(P) = Q y ¢(h) = k, se sigue que S(pp)(2) = Sigx)(2). Dado que S@h) y S(fg,k) son
las restricciones de Sipp) v S(o,k), respectivamente, obtenemos S&h)(z) = S(]é’k)(z). De la

arbitrariedad de z € D(F), se concluye que S@h) = 5{7227,6). [

Por el resultado anterior, es suficiente considerar un representante por cada clase de
F-conjugacion en Xx. Asi, se obtiene el homomorfismo de anillos

s*:pF) -~ J[ c

(Ph)]FeXs
f
2 (Stem () ey res
Observemos ahora que la relacién de F-conjugacién es mas gruesa que la relacion de S-
conjugacién. Por lo tanto, existe una aplicacién 7 : Xg — Xz que envia cada clase [(P, h)]s

a [(P,h)]r. Esta aplicacién estd bien definida, ya que si dos pares son S-conjugados, en-

tonces también son F-conjugados. Ademas, m es sobreyectiva y en consecuencia, induce un

o: [Jc— ]

§eXF nEXs

homomorfismo de anillos

dado por @ ((a¢)ecxy) = (An(y))nexs- De manera explicita, si n = [(P, h)]g, entonces

(¢((af)§€XF))[(P’h)]S = Q[(Ph)]F-
Como 7 es sobreyectiva, ® es inyectiva.

Lema 4.4.8. El siguiente diagrama

D) —— ] ¢

nEXs

T n
D(F) — ][ €

EEXF

conmuta.
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Demostracion. Consideremos z € D(F), entonces es suficiente demostrar que (S o¢)(2) y
(® 0 S7)(2) tienen las mismas coordenadas en [1,ex; C. Sean = [(P,h)]s € Xs. Entonces
((S0)(2)), = Spn(z). Por otra parte, ((®o Sf)(z))17 = S(];h)(z). Como S(];’h) es la res-
triccion de S(%D’h) a D(F), se sigue que S@h)(z) = Spw(2). Por lo tanto, ((So¢)(2)), =
((®o SF)(Z))n para toda n € Xs. O

Proposicién 4.4.9. El homomorfismo fantasma S : D(F) — [lecx, C es inyectivo.

Demostracion. Consideremos z € Ker(S7). Entonces ®(S7(2)) = 0, ya que S7(z) = 0.
Ademis, por el Lema 4.4.8, se tiene que S(¢(2)) = 0. De la inyectividad del homomorfismo
fantasma de D(S) se sigue que «(z) = 0. Por lo tanto z = 0 y Ker(8”) = 0. O

4.5. Ideales primos del anillo global de representacio-

nes

Esta seccién estd dedicada al estudio de los ideales primos del anillo global de repre-
sentaciones. Iniciaremos con una breve descripcién de los ideales primos de D(G), con G
un grupo finito, siguiendo las ideas expuestas en [RV15]. Posteriormente, introduciremos los
ideales primos de D(F).

Sea G un grupo finito de orden m, y A = Z[w] el subanillo de C generado por Z y las
raices m-ésimas de la unidad. Como los valores de los caracteres de las representaciones
de subgrupos de G son sumas de raices m-ésimas de la unidad, la imagen de cada especie
Siapy : D(G) — C esté contenida en A. Por lo tanto, consideraremos a partir de ahora las
especies como homomorfismos de anillos Sy ) : D(G) — A.

Sea (H,h) € Xq, ¥y Stup) : D(G) — A su especie asociada. Denotaremos por iz ) =
Ker(S(u,p) al nicleo de este homomorfismo. Si p es un ideal primo nonulode Ay 7: A —
A/p es la proyeccién canénica, escribimos g( ah) = T o S ). Al ntcleo de este morfismo lo
denotaremos por I(g p)p = Ker(SN'(Hﬁ)) = S(_Iih) (p).

Antes de describir el conjunto de ideales primos de D(G), enunciaremos el siguiente

resultado auxiliar.

Lema 4.5.1 ([AM18], Proposicién 1.11). Sean ai, ..., a, ideales de un anillo conmutativo
A. Sip es un ideal primo de A tal que (;_, a; C p, entonces a; C p, para algin i.

Teorema 4.5.2 ([RV15], Teorema 26). El espectro primo de D(G) estd formado por todos
los ideales de la forma Ippy e I(ppyy, donde (P, h) € Xg y p recorre los ideales primos no

nulos de A.

Demostracion. Sea S : D(G) = [y pyex, C €l homomorfismo fantasma de D(G). Por la

Proposicién 4.3.7, este morfismo es inyectivo; por lo cual, ﬂ( Hh)exs Itgpy = 0.
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Sea q un ideal primo de D(G). Entonces, ﬂ(Hﬁ) Iz py € q. Por el Lema 4.5.1, existe

eXa
(H,h) € Xg tal que I(gzpy C q. Por lo tanto, q/Imp) es un ideal primo de D(G)/1( p)-

Ademas, por el primer teorema de isomorfia,
D(G)/I(th) = Im(S(H,h)) g A.

Asi, q/I(up corresponde a un ideal primo de Im(S )). Si este ideal primo es cero, entonces
q/Iuny = 0, y por tanto q = Iy ). En caso contrario, como Im(Si ) € Ay A es integral
sobre Im(Sp py), existe un ideal primo p de A tal que q/I(g ) = » N Im(Sia k). Por lo tanto,

qa=1{z € D(G) | Sn(z) €p} = S(_Hl,h)(P) = (1 p)p-
De este modo se tiene que todos los ideales primos de D(G) son de esta forma. [

En general, el espectro primo de D(G) no necesariamente es conexo en la topologia de
Zariski. Por resultados cldsicos de dlgebra conmutativa, las descomposiciones de Spec(D(G))
en componentes abiertas y cerradas estan relacionadas con los idempotentes de D(G). En
particular, el nimero de componentes conexas de Spec(D(G)) coincide con el nimero de
idempotentes primitivos de D(G). Para més detalles, sugerimos consultar [RV15], Sec. 5.3.
Motivados por lo anterior, estudiaremos ahora los ideales primos de D(F). Como veremos al
final de esta seccién, existe una diferencia importante entre Spec(D(G)) y Spec(D(F)): en
el caso de los sistemas de fusion, el espectro primo de D(F) resulta ser conexo. Hasta donde
sabemos, los ideales primos de D(F) no han sido estudiados previamente.

Sea F un sistema de fusién sobre un p-grupo S, y (P,h) € Xr. A partir de ahora,
consideraremos la especie S@h) como un homomorfismo de anillos con codominio en A,
donde A es el anillo definido anteriormente. Sea p un ideal primo de Ay 7: A — A/p
la proyeccién candnica. Entonces la composicion g@’h) =T7o S{;h) : D(F) — A/p es un

homomorfismo de anillos. Denotaremos por

Ippy = Ker(Sipp) = {2z € D(F) | S{puy(2) = 0},
I(];.h),p = Ker(‘g@,h)) ={z€ D(F) | S(]J:D,h)<z) €p},
al nicleo de S(J;, Y g(];, n)> Tespectivamente. Con esta notacion, las propiedades de las especies

de D(S) inducen de manera natural los siguientes resultados para las especies de D(F).

Proposicion 4.5.3. Sea F un sistema de fusion sobre un p-grupo S y P < S. Sean hq, hy €
P tales que hihs = hohy. Sip es un ideal primo no nulo de A tal que char(A/p) = p, entonces
S@hl)(z) - S&hm)(z) € p para todo z € D(F).

Demostracion. Sean (P, hy) y (P, hihs) elementos de X'z, y 3(5;3,h1)> S(SRhth) : D(S) — Asus

especies asociadas. Como P es un subgrupo del p-grupo S, el elemento hs tiene orden una
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potencia de p. Ademads, por hipdtesis, char(A/p) = p. Por el Lema 23 de [RV15], para todo
z € D(S) se tiene

Sn)(2) = S(phaha) (2) € p- (4.9)
Dado que D(F) es un subanillo de D(S), la igualdad anterior se cumple, en particular,
para todo z € D(F). Al restringir las especies de D(S) a D(F), obtenemos S@hl)(z) —

Slpnanyy () € p. O

Corolario 4.5.4. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 4.5.3, se tiene I(];,hl),p = I(J;,hm),p'

Demostracion. Por la Proposicién 4.5.3, para todo z € D(F) se tiene Slp .1 (2)=S{p jyny (2) €
p. Por lo tanto, S(f;’hl)(z) € p si y solo si S@hlh2)(z) € p. De este modo, z € I(];’hl)’p si y solo

: F F _JF
size [(P’h1h2)7p. Por lo tanto, I(P,h1),p = I(P7h1h2)7p. O

En el Lema 23 de [RV15], se asume que los elementos h; y hy tienen orden p*, con p
un numero primo y £ € N. En nuestro caso, como P es un subgrupo de un p-grupo, todo
elemento de P tiene orden una potencia de p. Por lo tanto, la hipétesis del lema se satisface
autométicamente para los ideales primos p tales que ¢(p) = p.

Observemos que I@h) = Ker(S&h)) es un ideal de D(F), ya que es el nicleo de un
homomorfismo de anillos. Mds &n, es un ideal primo, pues D(F)/I}p;,) = Im(Sp,)) C A,
y A es un dominio entero. Andlogamente, si p es un ideal primo no nulo de A, se tiene que

](];,h),p = Ker(S(];,h)) ={z€ D(F) | S(J;D,h)(z) €p}

es un ideal de D(F), el cual también es primo.

Ademas, si p # (0) es un ideal primo de A, entonces p N Z = ¢(p)Z para algin ntimero
primo ¢(p). Como A es un dominio de Dedekind, todo ideal primo no nulo de A es maximal.
En consecuencia, A/p es un campo finito de caracteristica ¢(p). Esto nos permite distinguir

los ideales de la forma I@h)m segin si ¢(p) = p 6 q(p) # p.
Teorema 4.5.5. El espectro primo de D(F) consiste de los siguientes ideales:
o Tipo L I}y, = {2 € D(F) | Slp(2) = 0}.
e Tipo II. Aquellos de la forma
]@,h),p ={2€D(F) | S@,h)('z) € p},
donde p es un ideal primo no nulo de A tal que q(p) = p.
e Tipo III: Aquellos de la forma
oy = {2 € DIF) | STon(2) € ).

donde p es un ideal primo no nulo de A tal que q(p) = q # p.
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Demostracion. Ya hemos observado que todos los ideales de Tipo I, Tipo IT y Tipo III son
ideales primos de D(F). Resta probar que todo ideal primo de D(F) es de una de estas
formas.

Sea 8 : D(F) — [Tiphyer, A €l morfismo fantasma. Por la Proposicién 4.4.9, este
morfismo es inyectivo. En consecuencia, () p e, £ (];h) = 0. Sea q un ideal primo de D(F).
cxr [(];,’h) C g. Por el Lema 4.5.1, existe (P, h) € X tal que ](“;h) Cgq. Por lo

tanto, q/1I (J; py €s un ideal primo de D(F)/1, @h). Ademas, por el primer teorema de isomorfia,

Entonces () p,

D(F) /I@,h) o Im(S@h)) C A.

Asi, q/I(];h) se identifica con un ideal primo de Im(S(];,’h)). Si q/](“;h) = 0, entonces q = I@h),
y por tanto q es de Tipo I.

Supongamos ahora que q/1 @h) es un ideal primo no nulo de Im(S(];h)). Como Im(S(];h))
contiene a Z y A es integral sobre Z, se sigue que A es integral sobre Im(S@,h)). Por el
teorema de going-up (véase [AM18, pdg. 62]), existe un ideal primo no nulo p de A tal que

q/[(j;h) =pN Im(S(i,yh)). En consecuencia,

9= {2 € D(F) | Slpw(2) €p} = Ilppyp-

Si q(p) = p, entonces q es de Tipo II. Si g(p) # p, entonces q es de Tipo III. Por lo tanto,
todo ideal primo de D(F) es de alguno de los tres tipos descritos. O

A diferencia del anillo global de representaciones de un grupo finito, el espectro primo de
D(F) tiene una tnica componente conexa, es decir, es conexo. Para ver esto, introducimos

los siguientes resultados.

Lema 4.5.6. Sip # (0) es un ideal primo de A tal que q(p) = p, entonces I(];’h)m = [(]fp’l)m.

Demostracion. Sea z = ) pyw Arw[K, W] € D(F), donde Agw € Z. Como D(F) es
un subanillo de D(S) y S(?h) es la restriccion de Sippy a D(F), es suficiente probar que

Spny(2) = Sp1y(2) mod p. Por linealidad, basta verificar la congruencia en un generador
[K, W]. Por la Proposicién 4.3.4,

Seen([K,W]) = Z xw (s hs).

sKeS/K
P<sKs!

Como P < sKs™ ! se tiene que s 'hs € K. Ademés, s 'hs es un elemento de orden una
potencia de p, pues h € P < Sy S es un p-grupo. La demostracién del Lema 6.3 de [Ati61]
establece que para todo cardcter x de S y todo elemento u de orden una potencia de p se

cumple y(u) = x(1) mod p. Aplicando esto a nuestro caso particular, obtenemos

Xw(S_lhs) = xw(1) mod p.
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Por lo tanto,

Sem(E W)= > xw(l) = 8 ([K, W]) mod p.
sKeS/K
P<sKs~1

Por linealidad, se sigue que S(ppy(2) = S(p1)(2) mod p para todo z € D(F). Asi, S(];h)(z) -
S(f;l)(z) € p. Por lo tanto, S(];h)(z) € p siy solo si S(];l)(z) Ep,yzE€E I(j}’h)’p si y solo si

= [(J;l),p. m

Teorema 4.5.7. Sea P < S y Q < P un subgrupo normal. Si p # (0) es un ideal primo de

A tal que q(p) = p, entonces I(’;’h)’p = f(]&},h),p-

Demostracion. Por el Lema 4.5.6, se tiene I@hm = ](’;1”} y ](]é’h)yp = I(Jégg),p- Por lo tanto,

basta probar que I(i,’l)’p = I(Jé,l),p' Para ello, mostraremos que para todo z € D(F) se cumple
8(];’1)(2) — 8(72271)(2) € p. Sea z = ) pw Arw[K, W] € D(F). Usando la propiedad i) del
Teorema 4.3.5, obtenemos

Sl (2) =Y Acwep(S/K)dimW,  Sl1)(2) = > Axweq(S/K) dim W.
KW KW

Por lo tanto,

Sl (2) = Slow(2) = D Akw (pp(S/K) — po(S/K)) dim W.

Ahora veamos que ¢p(S/K)—po(S/K) € pZ. Como () <P, el cociente P/() actia sobre
el conjunto de puntos fijos (S/K)?. Ademés, los puntos fijos de esta accién son precisamente
((S/K)Q)P/Q = (S/K)". En efecto, un punto de S/K fijo por Q es fijo por P/Q si y solo si
es fijo por todo P. Como P/Q es un p-grupo, toda drbita de esta accién tiene cardinalidad
una potencia de p. En consecuencia, |(S/K)?| = |(S/K)"| mod p. Es decir, ¢o(S/K) =
wp(S/K) mod p. De aqui se sigue que ¢p(S/K) — po(S/K) € p. Como ¢(p) = p, se tiene
p N7Z = pZ, y en particular pZ C p. Por lo tanto,

(pp(S/K) — q(S/K))dim W € p.

En consecuencia, Sfp)(2) — 8 1)(2) € p. Luego 2 € I, siy solosi z € If ) . De este

F _IF
modo, I(P,l),p = I(Q’l)’p. O

Proposicién 4.5.8. Eziste un ideal mazimal de D(F) que contiene a todos los ideales primos
minimales de D(F).

Demostracion. Sea p un ideal primo no nulo de A tal que g(p) = p. Consideremos m := I(]lE 1

que es un ideal de D(F). Por definicién, m = Ker(S({l)). Luego, por el primer teorema de
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isomorfismo, D(F)/m = Im(SN‘(]il)). Veamos que Im(‘SN'({l)) es un campo. Para un generador

[K, W] de D(S) se tiene

San([(K, W) = > xw(l) =[S : K|dimc(W) € Z.
sKeS/K

Por lo tanto, la especie S(]il) toma valores en Z C A. Ademés, S(]il)([S, C]) = 1, de donde

Im(S(]il)) = Z. En consecuenciaﬁ,v Im(Sg’l)) =m(Z) = Z/(pNZ). Como q(p) = p, se tiene
pNZ = p,y por lo tanto Im(S({l)) = Z/p. Ast, D(F)/m es un campo y m es un ideal
maximal de D(F).

Veamos ahora que todo ideal primo minimal de D(F) esté contenido en m. Sea q un ideal
primo minimal de D(F). Por el Teorema 4.5.5, el ideal q es de la forma [ (];h). En efecto, si q
fuera de la forma I (];’h)’t con t # (0), entonces contendria propiamente al ideal primo I (J;h),
y por tanto no seria minimal.

Por otra parte, como 0 € p, se tiene I(J;’h) C I@h)vp. Ademds, dado que ¢(p) = p, por el
Lema 4.5.6 se tiene I(];h)m = ]5371)7’3. Aplicando el Teorema 4.5.5 a la cadena normal 1 < P,
obtenemos ](J;l),p = ](’T’l)’p. Por lo tanto,

q=Ipn € oy = iy =m a
Corolario 4.5.9. El espectro primo Spec(D(F)) es conezxo en la topologia de Zariski.

Demostracion. Las componentes irreducibles de Spec(D(F)) son los cerrados de la forma
V(q), donde g recorre los ideales minimales de D(F). Por la Proposicién 4.5.8, existe un
ideal maximal m = [, (ﬁl)’p que contiene a todos los ideales primos minimales de D(F). Por
lo tanto, para todo ideal primo minimal q se tiene q C m, lo cual implica que m € V' (q). En
consecuencia, todas las componentes irreducibles de Spec(D(F)) contienen a m. Por lo tanto,

las componentes irreducibles tienen interseccién no vacia, y Spec(D(F)) es conexo. O

Sea G un grupo finito. El Corolario 36 de [RV15] afirma que el nimero de idempotentes
primitivos de D(G), y por tanto el nimero de componentes conexas, es igual al nimero de
clases de conjugacion de subgrupos perfectos. En nuestro caso, al ser Spec(D(F)) conexo, se

tiene que los tnicos idempotentes primitivos de D(F) son el 0 y el 1.



Capitulo 5

Primeros pasos hacia un teorema de

completacion

Los teoremas de completacion reflejan una estrecha relacién entre una teoria de coho-
mologia equivariante y su contraparte no equivariante. En ciertos casos, dicha relacion se

expresa mediante un isomorfismo de la forma
(Eg(pt)7, = E(BG),

donde EZ(pt) denota una teoria de cohomologia equivariante evaluada en el punto, £*(BG)
denota su contraparte no equivariante evaluada en el espacio clasificante BG, e I es el ideal
de aumentacion correspondiente [La 21]. En este trabajo estudiamos dos de los teoremas
de completacion mas conocidos, cuando G es un grupo finito: el Teorema de completacién
de Segal-Carlsson (Teorema 2.6.3) y el Teorema de completaciéon de Atiyah-Segal (Teorema
3.6.1).

En el capitulo anterior estudiamos el anillo D(G), el cual es un anillo fundamental de
representaciones, en el sentido de Bouc [Boul0]), asociado al grupo G. Como vimos ante-
riormente, este anillo guarda una relacion con el anillo de Burnside A(G) y con el anillo de
representaciones R(G). Por esta razén, surge de manera natural la pregunta de si existe un
teorema de completacién para D(G), andlogo a los teoremas de completacién mencionados
anteriormente.

Hasta donde sabemos, esta pregunta no ha sido abordada previamente en la literatura.
En consecuencia, no se cuenta todavia con una respuesta definitiva ni con una formula-
cién establecida del objeto geométrico que deberia aparecer del lado completado. Debido
a ello, en este ultimo capitulo proponemos un primer acercamiento al problema. Para ello
introducimos la nociéon de G-haz vectorial graduado por un G-conjunto finito, la cual puede
interpretarse como un analogo geométrico de una representaciéon global de GG. Esta construc-

cién nos permitirda formular un posible candidato a invariante homotoépico relacionado con
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una completacion del anillo D(G).

5.1. Haces vectoriales graduados

Antes de dar la definiciéon de haz vectorial graduado, introducimos la siguiente notacion.
Si E — X es un haz vectorial y {E, — X},cz es una familia finita de subhaces de E,
entonces podemos considerar su suma fibra a fibra dentro de E. Es decir, para cada = € X,
consideramos el subespacio ) _,(E.), C E,. Cuando esta suma es directa para todo = €

X, escribiremos €, , E. para denotar la suma directa interna de estos subhaces. Asi, la

E:@Ez

z2€Z

igualdad

significa que, para cada x € X, se tiene una descomposicién de espacios vectoriales F, =
@.c,(E.).. En este caso, la suma directa se entiende como una suma directa interna de
subhaces de E. Sin embargo, esta suma directa interna es isomorfa a la suma directa externa

usual de los haces £, mediante el morfismo que envia (v;).cz a > ., V..

Definicién 5.1.1 (Haz vectorial Z-graduado). Sea X un espacio compacto y Hausdorff, Z
un conjunto finito. Un haz vectorial Z-graduado sobre X es un haz vectorial £ — X

junto con una familia {F, — X },c» de subhaces vectoriales de E tales que F = ., F.,

z€Z
donde la suma directa se entiende como suma directa interna de subhaces.

De la definicién anterior, es importante resaltar que un haz vectorial Z-graduado se inter-
preta como la pareja (E — X, {E,}.cz), donde {E.} es una familia de subhaces vectoriales
de FE sobre X indexada por Z, y la descomposicion de £ como suma directa de los subhaces

E. si depende de la familia y del conjunto por el cual se esta graduando.

Definicién 5.1.2 (Homomorfismo de haces graduados). Sea (E,{E.}.cz) un haz vectorial
Z-graduado y (E',{E! }wew) un haz vectorial W-graduado, ambos sobre el mismo espacio.
Un homomorfismo de (F,{E.}) a (E',{E],}) es una pareja (a, ), donde a : Z — W
es una funcién de conjuntos y ¢ : F — E’ es un homomorfismo de haces sobre X tal que
¢(E.) C E,,). Diremos que (o, ¢) es un isomorfismo de haces vectoriales graduados si « es

biyectiva y ¢ es un isomorfismo de haces vectoriales.

Dado un espacio topolégico X, denotaremos por Vectgrad(X ) al conjunto de clases de
isomorfismo de haces vectoriales graduados sobre X. Es decir, sus elementos estan represen-
tados por haces vectoriales Z-graduados (E,{E,}.cz), donde Z es un conjunto finito y los
isomorfismos entre haces graduados preservan la graduacién mediante una biyeccién entre

los conjuntos por los que se toma la graduacion.
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Para cada n > 0, definimos
Vect" Y (X) := {[(E,{E. }.ez)] € Vect®*(X) | |Z| = n}.
De este modo, se tiene una descomposicion

Vectg™(X) = H Vect™ &4 X)
n>0
Ahora, dados dos elementos [(E, {E.}.c2)] v [(E', {E }wew)] en Vect®(X), considere-
mos los representantes (E, {E,},cz) v (E', {El, }wew ). Definimos su suma directa externa

CcOomo

(Ea {EZ}ZEZ) H (E,, {quu}wEW) = ((E D El)a {Fu}ueZHW) )

donde E @ E’ denota la suma directa de haces vectoriales y la familia {F), },cznw estd dada
por
E, siueZ,

F, =
E  siueW.

Veamos que esta construccion es de nuevo un haz vectorial graduado sobre X. Como
E=@,.,E.yE =@, L, para todo v € X, al nivel de fibras se tiene

(E®FE),=E, 0F, = (EB(E%) @ (@(Ezu)x) = P (F).

z€Z weW ueZ1UIW

Por lo tanto,
EsE = P F
u€ZIW
como suma directa interna de subhaces, y (E® E’, { F,, }uezuw) es un haz vectorial (ZIIW)-

graduado sobre X. Esto induce una aplicacion a nivel de clases de isomorfismo

A : Vectf*d(X) x Vect#?d(X) — Vect®(X),
([(EAE: o), (B A B bwew)]) ¥ (B @ E' {Fubueznw)]-

Veamos ahora que esta operacion estda bien definida, es decir, no depende del represen-
tante de cada clase de isomorfismo. Sean [(E,{E.}.cz)] v [(F, {Ew}wEW)] y suponga-
mos que se tienen los isomorfismos de haces graduados (E,{E.}.cz) =~ (E,{E= }zEZ)
(E' {E Ywew) = (F, {E{B}ﬁe@ Entonces existen parejas (a, ) : (E {E.}) — (E,{E5})
y (B,v) : (E’ {E,}) = (E',{EL}), donde @ : Z — ZypB:W — W son blyec01ones y
¢:E — E ¢ : E — E' son isomorfismos de haces vectoriales tales que ¢(E,) = Ea(z) y

Y(E,) = Elg(w)
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Consideremos la biyeccién inducida o115 : Z I W — Z I W en la unién disjunta, y el
morfismo de haces p ¢ : EG E — EGFE , el cual es un isomorfismo porque ¢ y v lo son.
Sea {F, }ueznw (resp. {ﬁﬁ}ﬂeZHW) la familia de subhaces asociada a E @ E' (resp. E® E').
Por construccion, si u € Z, entonces F,, = E,, y por tanto

(P @ Y)(F) = (¢ D Y)(Ew) = o(Bu) = Bagw) = Floug) -

Anélogamente, si u € W se tiene

(@ Y)(F) = (¢ ®Y)(E,) = ¥(E,) = B}y = Foug)w-

Por lo tanto, (a1l 3, p @) es un isomorfismo de haces (Z II1W)-graduados. En consecuencia,
(F & E' {F.}ueziw)] = [(E D E’, {ﬁﬂ}anuWﬂ' Asi, la operacién H estd bien definida en
Vect&4(X).

Proposicién 5.1.3. El conjunto Vect®*(X) junto con la suma directa externa de haces

vectoriales graduados es un monoide conmutativo.

Demostracion. La asociatividad y conmutatividad de la suma directa externa H se tienen de
manera inmediata, ya que tanto la suma directa interna como la unién disjunta de conjuntos

lo son. Dado un haz vectorial graduado (E,{FE.}.cz), se tiene lo siguiente

<E7 {Ez}zez) H (X X {O},@) = (EEB (X X {O})v {Ez}z€Z>
= <E7 {EZ}ZEZ)'

Asi, (X x {0},0) es el elemento neutro de (Vect®*4(X), B). O

Proposicién 5.1.4. El monoide Vect®*(X) es de factorizacién tinica y sus dtomos son de

la forma [(E,{E.}.cz)], donde Z consta de un solo punto.

Demostracion. La demostracion del Teorema 4.1.9 se adapta directamente a este contexto.
m

5.2. K-teoria de haces vectoriales graduados

En el apartado anterior estudiamos el monoide Vect®*!(X), donde X es un espacio com-
pacto y Hausdorff. En esta seccion, nos interesa estudiar el grupo que se obtiene al aplicar
la construcciéon de Grothendieck a dicho monoide. Posteriormente, definiremos su versién
equivariante.

La construccién de Grothendieck de Vect®d(X) est4 dada por

Z[Vect#d(X))]

K (Vect® (X)) = i :
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donde M es el subgrupo generado por los elementos de la forma

(BB ze2)] + (B A B, bwew)] = (BB E' {Fubuezuw)).

Sean (E,{E.}.cz) v (E',{E.}.cz) dos haces vectoriales Z-graduados sobre X. Es ficil
verificar que (E @ E',{E, ® E.}.cz) es un haz vectorial Z-graduado sobre X. Luego cada
tupla (Z, E,{E.}.cz, F',{E'}.cz) determina un elemento de K (Vect®*!(X)) dado por

[(E> {EZ}ZEZ)] + [(Elv {E;}ZEZ)] - [(E @ El? {Ez D E;}ZGZ)] :

Denotemos por N al ideal generado por todos estos elementos.

Definicién 5.2.1 (K-teoria global). Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Definimos la

K-teoria global de X como

K (Vect®™(X))
N :

Nota 5.2.2. El término “global” puede dar lugar a confusién con la K-teoria global definida

KD(X) =

por S. Schwede. Hasta el momento, no hemos encontrado una relacién directa entre nuestra
definicién y la de Schwede. La eleccién de este nombre se debe a la analogia con el anillo

global de representaciones.

Veamos ahora que la K-teorfa global K D(X) tiene estructura de anillo conmutativo. Para
esto, necesitamos introducir el producto de haces vectoriales graduados. Sean (F,{E.,}.cz)

y (E',{E,, }wew) dos haces vectoriales graduados sobre X, Definimos su producto como

(E7 {EZ}ZEZ) : (Ela {quy}wEW) = (E Rc EI; {(Ez Xc E:U)(z,w)}(z,w)EZXW)-

Aqui E, ®¢ E!, se considera como subhaz de F ®¢ £’ mediante las inclusiones naturales.

Como FE =@, ,E.y E' =&, L., se tiene una descomposicién fibra a fibra

(E®cE)=E,@cE,= @ (E).®c(E,)..

(z,w)EZXW

Por lo tanto, (E®c E', {E. ®c E.,} (2.w)ezxw) €s un haz vectorial (Z x W)-graduado sobre X
Se verifica ficilmente que este producto induce una operacién bien definida en Vect®??(X).
Sean (E,{E.}.cz) v (E',{E.}.cz) dos haces vectoriales Z-graduados, y sea (F, {Fy, }wew)

un haz vectorial W-graduado. Entonces

(B AE.}zez) ® (B {E }oez) - (FAFuwew) = (E® B {E, @ E }ocz) - (F {Fu}wew)
=(E® L)@ F{(E. ® E) ® Fu}zuwezxw)
Z(E@F) o (B F),{(E.® F,) 6 (E® Fu)}ewezxw)
= (E® FA{E. ® Fy}wezxw) ® (B’ @ FAE, @ Fy}cw)ezxw)-
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El isomorfismo anterior se obtiene de la distributividad del producto tensorial de haces
vectoriales sobre la suma directa. De manera andloga se demuestra la distributividad por la
derecha. Por lo tanto, el producto es compatible con las relaciones que definen K D(X). De

esta manera, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.2.3. KD(X) es un anillo conmutativo con uno, donde el neutro multiplica-
tivo corresponde al haz vectorial trivial de rango uno X x C, graduado por un conjunto de

cardinalidad uno.

Como veremos a continuacién, la K-teoria global de un espacio compacto y Hausdorff X
no contiene informacion adicional respecto de la K-teoria ordinaria. Esto se debe a que las
relaciones impuestas en la definicién de K D(X) identifican un haz graduado con la suma de

sus componentes homogéneas.

Teorema 5.2.4. Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Entonces KD(X) = K(X) como

anillos.

Demostracion. Sea U : Vect®(X) — Vect(X) la aplicacién definida por U([(E, {E.}.cz)]) =
[E]. Esta aplicacién estd bien definida, pues todo isomorfismo de haces graduados induce, en
particular, un isomorfismo entre los haces vectoriales subyacentes.

Veamos que U es un morfismo de monoides. Si [(E,{E.}.cz)] v [(E',{E. }wew)] son

elementos de Vect#®!(X), entonces
U([(EAE:}ze2)] BUE {E, Ywew)]) = U((E @ £ {Fu}uezuw)])
=[E® E
~ [E] + [F]
= U(KE’ {Ez}zeZ)]) + U([(Ela {Ez,u}wEW)D

Por la propiedad universal de la construccién de Grothendieck, U induce un morfismo de
grupos abelianos K(U) : K (Vect®4 (X)) — K(X). Ahora veamos que K (U) desciende al
cociente K D(X). Para cada generador de N de la forma

[(E7 {Ez}zez)] + [(Ela {E;}ZEZ)] - [(E 2 E,7 {Ez & E;}zGZ)]’

se tiene

K(U) (B AE:} ze2)] + (B {E }eez)] — (B @ E'{E. © El}eez)]) = [E] + [E'] - [E® E]
0,

asi que K (U) se anula en el subgrupo N generado por los elementos de la forma [(E, {E, }.c2)]+
[(E'{E}.cz)] — (E @ E',{E. ® E'}.cz)]. De este modo, se obtiene un morfismo U :
KD(X) — K(X).
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Construiremos ahora un morfismo en la direccién contraria. Sea {*} un conjunto con
un solo elemento. Para cada haz vectorial £ — X, denotemos por (E,{E.}.cqsy) el haz
vectorial graduado por {*} tal que £, = E. Definimos T" : Vect(X) — KD(X) por T([E]) =
[(E,{Ei}ve(«)]- Veamos que esta aplicacion es un morfismo de monoides. Si £ y E’ son

haces vectoriales sobre X, entonces, por la relacién que define K D(X), se tiene

T(E]) + T([E]) = (B, {E ] + (£ {E})]
=[(Ee L' {E & E})]
=T([FE® E').
Por la propiedad universal de la construccion de Grothendieck, 7" induce un morfismo de

grupos abelianos T : K(X) — KD(X). Mostremos que U y T son inversos. Primero, sea
[E] — [E'] € K(X). Entonces

(U T)([E] - [E)) =U((EAELD] - (£ {ED)]) = [E] - [E].

Por lo tanto, U o T = idg(x). Para la otra composicién, basta verificar la igualdad en los
generadores de K D(X). Sea [(E,{E.}.cz)] uno de estos generadores. Como £ =@, _, E.,
en KD(X) se tiene

(B AE.}e2)] = Y (B {(Eo)udeega))]

= [(E,{E}eea)]-

La primera igualdad proviene de la relacién de suma directa externa, mientras que la segunda

proviene de la relacién que define K D(X). Por lo tanto,

(ToU)([(E,{E.}.ez)]) = T([E))
[(EA{E. e

[(Ev {Ez}z€Z>]'

Y

Asi, ToU = idgp(x)- De este modo, concluimos que K D(X) = K (X) como grupos abelianos.

Finalmente, veremos que el isomorfismo es compatible con el producto. Esto es, U preser-
va productos porque olvida la graduacién U ([(E,{E.})] - [(F,{F.,})]) = [E® F] = [E] - [F].

Por lo tanto, el isomorfismo K D(X) = K(X) es un isomorfismo de anillos. O

El siguiente paso es formular la versién equivariante de la K-teoria global. Para esto, es

necesario definir los G-haces vectoriales graduados por G-conjuntos finitos.

Definicién 5.2.5 (Haz vectorial equivariante Z-graduado). Sea G un grupo finito y sea Z un
G-conjunto finito. Si X es un G-espacio, un haz vectorial G-equivariante Z-graduado
sobre X es un haz vectorial Z-graduado (E,{F.}.c7) tal que E — X es un haz vectorial
G-equivariante y, para todo g € G'y todo z € Z, se cumple g- E, = E,...
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En la definiciéon anterior, los subhaces E, no son necesariamente G-subhaces de E. Méas

bien, la accién de G sobre E permuta las piezas de la graduacién de acuerdo con la accion
de GG sobre Z.

Definicién 5.2.6 (Homomorfismo de G-haces vectoriales graduados). Sean (E,{E,}.cz) un
G-haz vectorial Z-graduado y (E',{E! }wew) un G-haz vectorial W-graduado. Un homo-
morfismo de (F,{E.}.cz) en (F',{E! }wew) es un homomorfismo (o, ) de haces vecto-
riales graduados, donde tanto a: Z — W como ¢: E — E’ son G-equivariantes. Diremos
que (o, ) es un isomorfismo si, ademds, es un isomorfismo de haces vectoriales gradua-
dos. En tal caso, (E,{E.}.cz) v (E',{E!,}wew) se dicen isomorfos como G-haces vectoriales

graduados.

Denotaremos por Vectgad(X ) al conjunto de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales
graduados sobre X. Para cada n > 0, denotaremos por Vectl;#**(X) el subconjunto formado
por aquellas clases cuya graduaciéon estd indexada por un G-conjunto finito de cardinalidad

n. Entonces se tiene una descomposicién

Vect%*!(X) = H Vect ;84 (X).
n>0
Sea Z un G-conjunto finito. Si X es un G-espacio, entonces X x Z es un G-espacio con
la accién g- (z,2) = (g-z,g- z), donde Z estd provisto de la topologia discreta. Por lo tanto,
tiene sentido considerar G-haces vectoriales sobre X x Z.
Sip: F > XxZyp :E — X xW son G-haces vectoriales, diremos que E estd
relacionado con E’, y escribiremos E ~ E’| si existe una biyeccién G-equivariante f : Z — W

y un isomorfismo de G-haces vectoriales ¢ : E — E’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

E—%* g

/| J»
XmeXxW

Es decir, p’ o o = (idx X f) o p.
Consideremos el conjunto Vg(X) = HVectG(X x Z) I {*p}, donde Z recorre los G-
z

conjuntos finitos no vacios y *g representa el caso de la graduaciéon vacia. Entonces se tiene

el siguiente resultado.
Proposicién 5.2.7. La relacion ~ es una relacion de equivalencia en Vg.

Demostracion. Veamos primero que ~ es reflexiva. Sea p : F — X x Z un G-haz vectorial.
La identidad idy : Z — Z es una biyeccién G-equivariante y idg : £ — E es un isomorfismo

de G-haces vectoriales. Ademads, p oidg = (idx x idz) o p. Por lo tanto, E ~ E.
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Veamos ahora que ~ es simétrica. Sean p: F — X x Z yp' : E' = X x W dos G-haces
vectoriales tales que E ~ E’. Entonces existe una biyeccién G-equivariante f : Z — Wy
un isomorfismo de G-haces vectoriales ¢ : F — E' tales que p’ o ¢ = (idx x f) op. Como f
v ¢ son isomorfismos, sus inversas f~!: W — Z y ¢! : B/ — E también lo son. Adem4s,
pop = (idx x f~1) op'. Por lo tanto, ' ~ E.

Finalmente, probemos que ~ es transitiva. Sean p; : B = X X Z, po: By - X x W'y
p3 : B3 — X x T tres G-haces vectoriales. Supongamos que F, ~ Ey v Ey ~ E3. Entonces
existen biyecciones G-equivariantes f; : Z — W'y fo : W — T e isomorfismos de G-haces
vectoriales ¢ : 1 — FEy y ¢ : Ey — FEj3, tales que cada cuadrado del siguiente diagrama

conmuta

E1 ? > E2 i ” E3

al a |ps

XX/ — XxW — X xT.

idx><f1 idXXfQ

En particular, ps o ¢ = (idy X f1) op1 y pso ¢ = (idx X f2) o pa. Por lo tanto,
pso(Yop)=(psod)op

((dx X fa) op2) o

(idx x f2) o (p20 )

(

(

idy X fa) o (idx X f1) opy
idx X (f20 f1)) op1-

Como fyo f1 : Z — T es una biyecciéon G-equivariante y ¢ o ¢ : By — E3 es un isomorfismo
de G-haces vectoriales, se sigue que E; ~ Ej.
De este modo, ~ es reflexiva, simétrica y transitiva. Por lo tanto, ~ es una relaciéon de

equivalencia. O

Proposicién 5.2.8. Sea G un grupo finito y sea X un G-espacio compacto y Hausdorff.

Entonces se tiene una correspondencia biunivoca
grad ~
Vectg* (X) = Vg /~.

Demostracién. Primero consideremos el caso de la graduacién vacia. Si Z = (), la condicién

E:@EZ

z€(

implica que E es el haz vectorial cero sobre X. Por lo tanto, existe un tnico G-haz vectorial
(l-graduado sobre X, a saber, (0,0). Este corresponde al punto xg.
Supongamos ahora que Z # (). Sea (F,{FE.}.cz) un G-haz vectorial Z-graduado sobre

X. Entonces, £ = @,_, E.. Definimos E:= I1.., E. v consideramos la aplicacién g : E —

z2€Z z2€Z
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X x Z dada por g(e) = (p(e), z). Como Z tiene la topologia discreta, cada subconjunto
X x {z} es abierto en X x Z y se cumple ¢ (X x {z}) = E,. Dado que cada FE, es un
haz vectorial sobre X, para todo z € X existe un abierto U C X que contiene a x tal que
E.|ly 2 U x C". Por lo tanto,

¢ (U x {2}) =2 (U x {z}) x C"=.

Asi, g : E — X X Z es un haz vectorial.
Ahora definiremos una accién de G sobre E usando la accién de G sobre E. Si e € E.,

entonces g - e € E,.., y por tanto ¢ - e define un elemento de E. Ademas,

q(g-e)=(plg-e),g-2)=(g-ple),g-2) =g (ple),2) =g-qle).

Por lo tanto, ¢ es G-equivariante.

Veamos ahora que la accién es lineal en las fibras. Para cada (z,z) € X X Z se tiene
¢ Hz,2) = (Eey g 2,9 2) = (Eyr)ge Como E — X es un G-haz vectorial, la
accion de ¢ induce una transformacién lineal g : E, — E,,. Ademads, esta transformacion

se restringe a una aplicacién g : (E,), — (Ej..)g. Por lo tanto, ¢ : E — X x Z es un G-

gz
haz vectorial. De esta manera, obtenemos una aplicacién ® : Vect?*!(X) — Vg/~ dada por
O([(E,{E.}.c2)]) = [¢: E — X x Z]. Notemos que esta aplicacién est4 bien definida, pues si
(o, ) : (EA{E.}.ez) = (B {E], }wew) es un isomorfismo de G-haces vectoriales graduados,
entonces « : Z — W es una biyecciéon G-equivariante y ¢ : F — E’ es un isomorfismo de

G-haces vectoriales tal que ¢(E,) = E, (»)- Por lo tanto, ¢ induce un isomorfismo de G-haces

z:11E - [] E,

z2€Z weW

vectoriales

tal que ¢’ o @ = (idx x «) o q. Asi, los haces correspondientes sobre X x Z y X x W estan
relacionados por ~.

Por otra parte, sea ¢ : E — X x Z un G-haz vectorial. Para cada z € Z, sea E, la
restriccion de E al subespacio X x {z}, es decir, E, := ¢~(X x {z}). Como la restriccién de
un haz vectorial a un subespacio es nuevamente un haz vectorial, obtenemos un haz vectorial
sobre X x {z}. Identificando X x {z} con X, escribimos E, — X. Definimos E := @,_, E..
Como Z es finito, E' es un haz vectorial sobre X. Mas explicitamente, para cada x € X y
cada z € Z, existe un abierto U, C X que contiene a x tal que E,|y, = U, x C". Tomando
U =,ez U:, se tiene

U

By - (@ E>

z€Z

=~ x (@C%) :

zeZ

Por lo tanto, £ — X es un haz vectorial.
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Ahora definimos una acciéon de G sobre E. Para cada g € G, la accién sobre E induce
isomorfismos lineales g : (E.), — (Eyg.z)ge- Siv =Y., 0. € B, = @,.,(L.),, definimos

g-v:i=) . .,9-v.. Entonces

g-ve @(EQ-Z>9-I = Ega.

z2€Z

Como la accién de G en E es lineal en las fibras, esta accion es lineal en las fibras de FE.
Ademas, es compatible con la proyeccién F — X, por lo que E es un G-haz vectorial. Por
construccion, g - E, = E,.,. Asi, (E,{E,},cz) es un G-haz vectorial Z-graduado sobre X.
De este modo, obtenemos una aplicacién ¥ : Vg/~ — Vect%*(X) dada por ¥([q : E —
X x Z)) = [(E,{E.}.cz)]. Veamos que ¥ esta bien definida. Supongamos que ¢ : E — X X Z
yq - E' — X x W son G-haces vectoriales tales que E ~ E'. Entonces existe una biyeccién
G-equivariante f : Z — W y un isomorfismo de G-haces vectoriales ¢ : E — E' tal que
dop=>Gdx X f)oq. SiE,=q¢ " (X x{z})y E, = (¢')""(X x {w}), entonces la igualdad
anterior implica que ¢(FE,) = E}(Z). Por lo tanto, ¢ induce un isomorfismo de G-haces
vectoriales graduados (F,{E,}.cz) = (E',{E!, }wew), dado por la pareja (f, ). Asi, ¥ estd
bien definida.

Por ltimo, veamos que ® y ¥ son inversas. Sea (E, {E.}.cz) un G-haz vectorial gradua-

do. Entonces

(\Ij © (I))(Ev {EZ}ZEZ) - \II((I)(E? {EZ}ZEZ)> - \IJ<E) = (E7 {EZ}ZEZ)'

Por lo tanto, ¥ o ® = id . Por otro lado,

Vectgad (X)

(@0 W)(E) = B(V(E)) = B(E,{E.}.ez) = E.

En consecuencia, ® o ¥ = id. De esta manera, se concluye que ® y ¥ son inversas una de la
otra. Por lo tanto, Vect?*!(X) = Vg/~. O

Corolario 5.2.9. Sea H < (. Entonces Vectg/H'grad(X) estd en correspondencia biyectiva

con Vectg(X x G/H)/~, donde ~ denota la relacion inducida por los automorfismos G-

equivariantes de G/H. Equivalentemente, esta relacion corresponde a la accion de Ng(H)
sobre Vectg(X x G/H).

Demostracion. Es consecuencia directa de la demostracion de la Proposicion 5.2.8, tomando

la graduacién sobre el G-conjunto transitivo G/H. m

En [Seg68] se demuestra que

Vecta(X x G/H) = Vecty(X).
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Maés explicitamente, dado un haz vectorial G-equivariante £ — X x G/H, este determina
de manera natural un H-haz vectorial sobre X al restringirlo a X x {H}. Reciprocamente,
si F' — X es un haz vectorial H-equivariante, entonces el haz inducido G x g F define un
G-haz vectorial sobre G Xy X, el cual se identifica con un G-haz vectorial sobre X x G/H.
En virtud de esta equivalencia, y como consecuencia del Corolario 5.2.9, se tiene el siguiente

resultado.

Corolario 5.2.10. Sea H < G. Entonces Vectg/H'grad(X) estd en existe una correspondencia

biyectiva con Vecty (X)/~', donde ~' denota la congruencia generada por la accion de Ng(H)
sobre Vect g (X).

Es claro que la suma directa externa y el producto de haces vectoriales graduados hacen

de Vect&§*(X) un semianillo conmutativo. Consideremos ahora el conjunto L¢(X) de tuplas

(Za E7 {Ez}zeZa EI; {E;}ZEZ)7

donde Z es un G-conjunto finito y (E,{E.}.cz) v (E',{E.}.cz) son G-haces vectoriales
Z-graduados sobre X. Cada elemento de Lg(X) determina un elemento de K (Vect®™!(X))
dado por

[<E7 {EZ}ZEZ)] + [(E/7 {E;}ZEZ)] - [(E S E/v {EZ SY E,;}ZGZ)]

Denotemos por I el ideal de K (Vect%*(X)) generado por todos estos elementos.

Definicién 5.2.11 (K-teorfa global equivariante). Sea G un grupo finito y X un G-espacio

compacto y Hausdorff. El anillo de K-teoria global equivariante de X se define como

K (Vect&* (X))
- .

Un par de ejemplos inmediatos de la definicién anterior son los siguientes.

KDg(X) =

Ejemplo 5.2.12.
1. Si G = {1} es el grupo trivial, entonces K Dg(X) = KD(X) = K(X).

2. Un haz vectorial complejo sobre un punto corresponde a un C-espacio vectorial
de dimension finita E. Si ademas es un G-haz vectorial, entonces, para cada
g € G, se tiene un automorfismo lineal g : £ — E compatible con la accion del
grupo. Por lo tanto, un G-haz vectorial sobre un punto corresponde a una repre-
sentacion compleja de G. Ahora, un G-haz vectorial Z-graduado sobre un punto
corresponde a un CG-médulo £ junto con una descomposicién £ = @, ., E.
en subespacios vectoriales, tal que para todo g € G y todo z € Z se cumple

g-E. = E,.. Es decir, corresponde precisamente a una representacion global de
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G. Esta correspondencia respeta la suma directa externa, el producto tensorial y

las relaciones adicionales. Por lo tanto, K Dg(pt) = D(G).

Dado que la K-teoria equivariante es funtorial (véase [Seg68]), resulta natural esperar
que la K-teoria global equivariante también lo sea. Para ver esto, introducimos la siguiente
construccion.

Sean X y Y dos G-espacios compactos y Hausdorff, y sea f : ¥ — X una aplicacion con-
tinua G-equivariante. Si (E, {E,}.cz) es un G-haz vectorial Z-graduado sobre X, definimos

su pullback graduado a lo largo de f como

f*(Ev {Ez}z€Z> = (f*Ev {f*Ez}z€Z>'

Aqui f*F es el pullback usual de haces vectoriales. Como cada E, es un subhaz de F, se sigue
que f*E, es un subhaz de f*FE para todo z € Z. Ademas, como f es G-equivariante y E es un
G-haz vectorial, el pullback f*F tiene una accién natural de G dada por g-(y,e) = (g-y,g-€),
para (y,e) € f*E. Esta accion estd bien definida, pues

plg-e)=g-ple)=g-fly) = flg-y)

Por lo tanto, g - (y,e) € f*E. Veamos ahora que la accién es compatible con la graduacién.
Si (y,e) € f*E,, entonces e € E,. Como (E,{E.},cz) es un G-haz vectorial Z-graduado, se

tiene g - e € Ey,. Por lo tanto,

g'(yae):(g'yag'e)ef*Egz'

Asi, g- (f*E.) = f*E,.. Como el pullback preserva sumas directas de haces vectoriales, de

la descomposicion E = @, ., E., se obtiene

fE=EPfE..

ze€Z

En consecuencia, (f*E,{f*E.}.cz) es un G-haz vectorial Z-graduado sobre Y.
El siguiente paso consiste en ver que toda aplicacion continua G-equivariante f : Y —
X induce un homomorfismo de anillos f* : KDg(X) — KDg(Y). Sean (E,{E.}.cz) y

(E',{E},}wew) dos G-haces vectoriales graduados. Entonces

[ (EAE: oez) B (E AE, bwew)) = [1(E® E' {Fu}uezuw)
= (f"(E®E){f F.lueznw)
= (f*E® f B {f Fulueznw)
= ["(E L.} zez) B f1(E {E, bwew).
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Por otra parte, por la Proposicién 1.1.5, f*(E ® E') = f*E ® f*E’. Por lo tanto,

(B AE:}eez) - (B AE bwew)) = f(E® E' {E, ® E.} s w)ezxw)
= (["(E® ) {f(E.® E,)}wezxw)
= (fER[EAfE.®[E,}¢wezxw)
= f(E AL }eez)  [T(E' AE bwew)-

Esto muestra que el pullback induce un homomorfismo de semianillos f* : VectgGrad(X ) —
Vectggad(Y). Por la propiedad universal de la construccién de Grothendieck, este morfismo
se extiende a un morfismo de anillos f* : K (Vect%*! (X)) — K (VectZ*(Y)).

Veamos que este morfismo desciende al cociente que define K Dg. Sean (E,{E.}.cz) y
(E',{E.}.cz) dos G-haces vectoriales Z-graduados. Como el pullback preserva sumas direc-

tas, se tiene

f(E@E AL ®E er) = (ffE® fFE{f'E.& fE}les)
= f*(Ev {Ez}zEZ) S f*(E,v {E;}ZEZ)'

Por lo tanto, f* envia las relaciones que definen K D¢ (X)) en relaciones que definen K Dg(Y').

En consecuencia, induce un homomorfismo de anillos f*: KDg(X) — KDg(Y).

Proposicién 5.2.13. La asignacion

X s KDg(X)
(f:Y = X)— (f*: KDg(X) — KDg(Y)).

define un funtor contravariante KDg : G-CHaus — CRing, donde G-CHaus denota la

categoria de G-espacios compactos Hausdorff.

Teorema 5.2.14 (Invarianza G-homotopica). Sean X y Y dos G-espacios compactos y

Hausdorff. St f,g : 'Y — X son dos aplicaciones continuas G-equivariantes que son G-
homotdpicas, entonces f* = g* : KDg(X) — KDg(Y).

Demostracion. Sea H :' Y xI — X una G-homotopia entre f y g, donde G actia trivialmente
sobre I. Denotemos por ig,i; : ¥ — Y x [ las inclusiones dadas por ig(y) = (y,0) e
i1(y) = (y,1). Entonces f = Hoiyy g = H oi;. Por la funtorialidad probada anteriormente,
f*=1iioH"y g =i oH* Por lo tanto, basta demostrar que i = ij : KDg(Y x I) —
KDg(Y).

Sea (E,{E,},cz) un G-haz vectorial Z-graduado sobre Y x I. Por la Proposicién 5.2.8,
este corresponde a un G-haz vectorial E —» (Y x I) x Z. Como la K-teorfa equivariante es

invariante bajo G-homotopfa (véase [Seg68)]), las restricciones de Ea Y x{0}xZ y Y x{1}x Z
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definen la misma clase en la K-teoria equivariante de Y x Z. Bajo la correspondencia de
la Proposicién 5.2.8, esto implica que i§(E,{E.}.cz) = i;(F,{E.}.cz) en KDg(Y). Por lo
tanto, iy =]y [f=ijo H* =i o H" = g*. O

Con la finalidad de relacionar K D¢ (X) con los grupos K (X ), consideremos la siguiente
construccién. Sea X un G-espacio compacto y Hausdorff, y sea H < G. Si (E,{E,}.cz) es
un G-haz vectorial graduado sobre X, definimos Zy := {2z € Z | G, = H}. Como H fija cada
elemento de Zy, el haz €

una aplicacién

ez, B- es un H-haz vectorial sobre X. Por lo tanto, obtenemos

Ui s VectS™ (X)) — Ku(X)ng )

D

ZE€EZ

[(Ev {Ez}zeZ)] —

Veamos que esta aplicaciéon estd bien definida. Si (E,{FE.}.cz) = (F,{Fy}wew) como
G-haces vectoriales graduados, entonces existe un isomorfismo (o, ¢), donde o : Z — W es
un isomorfismo de G-conjuntos y ¢ : £ — F' es un isomorfismo de G-haces vectoriales tal
que ¢(E.) = Fy(;). Como a preserva isotropias, induce una biyeccion Zg = Wy. Ademas,
para cada z € Zy, la restriccion ¢|p, : I, — Fy() es un isomorfismo de H-haces vectoriales.
Por lo tanto, €, 7 B2 = @wewH F,, como H-haces vectoriales. Esto prueba que ¥y no
depende del representante.

Por otro lado, ¥y es compatible con la suma directa externa porque si
(B AE. brez) B (F AP bwew) = (B @ F, AU hezuw),

entonces (Z U W)y = Zy I Wy. Asi,

va((BEAEDIBIEARD) = ) (U]

te(ZUW)
=Y [E]+ Y [F)
z€EZH weWgy

= u([(EAED)]) + u(((F 1))

Por la propiedad universal de la construccion de Grothendieck, ¢y induce un homomor-
fismo K (Vect&* (X)) = Ky(X) Ne(i)- Como 1 también preserva las relaciones adicionales,
desciende a un homomorfismo ¢y : KDg(X) — Ky (X)ng ). Tomando un representante

H de cada clase de conjugacion de subgrupos de GG, obtenemos un homomorfismo

Y:KDa(X) — @B Ku(X)new) (5.1)
[HeS(G)/G

r— (Vu(x))m)-
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Ahora construimos un homomorfismo en la otra direcciéon. Sea ¥ — X un H-haz vectorial.
Consideremos el haz inducido G x g F, visto como G-haz vectorial sobre X, con proyeccién
lg,€e] — g - p(e). Para cada gH € G/H, definimos E,y := {[g,€] | e € E}. Entonces cada

Eyi es un subhaz vectorial de G x gy E, y se tiene una descomposicion

GXHE: @ EgH-

gHeG/H

Ademas, para todo ¢’ € G, se tiene ¢’ - Egy = Egqp. Por lo tanto, (G xg E, {Egn}gnea/u)
es un G-haz vectorial G/H-graduado sobre X. Asi, definimos

o) s VectH(X) — KDO<X)
[E] — [(G %1 E,{Egn}gnecn)]-

Esta aplicacién estd bien definida, pues todo isomorfismo de H-haces vectoriales £ = E’

induce un isomorfismo de G-haces vectoriales graduados

(G xuy EAEyn}gnea/n) = (G xu B {E ;Y gnean)-

Asimismo, ¢p es compatible con la suma directa, ya que G Xy (F @ E') = (G xg E) ®
(G xy E') y este isomorfismo respeta la graduacién por G/H. Por lo tanto, ¢y induce un
homomorfismo Ky (X) - KDg(X). Més ain, si n € Ng(H ), entonces los haces inducidos
por E y por "E determinan la misma clase en K Dg(X). En efecto, la biyeccién o, : G/H —
G/H dada por a,(gH) = gnH, junto con el isomorfismo ¢, : G Xy F — G x g "E definido
como ¢, ([g,e]) = [gn,e], define un isomorfismo de G-haces vectoriales graduados. Por lo
tanto, ¢y desciende a los coinvariantes e induce un homomorfismo g : Kg(X)ngm) —
KDg(X). De esta manera, definimos

v: B Eu(X)noa — KDa(X) (5.2)
[H]eS(G)/G

(@) — Y. eulzn)
[H]eS(G)/G
Teorema 5.2.15. Dado un G-espacio compacto y Hausdorff X, existe un isomorfismo de

grupos abelianos

EDo(X)2Q2~ P  Ku(X)noum ®Q. (5.3)
[H]eS(G)/G

Demostracion. Consideremos los homomorfismos ¢ y ¢ definidos en (5.1) y (5.2). Para cada
H < @, denotamos por Wg(H) := Ng(H)/H al grupo de Weyl de H en G. Sea x =
|E] — [E'] € Ku(X)Ng (). Entonces

on(r) = [(G X E, {EgH}gHeG/H)} - [(G xu E, {E;H}gHeG/H)]-
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Al aplicar 1y, solo contribuyen aquellas clases laterales gH € G/H cuya isotropia es
exactamente K. Como Gyy = gHg ™!, si K no es conjugado a H, no existe ninguna clase
lateral de G//H con isotropia K. Por lo tanto, ¥k (pm(z)) = 0. Supongamos ahora que
K = H. En este caso, las clases laterales gH € G/H con isotropia exactamente H son

aquellas que satisfacen gHg™!

= H. Esto ocurre si y solo si g € Ng(H). Asi, dichas clases
laterales estan parametrizadas por W (H). Al aplicar ¢y, cada una de estas clases laterales

contribuye una copia de x. En consecuencia, Vg (pn(z)) = |We(H)| x. De este modo,

vop= @ [We(H)id (5.4)

[H]eS(@)/G

Aqui usamos que estamos trabajando médulo la accién de Ng(H), de modo que las con-
tribuciones correspondientes a los elementos de Ng(H)/H se identifican con la misma clase
x.

Por otro lado, consideremos un G-haz vectorial Z-graduado (E, {E,}.cz). Como Z es un
G-conjunto finito, se descompone como unién disjunta de sus érbitas. Para cada orbita O €

Z/@G, definimos Eq := @ E.. Entonces (Eop, {E.}.co) es un G-haz vectorial O-graduado, y

z€0
por la relacién de suma directa externa que define K Dg(X) se tiene

[(E7 {EZ}ZGZ)] - Z [(EOa {Ez}zGO)]‘

0€Z/G

Por lo cual, es suficiente estudiar la composiciéon ¢ o 1 sobre una orbita de la gra-
duacién. Supongamos que la graduacién es transitiva y de tipo [H]. Tomando un punto
de la 6rbita con isotropia exactamente H, podemos identificar esta 6rbita con G/H. Sea
y = (B, {Eyn}gnec )] € KDg(X) un generador, y F' := Ep la componente correspon-
diente a la clase lateral H.

Por la construccion de ¢g, el haz graduado (E,{Eyn}enecc/u) es isomorfo a (G xp
FA(G xug F)gutguec/u). Por lo tanto, y = g ([F]). Al aplicar ¢, solo contribuyen las
componentes cuya isotropia es exactamente K. Dado que la isotropia de gH € G/H es
Gyu = gHg™', si K no es conjugado a H, entonces ¢ (y) = 0. Por otro lado, si K = H, las
clases laterales de G/H con isotropia exactamente H son aquellas que satisfacen gHg ' =
H, lo cual equivale a ¢ € Ng(H). Asi, dichas clases laterales estdn parametrizadas por
Ng(H)/H = Wg(H). Cada una de estas componentes representa la misma clase que F' en
los coinvariantes Ky (X)n,m)- Por lo tanto, vy (y) = |We(H)|[F]. Al aplicar ¢, obtenemos

eun(Vu(y)) = [Wa(H)| ou([F]) = [Wa(H)|y.

En consecuencia, sobre la parte de la graduacién de tipo [H], la composicién ¢ o ) actia

como multiplicacion por |We(H)|.
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Ahora tensorizamos con Q. Definimos

o P EKulX)neun ®Q— KDg(X)®Q

[H]eS(G)/G
como .

Co((@u)im) = Ty P (@)

() [Hle%:@/c* WoH)]

La igualdad en (5.4) implica que (¢ ® Q) o @g = id. Por otra parte, por el cdlculo anterior
aplicado a cada drbita de la graduacién, también se tiene g o (¥ ® Q) = id sobre los
generadores de K Dg(X) ® Q, y por tanto sobre todo KDg(X) ® Q. Asi, ¥ ® Q es un

isomorfismo, con inversa ¢g. En consecuencia,

KD(X)2Q% @  Ku(X)noumn ® Q. a
[H]eS(G)/G

Nota 5.2.16. Se sopecha que el isomorfismo en (5.3) sea un isomorfismo antes de racionalizar
si, en lugar de considerar las fibras F,. con z € Zpg, se elige un representante de cada
6rbita de la accién de Ng(H) sobre Zy. En efecto, para cada H < G, el grupo Ng(H)
actia sobre Zy y cada dérbita sobre esta accién tiene cardinalidad [Ng(H): H| = [Wg(H)|.
En la definiciéon de vy se consideran todas las fibras E,, con z € Zy, por lo que cada
érbita contribuye |Weq(H )|-veces; esta es la razén por la que las composiciones consideradas
en la demostraciéon producen una multiplicacion por |Wg(H)|. Asi, es razonable esperar
que, eligiendo un conjunto de representantes de las 6rbitas de Ng(H) sobre Zy y tomando
unicamente las fibras correspondientes a dichos representantes, se obtenga un homomorfismo

que elimine este factor y dé lugar a un isomorfismo antes de tensorizar con Q.

5.3. Teorema de completacion

En el Capitulo 4 y en lo que va de este capitulo, hemos estudiado el anillo global de
representaciones de un grupo finito y el anillo de K-teoria global equivariante de un espacio
compacto y Hausdorff. Aunque la manera de definir ambos anillos guarda cierta similitud,
aun no hemos establecido una relacion directa entre ellos. En esta seccion construiremos un
morfismo de monoides de glRep(G) a Vect%*!(E"G), el cual induce un homomorfismo de
anillos de D(G) a KDg(E"G). La pregunta de la existencia de un teorema de completa-
cién para D(G) queda abierta. Sin embargo, finalizaremos este trabajo mostrando un caso

particular con G' = Z/2 para el cual se tiene el isomorfismo D(G)7, = KDg(EG).
Proposicién 5.3.1. Sea G un grupo finito. Entonces, la aplicacion
¢ : glRep(G) — Vect&*(E"G)
[(Z, V)] = [(E"G x VAE"G x V.}.ez)],
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esta bien definida y es un homomorfismo de monoides.

Demostracion. Primero observemos que la aplicacién esté bien definida. Si (Z,V) = (Z', V')
como representaciones globales de G, entonces existe un isomorfismo («, ¢), donde «a : Z —
7' es una biyeccion G-equivariante y ¢ : V' — V' es un isomorfismo de CG-médulos tal
que ¢(V,) = V;(z) para todo z € Z. Por lo tanto, idgng X ¢ : E"G xV — E"G x V'
define un isomorfismo de G-haces vectoriales graduados compatible con «. Asi, la clase
[(E"G x V,{E"G x V.}.ez)] en Vect?*!(E"G) no depende del representante elegido.

Veamos ahora que ¢ preserva la suma directa externa. Sean [(Z, V)] y [(W, V)] elementos
de glRep(G). Entonces

P([(Z VI B[WVI]) = (2T W, VBV
= [(E"G x (VBV"),{E"G x F,}uezuw)]-

Por otra parte,

e([(Z, V) Bo((W,V)]) = [(E"G x VAE"G X V. }ez)| B(E"G x V', {E"G XV, buew)]
[((EnG X V) D (EnG X V’), {EnG X Fu}ueZHW)]'

Como (E"Gx V)@ (E"G x V') = E"G x (V@V'), y este isomorfismo respeta la graduacién
por ZIITV, se sigue que 9([(Z, V)] B (W, V)]) = o([(Z,V))) B([(W, V")) Por lo tanto, ¢

es un homomorfismo de monoides. O

Por la propiedad universal de la construccién de Grothendieck, ¢ induce un morfismo de

grupos abelianos
K(¢) : K(glRep(G)) — K (Vect®™ (E"Q))

que hace conmutar el siguiente diagrama

glRep(G) —2— VectZ*(E"Q)

| |
K(glRep(G)) 2 K (VectZ*(E"G)).

Al tomar el cociente de K (glRep(G)) por el subgrupo generado por las relaciones induci-
das por las relaciones adicionales de representaciones globales, se obtiene el grupo D(G). De
manera andloga, al tomar el cociente de K (Vect®!(E"G)) por las relaciones inducidas por
las relaciones adicionales de G-haces vectoriales graduados, se obtiene K Dg(E™G). Conside-
remos 7: K (Vect§* (E"G)) — K Dg(E"G) la proyeccién canénica. Veamos que el morfismo
mo K(p): K(glRep(G)) = KDg(E"G) desciende al cociente D(G). Para ello, basta probar

que los generadores de la relacién que define D(G) pertenecen al nicleo de 7o K ().
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Sea [((Z, V)] + [(Z, V"] = [(Z,V & V)] uno de estos generadores. Entonces
K@) ([(Z V) + (2. V)] - [(Z,V & V)
= K()([(Z.V)]) + K(o)([(Z,V)]) = K(o)([(Z,V & V)])

= [(E"G x VAE"G x V.}oeg)] + [(B"G X VI {E"G X V}.ez)]
—[(E"Gx (Ve V) A{E"Gx (V2@ V])}eez)]

[((E"G x V)& (E"G x V'), {(E"G x V.) & (E"G x V!)}.c/]
—[(B"G x (Ve V) {E"Gx (V. & V])}:ez)]

=[(E"Gx (Ve V) {E"G x (V. ® V])}zez)]
—[(E"Gx (Ve V) AE"G x (V. © V])}ez)]

Este elemento no es necesariamente cero en K (Vect%rad(E"G)). Sin embargo, su imagen bajo

7 si es cero, pues corresponde precisamente a una de las relaciones adicionales que definen
KD¢g(E"G). Por lo tanto,

(mo K () ((Z, V)] + (2, V)] = [(Z2, V& V]) = 0.

Asi, los generadores de la relacién que define D(G) pertenecen al nicleo de m o K(y). En
consecuencia, m o K(¢) induce un homomorfismo bien definido ag: D(G) — KDg(E™G).

Veamos ahora que el morfismo ag preserva el producto. Sean [(Z,V)], [(W,V’)] €
glRep(G). Entonces

ac([(Z,V)]- (W V)]) = ag([(Z x W,V @ V"))
= [(E"G x (V@ V"), {E"G x (V. @ V!)}euwyezxw)]-

Por otra parte,
ac([(Z,V)]) - ac([(W,V)]) = [(E"G x VAE"G x Vo}oez)] - [(E"G x V' {E"G XV, }uew)]
:kyﬁwimE@xvm
{(EnG X ‘/Z) X (EnG X V'Li;)}(z,w)EZXW .
Usando el isomorfismo natural de haces vectoriales (E"G x V) ® (E"G x V') 2 E"G x
(V @ V'), obtenemos ag([(Z,V)] - [W,V']) = ag([(Z,V)]) - ac([W,V']). Luego ag es un
homomorfismo de anillos.

Para cada homomorfismo de grupos f: G — H, se tiene un morfismo inducido f* :

D(H) — D(G) en los anillos de representaciones globales, el cual estd dado por la restriccién

de la accion via f; esto es, si [(Z,V)] € D(H), entonces f*([(Z,V)] = [(f*Z, f*V)] € D(G),
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donde f*Z denota el mismo conjunto subyacente con la accién g-z = f(g) -z y f*V denota
el mismo espacio vectorial subyacente con la accién g -v = f(g) - v.

Por otro lado, si p : (L,{L.}.cz) — E™H es un haz vectorial Z-graduado H-equivariante,
entonces el pullback graduado a lo largo de (E"f) : E"G — E™H define un haz vectorial
Z-graduado G-equivariante sobre E"G, donde la acciéon de G se obtiene por restriccion
via f. En consecuencia, mediante un argumento andlogo al de la Proposicién 5.2.13, se
obtiene un morfismo (E"f)*: KDy(E"H) — KDg(E"G) en los anillos de K-teoria global

equivariante.

Proposicion 5.3.2. Sean G y H dos grupos finitos, y f: G — H un homomorfismo de
grupos. Entonces, los morfismos inducidos f*: D(H) — D(G) y (E"f)* : KDy(E"H) —

KDg(E"G) hacen conmutar el siguiente diagrama

-

(G) —2— KDg(E"G)

)
f{ T(E”f)* (5.5)

D(H) —— KDy(E"H)

g

Demostracion. Sea [(Z,V)] € D(H). Entonces,

(aG o f*)[<Zv V)] = aG(f*[(Z7 V)])
= ac([(fZ, fV)])

= [(E"G x f*V.{E"G x V.}.ep+7)].

Por otro lado,

() 0 an)(ZV)] = (B )" ([(B"H < V.{E"H x Vi).er)])
= (@) (B H V) (B ) (B H x Vo) ez)]
[(EnG X f*v7 {EnG X f*‘/z}zef*Z)} :

En efecto, el pullback del haz trivial E"H x V a lo largo de E"f : E"G — E"H es el
haz trivial E"G x V, pero considerado como G-haz mediante la acciéon restringida por f.

Esta es precisamente la representacién global (f*Z, f*V'). Por lo tanto, ag(f*[(Z,V)]) =

(E"f)*(au([(Z,V)])). De la arbitrariedad de [(Z, V)], se concluye que ago f* = (E"f)*oay.
[

[

Para concluir, exhibiremos un ejemplo para el cual se tiene un isomorfismo D(G)7, =
KD¢g(EG). Para ello, es necesario introducir una nocién adecuada de ideal de aumentacién
para D(G). En este trabajo no desarrollaremos una teoria general de este ideal, sino que

unicamente consideraremos el siguiente candidato, suficiente para el ejemplo que nos interesa.



5.3. Teorema de completacion 138

Sea GG un grupo finito. Recordemos que, como grupo abeliano, D(G) es libre con base
{[H,V] | H € Z(G), V € Irred(H)/Ng(H)}, donde .(G) denota un conjunto de repre-
sentantes de las clases de conjugacién de subgrupos de G. Ademés, si n € Ng(H), entonces
[H,V] = [H,"V]. De este modo, para cada H € . (G), definimos

D(Q)y = & Z[H,V].

Velrred(H)/Ng(H)
Con esta notacion, se tiene una descomposicién de grupos abelianos
DG = P DG (5.6)
[Hle7(G)

Por otro lado, consideremos el grupo abeliano libre A := &, S(G) Zey, donde ey denota

el generador correspondiente de la clase de conjugacién de H. Dotamos a A del producto

ey e — E CHN"K -

xeH\G/K

dado por

Con este producto, el anillo A es isomorfo al anillo de Burnside A(G), identificando ey con
la clase del G-conjunto G/H.

Para cada H € (@), definimos un homomorfismo de grupos abelianos e : D(G)y — A
que en generadores envia [H, V] a (dim V')ey. Por la descomposicién de D(G) dada en (5.6),
obtenemos un homomorfismo

e: @ DG —A
Hes(G)
de anillos. En efecto, sean [H, V] y [K, W] dos generadores de D(G). Entonces, por la Pro-
posicién 4.2.10,

e([H,V]-[K,W]) = Z dim (resfqe i V @ resyf e (W) enre i

z€H\G/K

= Z dim¢ (V) dime(W)epne i

z€H\G/K

= dime (V) dime(W) > enrex
z€H\G/K

= dim(V) dim¢(W)egex

= e([H, V]e([K, W]).

De este modo, definimos I := Ker(e), el cual es un ideal de D(G). En lo que sigue

utilizaremos este ideal como ideal de aumentacién de D(G) para el caso particular G = Z/2.
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Ejemplo 5.3.3. Sea G = Z/2 = {1,0} el grupo ciclico de orden dos. Por el Ejemplo

42.9,
Z[X,Y]
(X2 22X, XY — X, Y2 —1)

En este caso, el homomorfismo ¢ : D(Z/2) — A definido anteriormente esta determi-

D(Z/2) =

nado por €(1) = ez/2, e(Y) = ez/2 y €(X) = e;. De este modo, si a + bY + cX es un
elemento de D(Z/2), se tiene

e(la+bY +cX) = (a+ b)eg)s + cey.

De aqui se sigue que I = Ker(e) = (Y — 1). Calculemos ahora la completacion de
D(Z/2) respecto a este ideal. Como Y? = 1, se tiene

Y -1P2=Y>-2Y +1=2(1-Y) = -2(Y —1).

Por lo tanto, I, = (2=1(Y — 1)) para todo n > 1. Ademés, usando la relacién
XY = X, obtenemos X (Y — 1) = XY — X = 0. En consecuencia,
D(Z/2 741, Y
212) gy LY
17/ (2n1(Y - 1))
como grupos abelianos. Al tomar limite inverso, obtenemos
. D(Z/2)
Dz}, = m
n Z/2
~7OL LY, (5.7)

donde Z% denota el anillo de los enteros 2-adicos.
Por otro lado, calcularemos K Dyz/(E"Z/2). Suponiendo que se cumple la Nota
5.2.16, se tiene

KDy)y(E"Z/2) =2 Kyz/5(E"Z/2) ® K(E"Z/2)z,5.

Como la accién de Z/2 sobre E"Z/2 = S™ es libre, se tiene Ky (E"Z/2) =
K(E"Z/2/(Z)2)) = K(RP"). Ademas, K(E"Z/2)z/, = K(S™)z/2, donde la accién
de Z/2 sobre K(S™) es la inducida por la accién antipodal sobre S™. Por lo tanto,

KDzo(E"Z/2) = K(RP™) & K(S™)zs.

Observemos que

Z, n impar,
K(5")z2 =
Z®Z/2, n par.



5.3. Teorema de completacion 140

En efecto, si n es impar, entonces K (S™) = Z, generado por el haz trivial, y la accién

)

inducida por la accién antipodal es trivial. Por otro lado, si n es par, entonces K (S™)
7&K (S™) =2 Z @& Z. La accién antipodal actia trivialmente sobre el sumando Z
correspondiente al rango, y actiia por multiplicacién por —1 sobre K (S™). Por lo tanto,
al tomar coinvariantes obtenemos K(S")z/2 = Z ® Z/2.

Al tomar el limite sobre n, obtenemos

KDyo(EZ)2) = L K Dzp(E"Z/2) = lim (K (RP") @ K(S")z/2) -

n

Notemos que, bajo las identificaciones anteriores, las aplicaciones de restriccion estan

inducidas por las inclusiones en el ecuador S™ < S™*!1. Esto es,
7Z—7®7L)2, a— (a,0),
cuando se restringe de S?™*! a S?™ vy por
ZOZL/2 — 7, (a,b) — a

cuando se restringe de S?™ a S?™~!. En particular, las partes Z/2 no sobreviven al

tomar el limite. Por lo tanto, lim & (S™)z/2 = Z. En consecuencia,
K Dzp(EZ/2) 2 im K (RP™) @ Z.
Como lim K (RP") = K(RP*®) 2 Z & Z, (véase [Bra00], Seccién 4.1), se concluye que
KDz/2(EZ/2) 2 Z® L) & 7.
El mismo argumento aplicado a G = Z/p, con p primo, muestra que

DZ/p)y, = LOL (Z)*? = KDyy,(EL/p)

como grupos abelianos.
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