En estas notas, damos un breve resumen de formas diferenciales y unas propiedades importantes. Esencial-
mente, estamos desarrollamos una notacién y estructura para extender el cdlculo integral de R? a dimensiones
superiores. Las secciones relevantes de Arnold son cap. 7 y sec. 18 (pg. 77).

VECTORES TANGENTES, COTANGENTES

Pensamos en un subconjunto X C R", determinado por las intersecciones de conjuntos de nivel de varias
funciones, p.ej. superficies en el espacio como la esfera S2 C R3, o simplemente pensamos en X = R".
Las vectores tangentes en un punto x € X son vectores velocidades de curvas que pasan por x:

T.X :={%(0) t.q. v: I — X,v(0) = z}.

Forman un espacio vectorial. Los vectores cotangentes en x son elementos del espacio vectorial dual (vamos
a pensar de ellos como 'momentos’ o 'impulsos’):

T X := {aplicaciones lineales w : T, X — R}.

Denotamos a todas las posiciones y velocidades el haz tangente, TX := UT, X, y a todas las posiciones e
impulsos el haz cotangente, T* X := UT; X.

COORDENADAS: Recordar que para un espacio vectorial, V™, con base ¥4, ...,7, tenemos una base dual
vl .., v™ de V*. Interpretamos a v/ : V' — R como proyeccién sobre el eje-U;: v/ (x'v) + ... + 2"¥,) = 7.

Consideramos un parametrizacién (local): R™ > (z!,...,2") = 2. +» € X donde . € R" son las
coordenadas de z € X.

Tal parametrizacién determina bases coordenadas para los espacios tangentes: imdagenes de las curvas
xc+tej, donde eq = (1,0, ...,0),...,e, = (0, ...,0,1) son curvas en X que pasan por x (ver figuras). Denotamos
sus velocidades como 9|, € T, X o %LC. Cuando el 'punto base’ z es claro del contexto escribimos 9;.

La correspondiente base de T X dual a {9;|,} la escribimos como dgy27, o cuando el punto base es claro
del contexto simplemente como da7.

DIFERENCIALES: Se puede comprender la notacién dz? de la siguiente manera. Observemos que una funcién
f+ X — R tiene su diferencial en un punto, d,f : T, X — R que envia el vector velocidad v = ¥(0) € T, X
al ntiimero %h:of(fy(t)) (pensar en la regla de la cadenal). La diferencial es linear, es decir d,f € Ty X.
Ahora, con la parametrizacién, asociamos a los puntos # € X puntos z. = (!(z),...,2"(z)) € R", es decir,
cada componente 27 (x) es un funcién (local) 27 : X — R. Las diferenciales d 27 € T¥ X son precisamente la
base dual de nuestra base coordenada 0;|, de T, X (verificarlo!).

Del mismo modo, se puede definir la diferencial en un punto de una transformacién (diferenciable)
J+ X =Y entre dos variedades, que se denota cominmente por di f : Tp X — Tp)Y 6 fax = dyf.

El ejemplo familiar que hay que tener en mente es R? con coordenadas Cartesianas (z!, 22, 2%). Las bases
coordenadas son la base estandard de R3, trasladada al punto base apropriado: 0j|z = €; 'basado en z’ (ver
figuras).
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base dual como proyecciones | vectores tangentes desde una paramem‘zariénl en R” el base coordenada es el estandard traslado
paralelemente al punto de base.

FORMAS Y DERIVADAS

Una 1-forma es el andlogo de un campo vectorial para vectores cotangentes, es decir, un campo de vectores
cotangentes, o un campo de momentos:

escogemos w, € To X para cada € X en una manera ’diferenciable’.



En coordenadas tenemos w, = a1 (x)dmxl + .t ap(z)da™, bw = ardzt + ... + a,dx™ donde aj : X -+ R
son funciones diferenciables.
Una 1-forma se puede integrar a lo largo de una curva, es decir, dado una curva (orientada), v C X y una

1-forma w, definimos:
ty
[w= [ w6 a
el to

donde v estd parametrizada de to a t; por v(t). En R? tales expresiones son exactamente las ’integrales de
linea’ que uno encuentra en cédlculo vectorial (ver tabla 1). Observemos que la integral no depende de la
parametrizacién de la curva, excepto cuando cambiamos la orientacién, que cambia el signo.

Similarmente, k-formas van a ser ciertos ’'integrandos sobre k-variedades (orientadas)’ y se generalizan las
integrales de superficies que conozemos en R?. Recordar que si la orientacién de la superficie cambia afecta el
signo de tales integrales, p.ej. integrales de flujo en R3 requieren escoger una normal a la superficie, se evalian
por integracién de ciertas areas con signo de 'paralelepipedos infinitesimales’, es decir, paralelepipedos for-
mados por vectores tangentes (ver figuras).

PRODUCTO CUNA: Se puede pensar en este producto como una manera conveniente de escribir ciertos de-
terminantes que dan ’sumas pesadas de k-areas orientadas de proyecciones’ o equivalentemente que dan una
base (y producto) sobre el espacio de aplicaciones multi-lineales y anti-simétricos.

En R3, con coordenadas Cartesianos z', 22, 23, calculamos voliimenes orientados de paralelepipedos con
lados u, v, w por el producto triple: (u,v,w) — (u X v) - w = det(u, v, w) donde el determinante consiste en
poner las coordenadas de los vectores por las filas del matriz. Esta aplicacion es anti-simétrico y multi-lineal
y se denota con cufias por dz' A dx? A da®.

En R3, calculamos dreas de proyecciones de paralelogramos también con determinantes. Por ejemplo,
(u,v) — ez (u X v) = ujve —usvy, da el drea orientada del paralelogramo con lados u, v proyectado al plano
z'2?. Esta aplicacién es multi-lineal y anti-simétrico y se denota por dz' A dx2.
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En V = R”, escribimos dz'* A ... A dx’* para el funcional k-lineal y anti-simétrico V' x ... x V. — R que
da la k-area orientado del paralelepipedo con lados vy, ..., v proyectado al k-plano z...2% . Férmulas para
tales k-formas se expresan con determinantes, p.ej. dz' A ... A dz¥ (%, ..., U%) es el determinante de la matriz
k x k con las primeros k coordenadas de ¥; por la fila j del matriz. Productos de tales ’elementos basicos’
se definea por yuxtapoisicién: (dz®t A ... A dx®*) A (dodi A ... A dzde) = dxt A ... A datc A dadiA A dade
geométricamente el k + [-4rea orientada de proyecciones al plano ...zt z1 .. .z,

TEOREMA: Las formas bésicas dz’ A ... A dz® con i; < ... < i; son una base para el espacio vectorial de
funcionales k-lineal y anti-simétricos. El producto de cuna se extiende por linealidad.

Por ejemplo, (dz! Adz?+3dz3 Adz?) Adxt = dat Ada? Adat + 3dz3 Adz* Adzt = 3dxt Adx® Adx*. También
notar que un funcional k-lineal anti-simétrico , geométricamente es una ’suma pesada de areas orientadas
proyectadas’, p.ej. dz' A dx? + 4dx? A da® significa que sumamos el drea del paralelogramo proyectada al
plano z'z? y 4 veces el 4rea del paralelogramo proyectada al plano z2z23.

Bosquejamos el teorema para k = 2. Sea V™ un espacio vectorial y B2(V) el espacio vectorial de fun-
ciones bilineales V x V' — R. Dada una base @y, ..., ¥,, de V con corespondiente base v!, ...,v™ de V*, tenemos:



* las funciones bilineales, (u,v) + v’ (u)v*(v), son una base de B2(V'). Se denota por v/ @ v*,
* la representacién de 3 € B%(V) en esta base, 3 = Zj)k Birv? @ vk, donde Bji, = B(T;, T),
* la representaciéon matricial de 3 € B2(V) se puede expresar con ’productos externos’ ik Bikejer .

Ahora consideramos las funciones bilineales y anti-simétricas, A’V C B2(V). Luego:

*Be /\2 V, en la base descrita arriba se tiene que Bjx = —fk; vy =2, Bik(v) @ vk — vk @ 7)),
* ponemos vi A vF = v7 @ v —vF @ vl € A’ V. La coleccién {vd Av* : j < k} es una base de AV,
* notar que v/ A vF (i, ¥) = ujv, — ugv; es el ’area orientada’ de la proyeccién al plano @}, ¥.

El proceso descrito arriba esta cerca de unas identifiaciones comunes de algebra lineal. Considera el espacio
B2(V,W) de funciones bilineales V' x W — R. Para practicar con &lgebra lineal podrias pensar sobre las
‘isomorfismos naturales’ de B2(V, W) = L(V,W*) = L(W,V*) = (V@W)* = V*@W*, donde p.ej. L(V, W*)
denota aplicaciones lineales V' — W*. Una aplicacién natural es A € L(V,W*) — Ba(v,w) := (Av)(w) €
B2(V,W).

Regresando a formas, una 2-forma es un campo de funcionales anti-simétricas y bilineales w,, : T, X xT, X —
R. En coordenadas tenemos w = ajadz® A dz? + .... Para integrarlo sobre una superficie (orientada) ¥ C X:

U1 Uy
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donde parametrizamos a X por ¢ : [ug,ui] X [vo,v1] = X, (u,v) — ¢(u,v). El orden 9,,0, captura la
orientacién de ¥ (e induce un orientacién sobre su frontera 0X), ver figuras arriba.

k-formas generales son campos de funcionales anti-simétricos y k-lineales. Se integran sobre k-variedades
orientadas, y seexpresan en coordenadas como w = ais. pdz' A ... A dak + ...

Tabla 1: diccionario en R3:

fvv~d§:fv-"y dt w! = vida! + vada? + v3da® = w) le

fEU~d§= Jv-ndA | w?=uvida? Ada® + vada® A dat + vgdat A da? = w? fzwg

v
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DERIVADA INTERIOR: Notar que en R? identificamos los 3 componentes que aparecen en 1-formas y 2-formas
como los de un campo vectorial v. En la tabla 1 podemos escribir en terminos de producto interior y producto

cruz:
1

Wy

(u) =v-u, w2(u,w)=v-(uxw), welu,v,w)=(uxv)-w,

lo que conduce a las formulas familiares de calculo vectorial en R3.
Observemos que w? = i,wyer, donde la derivada interior, i,, es en general definida como un operador que
manda k + 1-formas en k-formas por:

TpwW(V1, .y V) = W(V, V1, ey V) (1)

CAMBIO DE VARIABLES: El hecho de que la integracién de k-formas no depende de parametrizaciones (con
la misma orientacién), se sigue de la férmula de cambio de variables: fsa(D) w = fD ¢*w, donde para una
k-forma w tomamos

(@ W) (V1 ey Vi) = W (z) (P 2V, ooy PoxVk)- (2)
En palabras, escribimos w en la nuevo variable y = ¢(x) y evaluamos en los nuevos vectores cambiados por
la regla de cadena: v; — @y 2 v;.



En la préactica, se hace cambios de variables de una manera sencilla por substitucién. Por ejemplo, para
cambiar la forma de area en el plano, dx A dy, a coordenadas polares se sustituye x = rcosf,y = rsin @ para
que: dx A dy = d(rcosf) A d(rsinf) = (cos Odr — rsin 0df) A (sin dr + r cos 6df) = rdr A d6.

DERIVADA EXTERIOR: Esta generaliza las derivadas ’grad, curl, div’ de calculo vectorial. Recordamos la
definicién de divergencia en R3. Para un campo vectorial, v, su divergencia div(v) es la funcién:

div(v)(z) = }5% UJZZ((];;a)y

donde P es el paralelepipedo (cubo) con lados ee; basado en z (entonces vol(P.) = &%), y F(P:) = [, P, w?

es el flujo de v a través de OP-.
En general, la derivada exterior de una k-forma es una k + 1-forma dw definida por:

. F(P)
dwx(aiu ""aikJrl) = &11_1;% W’

donde F(P.) := faP w es el "flujo de w a través de la frontera’, P, de la coordenada k + 1-paralelepipedo,
P., con lados €0, ...,€0;, ., .
Se sigue de la definicién geometrical, una expresion en coordenadas, util en ¢”alculos:

d(ays. gdzt A ANda® + ) =days p Adzt AN d2R 4 (3)

En esta férmula, usamos que las coeficientes, a;,. ;, son funciones y las diferenciales de funciones son 1-
formas. En coordenadas df = (9,1 f)dat + ... + (Opn f)dz™.

Por ejemplo: d(zydy — ydz) = d(zy) AN dy — dy A dz = (ydz + xzdy) AN dy + dz AN dy = (y + 1)dz A dy.
La férmula principal para derivada exterior es:
TEOREMA (STOKES GENERALIZADO): [, dw = [, w.

*Cuidado con los signos: la frontera debe tener la orientacién heredada de la orientacién del dominio.*

Tabla 2: mas diccionario en R3:

df =Wy =W,y

1 _ 2 — 42
dwv = Wyxe = wcurl(v)

dw? = (V - v) wyor = div(v) wyo

DERIVADA DE LIE: finalmente consideramos una derivada que mide el ’cambio de una forma bajo el flujo
de un campo vectorial’.

Sea v un campo vectorial con flujo ¢ y w una k-forma. Para medir el cambio de w bajo v, fijamos z € X
Y V1, .., Uk € TpX. Medimos los valores de wy(v1, ..., v;) cuando movemos x y v; bajo el flujo de v:

f(t) = wqﬁ"m(ﬂﬁz”la ey (bimvk) = ((bt*w)w(vlv '~'7Uk) eR.

Definimos una k-forma por:

(Low)a(v1, ) == '(0) € R. (4)

que llamamos la derivada de Lie de w a lo largo de v. En breve escribimos Z,w = %qﬁt*w, donde ¢f es el
flujo de v.



Por ejemplo, el significado geométrico de %, dx' A dz? = 0, es que para u;,us € T, X el drea del paralel-
ogramo con lados ¢‘ui, ¢ us proyectado al plano x'z? seria constante. O también, significa que para un
superficie, ¥, el drea de su proyeccién en el plano z'z? queda costante bajo el flujo de v, es decir, es el mismo
que el drea proyectado al plano z'z? de ¢*3.
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En forma integral, tenemos una interpretacién con cambio de variables: [ stpW = / p ¢ *w implica

i Lo,
—|t=0 w= | Zuw.

Es decir, si se mueve una regién bajo v, el cambio en un integral sobre estas regiones movidas es igual a la
integral de la derivada de Lie en la direccién v de la integral.

FORMULA MAGICA DE CARTAN (FORMULA DE HOMOTOP{A)
Esta formula 1til relaciona las tres derivadas que hemos introducido:
Ly = diy + iyd. (5)

Como una aplicacién, derivamos que campos vectoriales en R? con div(v) = 0 preservan voltimen:

%h:ovol(qﬁtD) = %hzo/ Wool = / Lol = / dipWyol + pdwyer = / dw?} = / div(v) wyer = 0.
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Entonces,

vol(¢' D) = 0 para cualquier region D, y el volimen queda constante bajo el flujo, ¢! de v.
demonstracion de eq. @ (para 1-formas): Sea w una l-forma, « una curva orientada y v un campo vectorial
con flujo ¢*. Moviendo v bajo el flujo de v se produce una porcién de superficie, que denotamos ot (ver
figura).
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La frontera de o' es do* = v — ¢'y + ¢ — ¢;. Luego:
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Obtenemos la forma integral de eq. [5 diferenciando (x) con respeto a ¢ y evaluando en t = 0. Para hacer
esto, usamos la parametrizacién: [0,7] x [0,t] — ot, (s,&) = ¢°v(s). Calculamos que las campos vectoriales
coordenadas, Js, 0 son representados por ¢S75(s), v(¢°v(s)), respectivamente.

Entonces, [ , dw = fg fOT dwee(s)(0s,0:) dsde, y

d r , :
Gl [ = [ oot ds = [ iudo
ot 0 ~
Préximo, fcf w = fg Ween(7) (V(¢5Y(T))) de, y %|t:0 R wy(ry(v((T))). De mismo modo, %|t:0 fci w=

Wy (0)(v(7(0))). Juntos,
d . T -
£|t:0 /Cf—C‘ Y= va|3go)) - /Y dl’uw.



Entonces, aplicando %h:o a () da: — f7 diyw = — f,y Lw + f,y diyw, 0

/Xvw: /divw—kivdw.
v ¥

Este queda cierto para cualquier curva v, que implica eq. [5| (la misma idea funciona para k-formas). O]
REFERENCIAS

Usar formas es una notacion eficiente para hacer calculos. Hay un gran ndmero de ’identidades’ como
la férmula de Cartan que vimos arriba que sirven en varias situaciones. Tales identidaes relacionan las
‘operaciones fundamentales’ que vimos en estas notas: la cufia, A, 'retrasar’ o cambio de coordenadas, ¢*,
derivada interior, i,, derivada exterior, d, y derivada de Lie, .%,.

El uso de formas juega un papel mayor por ejemplo en geometria diferencial, fisica, topologia, ... . Ya men-
cionamos las secciones relevante de Arnold, pero también hay otras referencias concisas para familiarizarse
con el uso de formas. Por ejemplo: do Carmo ’differential forms and applications’, Weintraub ’differential
forms: theory and practice’, Bachman ’a geometric approach to differential forms’, Darling ’differential forms
and connections’; ... . Si miras alguno de estos libros y encuentras uno que te gusta, te beneficiara trabajar
con los ejercicios y desarrollar estas herramientas.

Terminamos con una tablita de unas identidades adicional a las de Cartan. En esta tabla w es una k-forma
y n una {-forma.

wAn=(-D*¥npAw P (WAN) =P wAp*n (W AN) =iyw AN+ (=D w Adyn
d(dw) =0 ©* (dw) = dp*w dwAn) =dwAn+ (=1)*w Adn
Lpdw = dLw Ly(wAn)=LywAn+wALyn Ly (1) = [y, W + 1y LW
En la tltima entrada de esta tabla tenemos los corchetes de Lie, [-,]. Dado dos campos vectoriales, su

corchete [v,u] es otro campo vectorial. Es un caso de la derivada de Lie, en que este campo vectorial mide
el ’cambio de u bajo el flujo de v’; o lo que termina siendo lo mismo mide si los flujos de los campos u, v
conmutan. Se puede definir por: [v,u] = Z,u := £|i—0¢; ‘u, donde ¢ es el flujo de v. Vamos a ver otra vez
estos corchetes de Lie cuando estudiamos los ’corchetes de Poisson’ en la mecanica Hamiltoniana.



