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Geodesicas en grupos de Lie (metricas invariante por izquierda)

Deja que G sea un grupo de Lie (por ejemplo G = SO3),

y g sualgebrade Lie
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Tenemos TG = G X g en dos maneras . por traslacion de isquierda o por derecha.
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(por ejemplo 50 ) \a _ \ E/G

Notacion : para h € G ponemos ¢, : G - G, g — hg. r\,\(‘a) - ({)l\ '

entonces, g8 = df L E&E=7C 4 g
g § *

Una métrica invariante por izquierda consideramos como una Lagrangiana .

1
T(g,g) = ? < g, &> , Qqueesun producto interior por TgG y para que

D e
T(g g =T,g7¢,,8) paracada h €G. (,: — '\:\ _Q, - QL
x% T esta determinado por su formaen g . T (e, 2) = T(g, L”g*Q) Kok \

= o G 5 B

Definimos el 'operador de inercia’ por escribiendo el producto interior sobre g como ( 2 ) — o((? )
°< ~—
’

<én> = (& n todoséneg

dondel : g — g es simetrico y positiva definida :

(16,8 >0paral#0, y (18, n) = (In, &)

Por un punto general podemos poner < g, &> ¢ = (ugg, g) para Hg : TgG — T;G. JK

Este situacion es el misma punto de partida como para el cuerpo rigido libre.| '@

Para (g,g) € TG, definimos . — Qx
ﬁ Y *
Qi=¢_, g o i=r_ s 7 W
T 8_1*g’ T g_1>x<g 6\5

¥ \r\e(\) CL\((’S):\AQ\\“ = A\ W

M = HggeTgG, M = 1Q = ng, m .= rgM = Adg_1ME\5

>
xx las formulas arriba siguen de | = f:[lgfg* lo que expresa invariancia por \ﬁ 5

izquierda < £,Q2> = < fg*!), fg*Q >, en terminos de I]g. ksk ¥ % x

T eorema de Noether en este caso (debido a las simetrias de translacidn por izquierda)

Deja que h(s) sea una curvaen G con h(0) = e, h(0) = & € g.
El campo vectorial asociado a las simetrias ¢ hs) €5 -

Xo®) ==, o h(9g = 1,8 ij ER g

y el integral corespondiente es .

d . . VD
o T(gd + €X(9)) = (12449 = (A’ M.O = (m.&) paracadateg ( o) 2 Aahold J
Es decir quem € g* es constante. J—
El analogo de las ecuaciones de Euler encontramos por ) . ) )
En terminos de £2 las generalizadas ecuaciones de Euler tiene la forma
2 d * d * * _ b iy
M@, == Adgo ™ == Ad A M= 1820, M) <Qn> = Mn) = (M, [Qq]) = <,[271]> = <B&.Q),n> cadaneg
. Q= B(Q,0
o M = {Q R M} = ( ’ )
Donde los soportes de Lie, [,] . gX g — g,sondefinidos por
donde los crochets de Poisson, {,} : gXg" — g", son definidos por : d .
d . ) ) (€, n] = _t=oAdh(t)’7 = adgn, con h(t) € Gtieneh(0) = e, h(0) = &
{ & u) =—t=0Adh(t),u = adgu donde h(t) € G tiene h(0) = e, h(0) = & dt
1 Lamapa B . gXg — g estadefinida por <[&En],{> = <B(, &),n>.
Fluido incompresible y perfecto
Considera una capa fina de fluido contenida en un conjunto abierto y acotado D C R?. Consideramos el produto interior sobre g
Asumimos que el densidad es constante, p = 1 (el fluido es incompresible) . 1
<V, U0,> =— f v, (x) - v,(x) d?x
2
xeD
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D Extiende naturalmente a un metrica invariante por derecha
sobre G.
Z/ﬂg*v = v%. con v"ﬂ(x) = dg_v(x) por izquierda
| 0 = UL conv'() = @9 [ [ 0500 dix = [ dg,o () - dg,o () dPx
La 'configuracion’ del fluido esta dado por describiendo donde ) Ao = | /t xXED x€D
se muevan las particulas del fluido. Es decir, un difeomorfismo (3‘\, por derecha .
g. D> D ‘
- X r r
0-(—‘ 4 () = v (x) [ @50 d2x = [ 0(6(0) - v,(8 () dPx
(k‘: Jd xeD xeD
Por conservacion de masa, tenemos .
Area(U) = Area(g(U)), para cada conjunto abierto U C D. O:'?H §d1 = gJ\W<V yl \ = / v, () - v, (y) d%y.
ll% Q yeD
a‘\{l\/\J A

Entonces el espacio de configuraciones es un grupo!
G = SDiff(D,D)
el grupo de difeomorfismos de D que preservan area.

El espacio tangente al identidad es

Las generalizadas ecuaciones de Euler tienen la forma
g = {U : D - R? t.q. div(v) = O}

ov=—Byow) = —(-V)v — Vp
(y div(v) = 0, lo que determina p).

que son las ecuaciones de Euler para un fluido perfecto y incompresible

Trompo de Lagrange

Considera un cuerpo rigido que tiene un eje de simetria .
I=1,=1, # 1,.
Estudiamos su movimiento en un campo gravitacional constante,
y con un punto en el eje de simetria fijada.

El espacio de configuraciones es otra vez SO 5 (alrededor el punto O fijada).

};I3

Escribir g € $O, en la forma

g8 =R;(@)R (0)R;(y)

llamamos los angulos, y, 0, ¢ los angulos de Euler.

Son coordenadas en S 03.

N
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El potencial es . _ g\ Ok\
Aem — AT
V = fghd,u = ‘\/\

gMh_ = gMtcos 6

—

Para la energia cinetica, vamos a determinar el velocidad angular, :Q), y entonces > s‘l B ___
i RO ROIRY ) (3)=0
K = EHQ-Q. Y 3 \

que la Lagrangiana no depende de estos variables.

Observa que, debido a las simetrias en variando ¢ o y, (A\ ALS g'\ /3\( {; x — n\?
do\,

—\

Desde 2 = g_1g, calculamos — Sl
R B )

2= pR,) RO RyD) 'R (DR, (O R, (W) + 9 R,w) 'R, (O)'R,(0) Ryw) + w R, W) 'R, ()

Cuando ¢ = v = 0, tenemos .

- o o Q \
Q=wye, +0e, +dpR,(—0e,
= ée1 + gﬁsin@e2 + (p + g?)cose) e,
L
=Q,e,+ Qe,+ 2,e, Q\ p)

Entonces, desde e, e, ez son ortonormal y corresponde a autovalores I, 1,1, del resp. tenemos

I 9 L4 I @ 2
K =— (0% +5in’0 ¢°) +2—3(q'/ + cosO¢)

Comentarios

T enemos integrales .

M, =0,L =12 ¢ = I,
Mver = ad')L = 10- (sin@e2 + cosHe3> = I.Q2Sin(9 + 13930050

Fijando estos integrales, conduce a .
2 2 2
2K = I(27 + Q) + 1,8]
(M — M cos 9)2 M?
_ 2 v a a
= 1927 + — + 7
Isin“ 6 3

I "9
> E=—0" + V0

De E = cst., uno encuentra que 0 (t) es periodico,
de M ((](5, 0(t)) = cst. determina ¢ (1).

Esto permite describir el movimiento del eje de simetria

aplicaciones .
* giroscopios (limite £2, — o)

x precesion axial de la tierra (~ 25,000 anos)
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