Ecuaciones de Hamilton

El punto de salida es considerar las ecuaciones de movimiento en el espacio total
para h masas puntuales, q,,...,q, sometido a fuerzas conservativas desde U (q) tenemos
mj, = 0 qu
Convertimos este sistema de segundo orden a un de primer orden Podemos intercambiar la division por masa en tomando p ;= m; U,
1 =Y, 1
q;, = 4
. 1 i B
v, =—20, U j
m. 9 —
j p, =0 qu

. A
£ = Z M\ \j\’/\\ - \A(c(\ —

La energia en terminos de p, q denotamos por .
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Estructura simplectica

la forma simplectica estandard sobre R2",

El gradiente simplectica, Xf, de un funcion, f . R? > R

definimos por .

df(v) = —w (Xf , V) = w (v, Xf) para todos vectores v.

Equaciones de Hamilton tiene la forma . d 9 - ( O 1 <}@\’\ )
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Notar que J es una matriz rotacional de R" con producto interior estandard .
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Definimos una forma bilinear y anti — simetrica G/ ( v\} vV = — WZ\/ iv\') - )SQ W RS
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(g.p) » Z = (z,....2,) = (g, + ip;,...,q, + ip,).

Bajo este identifiacion, el matriz J es multiplicacion por i
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<zZ,W> =z,w, + ...+z,w, =Z W+ iw(z,W)
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donde w(z, W) = Z - iw.

Comentario . la forma simplectica y el matriz J son relacionadas a una identificacion

La forma simplectica es el parte imaginario del producto Hermitiano estandard

Teorema de Liouville

Observa que la divergencia de X [, = <0pH, — 0qH> es . i\\/() ‘ ( C’D{ ( A

J}v()(\_') = aﬁqH —0f]pH = 0.

T eorema de recurrencia de Poincaré

Deja que X C RN un conjunto abierto con 'volumen’ finita . vol(X) < .

Si¢p : X - X esinvertible y preserva volumen de subconjuntos entonces .
para cada subconjunto abierto U C X, existe x € U y k > 0 para que,

d*(x) e U.
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Entonces el flujo de X , preserva volumen ’; Q—'t
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S'i unos niveles de energia, H (ey, €,) C R?" tienen volumen finita,

entonces con ¢ el tiempo uno mapa del flujo de X ., podemos aplicar la teorema de recurrencia.
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de E — L hacia ecuaciones de Hamilton

Consideramos una sistema mecanica dado por una Lagrangiana .

L(q,0).

Las ecuaciones de Euler — Lagrange son .

iaL = 0 L
dt ° 1

_ v — L
Ponemos E - Q/L
p = 0,L(qv)

y suponemos que para cada q fijada, la mapa

La Hamiltoniana es .

Por regla de cadena, las ecuaciones de E — L convierta a .

urs 0,L(q.u)

es invertible. H(q,p) := p-v — L(g,v) i =0H

p
p= —-0H
Entonces podemos pensar de p (q,v) o v(p,q).| |donde ponemos v (q,p) para v. q
E jemplos
0. Ya vimos para una sistema de particulas fenemos
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