(un poco) motivacidn para el transformacion de Legendre
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La transformacion de Legendre es . '
7/
v J L =p
L H=p-v—-L

, , Heuristicamente, un impulso es 'resistencia para cambiar velocidad’.
Primero, parav e T qQ, es natural pensar de la corespondiente p € TZQ. ’ P P

Si estamos moviendo con velocidad v, el impulso es una funcidon

3(,(\\/ u:T0-R
- parau €T Q, tenemos , . . . .
V\\,’L/ J 1 que asigne la resistencia u (u) de cambiar nuestro velocidad dev av + u.
pu) = 5 5=0 L(g,v + su) Entonces 4 (0) = 0, y la linearizacion p=d,u : TqQ — R es un elemento de TZQ.
S

x la formulacion Lagrangiana esta situado en el haz tangente, mientras la formulacion Hamiltoniana en el haz cotangente

Diferenciacion de la accion

Fijamos un punto q, € Q.

Suponemos que para un conjunto abiertode g€ Qyt € R : ]ﬂ l 1
hemos escogido extremales N “ = fg /J
$(q.57) = (%)
parametrizada por T con ¢(q,t ;0) = q,y p(g.t;t) = q. C70
(o
Ponemos

Sqn = [ L. $) de
0

para el accion de ¢ conectando q , a q en tiempo t.

Calculamos

dS =9,S -dg + 0,Sdt = p- dg — Hat
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Notar que S(q,t) satisfieel EDP de primer orden . fa L g + ‘/J (ﬁ )bc\ )’ D

0 =29, + H(q.9,9)

llamada la ecuacion de Hamilton — Jacobi.

Breve resumen sobre formas diferenciales
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La producta de cuiia es una notacion para aplicaciones anti — simetrica y multilineal 2
L Vo
ejemplo .
dx 1 R®> > Res proyeccion al eje — x.
dx ANdy R*x R > R es proyeccion del area por plano xy.
Las 'formas basicas’ forman un base para aplicaciones a.s. y multilineal.
mCleV\jﬂl \nAL?AA(;+ cokjr«(j\,y AN
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Formas diferenciales son aplicaciones a.s. y multilineal sobre cada espacio tangente . D
ejemplos : xdx + y*dy + xzdz (1 - forma)
dx Ndy — yxdyAndz (2— forma) )
‘4—-‘(0/‘*\’\ ——} ‘Q“ ‘ “p(?’}v\/
acdy — by x
podemos derivar formas diferenciales con la derivadg exterior . &JJ *x+ K (ov\ \ ) 7
— A X A J A K /\ol
ejemplo . d (xydy — ydx) = (y+1)dx Ady 7 k]-L 3
también con la derivada interior . vel T,}/’—
. \
(zva)lvp..., v,) = o, Vq,...,0,)
v 4 Lora o x
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Cambiando coordenadas es por 'retrasar’
Cambiar variables hacemos con substitucion (PU)> D b: X>Y

: — i yeees = d U |
ejemplo . dx ANdy = rdr AdO en coordenadas polares (x = rcos@ ,y = rsinf). (ﬂw)x(m Oy) a)cb(x)( ¢ v, ¢ v
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(c &k — b (/{/@\/\(C, O v + & LB
\ml@w,\&}— rgLGM/\(&\/

NS co
: .. X — w = W
Las operaciones basicas sobre formas son ) N\, ot A
/\,d,¢*, iU,LU Vi \ ‘LD D
\
&APVK ,-\/‘L 4 @
——e—) Y =
L esladerivada de Lie : T4 -
” p ¥ Q.
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Regresando a mecanica
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Consideramos una sistema de particulas 1= T 9
(g.p) ER* , H:R” >R

q; = dij 0( H = =Ly W Y& .
5 = o0 H XY N
J q;
0@, D) = i-JT g
) :

La? — forma w tiene la expresion C\ = C\\)

— 1 no_ \ _ . (A B
w = dp,ANdq + ... + dp,Ndq dp Adq { (}\\7) /\&\ﬁ t AV\/\ c\

x se puede verificar, por ejemplo, usando la identificacion R 2~ N
" (g, + ipjsenq, + ip,) Cb’t (i\ z

conw(zZ, W) = Z+ WYy dqj—ej,épj—zej. H
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Obtenemos una nueva demonstracion de la teorema de Liouville.

d ex _ L
« I L = Al Ty

De hecho, con qb;I el flujode X ,;, tenemos la mas fuerte :
ho=o | = ”&(&HN & ¥xw3X
- O
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Desde o Aw A ... N@ (n— veces) es proporcional adp A...ANdp, ANdq, A...ANdq, =®

vol’

t . .
tenemos (,bga)vol = w que es la teorema de Liouville.
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Created with IDroo.com




