Corchetes de Poisson
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Recordamos A= L7

H : R?" > R, es una Hamiltoniana

w = dp Adgqgesla forma simplectica
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la dinamica es por x = X, donde X ; es el gradiente simplectica de H .

* podemos tomar el gradiente simplectica, X Iz de cualquiera funcion
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Propiedades
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Observemos que si {f,H} = 0O entonces {H,f} = 0.

Primer integrales corresponden a simetrias.

(Teorema de Noether forma Hamiltoniana)
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Un primer integral de X ,; es una funcion f para que : JIA{\ £ [X ({)) - {F /XH
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df(X,) = 0 y(0)= X r= KH
Es decir,
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donde {-, -} son las corchetes de Poisson. q‘ ) G)\ \— OL\C(K 5\ i )
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Ejemplo (problema planar de Hooke) .

X

2 2 2 2
Pyt Pyt X4y

H =
2

, dp ANdx + dpy/\dy

x con la 'media’ teorema de Noether, tenemos simetria por rotaciones . \
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zZ=X+1ymH e’z

w=p, + ipy - ew (levantamiento por regla de cadenas)

que conduce al integral de momento angular, C = w - iz.
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Rotacion del plano (p,,x) es una simetria de H. S =

Buscamos una funcidn g para que este rotacion es el flujo del gradiente simplectica de g .
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* dado un campo vectorial, X, se corresponde al gradiente de algin funcidn cuando
su flujo preserva w, es decir L,w =0

w = 0 &
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Expresion en coordenadas
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ejemplos .

Podemos calcular otras corchetes con reglas de producto /cadena ‘} _ Dl
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Cambias de variables

X = "Tng Tt(i,\f)

Recordamos que para un cambio de variable .
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Para y = (y,,...,y,, ) ponemos \
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(y;,y;) = entrada de ATJAen filaiy columna j. Entonces, (y;.y) = —(¥,¥y) ¥ \ %2
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Estos son llamadas las parentesis de Lagrange. o (y1 , yk) R (y2n’ yk) ¥,
ay,
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A J"A = ) * la tranformacion es simplectica cuando ) —
x notar que las parentesis de Lagrange son (menos) las coef ficientes dew = dp Adq

(yj , yj+n) = 1 para 1 < j < n, otros cero.

dpANdqg =— (y,

en las nuevas variables. Es decir por reemplazo p(y), q(y) para obtener

ayz)dy1/\dy2 - (y1,y3)dy1/\dy3 -

que es equivalente a

; —_oH
! ayj+n
_ 0H

J

Escribimos .
y= —B VyH
Entonces

. Y; } = entradaen filaiy columna j de B.

En particular,

Los corchetes de Poisson tienen un interpretacion similar. Son menos las entradas del inverso de la matriz que da las parentesis de Lagrange.
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x la transformacion es simplectica cuando .

{yj+,,, yj} =1 ,1<Lj<n, otros cero.
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Elementos de la 6rbita (problema planar de Kepler)

Y V\Qy). QJ\LWM; el \ UHA'S %

para describir una Orbita de un planeta alrededor del Sol,
los astronomos usan los 'elementas de la Orbita’ .

a,e,g,t

a es el semi — eje mayor, e la eccentricidad,
g el "argumento del pericentro’, t el 'tiempo desde pericentro’
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Estos elementos sirven para coordenadas, en el subconjunto de R ™ de condiciones iniciales con energia negativa.

Dado (q,,p,) asignamos los elementos de la solucion con tales condiciones iniciales.

Dado (a,e, g, t) asignamos la posicion y velocidad que conduce a esta Orbita.

Ecuaciones de movimiento para el problema de Kepler en estas cordenadas son

a=e=¢g=0
t = 1.

Lagrange he considerada una funcion perturbador,
Q(a,eg,t).
El escribe las ecuaciones de movimiento en estas coordenadas de la forma

0,2= (ae) e + (a,g g + (@Dt
0,2 = (e,a)a + (e,g) g + (e,t) 1

elc.

y observe que hay anti — simetria en con estas coeficientes! e.g. (a,e) = — (e,a), etc.
Ahora sabemos, estaba escribiendo la forma simplectica (anti — simétrica) en estos coordenadas astrondmical.
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