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Coordenadas de Delaunay (coordenadas simplecticas en el problema de Kepler )

Vamos a determinar nuevos variables (cordenadas de Delaunay)

L’ G’ f’g

en lugar de los elementos a,e,g,t.

Estos variables van a estar simpleticas .

dp,ANdq, + dp,ANdq, = dLANd? + dG Adg.

. : . C
el area crece uniformamente con ritmo —. Ademas, H depiende solo en L.
["\ ” H‘T Qc\lw SQF. b—r» vo\r'g \
En lugar de los elementos a, e tomamos El argumento del pericentro, g, también queda constante bajo el flujo de H
entonces .
H, C.
{g, H} =0
Entonces
Desde el gradiente simplectica de C genera rotaciones, tenemos
{C,H} =0

1g,C} =1

area (1)

() =2n-
area (ell)

Desde el area crece uniformamente, reescalemos t por un variable ¢ .

entonces ¢ € [0, 2x] es como un angulo.

Desde a(H), tenemos todavia {¢,C} = 0.

L(H) tal que

1 = (¢, LY = {t, H)

Resulta que L(H) satisface la EDO .
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Para determinar la L corespondiente, queremos \—;éﬂ L(H)z — i&t L Jg / L \"\

Desde t es el tiempo bajo el flujo de H, tenemos

{t, H} = 1.

Rodeando una 6rbita no cambio el tiempo hacia pericentro,
entonces .

{r,C} = 0.

qk{ﬁz): U ?

X,Y : R"-> R".

Sea @',y los flujos de X, Y resp.

\‘ 7<Lﬂ
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Podemos pensar de X como un operador sobre funciones .

para f : R" > R
tenemos la funcion (derivada direcional),
R'sx+— d f(X)eR
que escribimos como

Xf : R"> R.

L

Para medir como el campo vectorial Y cambia bajo el flujo de X, consideramos el campo vectorial
d >
x¥ = 47 1=0 ¢, Y,

llamada derivada de Lie de Y a lo largo de X.

consideramos por un punto x € R" :

d d

Entonces,
LY = ey
X  dtds =570

Para derivar una formula mas explicita para la derivada de Lie,

(7Y )0 == 7w @) = b oW e ).

Por expansion de Taylor, llegamos a .

> LY (x) = dY(X) - d X
- XY(x) — YX(x)

L,Y = XY - YX = [X,)Y]

p oyt (x) = x + sY(x) + st(d Y(X) — d X)) + O@F, s%)

que también [lamamos el corchete de Lie de X conY.
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; ; Ahora, debido a que H solo depende de L, las ecuaciones de movimiento son . (L ) (—1) e R
dL E _E s )
= = 4? = (-2H) _ _ )
aH L= —0H=0 (¢, gye s xs=1
G = - dgH =0 )
| entonces,
L - 1 fjaLH+ 7,8} 0gH=aLH \,R XT
[ = 0 g =0,H + {g/l}o,H =20
—2H
donde ponemos G = C.
1
H= ———.
2L*
x queda calcular {7, g}, lo que permite escribir las ecuaciones de movimiento
con la funcidn perturbativa.
Corchetes de Lie
Consideramos dos campos vectoriales X,Y sobre R", Notacion : Escrito por componentes, X = (X,,..., X ),

X=X0 + ..+ X0  paralX.

n

Xf = X10x1f + ...+ X0 f
A menudo vees la notacion

17X, n

n

{ (4= NG I (Y LN

I gual para una funcidn
F :R"> R"
ponemos

XF : R"—> R"

para x = d_F(X)

. | \(
En coordenadas, L Y tiene el k — componente egal a >< N 7< ) D . \K J . 4 i 4 g
)
XY, —YX, =
X0Y + ...+ X0Y —-YoX - ..-Yo0X, .0 , k jJ \(k )
_ by Y - Y ’ K
IX» Vj - ( X Dﬂ |
. A Relacion con corchetes de Poisson
gﬁﬁi - > RD—\ y la identidad de Jacobi
)
para f,g . R?" - R. Tenemos : dem LI ( Xj) k
« su corcheta de Poisson, {f.g} con gradiente simplectica X , 1 {fg} = —oX,, X)) = ix ix ® (Cl g 27 . n
x sus gradientes simplecticas, Xf, Xg con corchete de Lie, [Xf, Xg] 2. Con Cartan, g XZC j?x
o : : : )
d{if.g} = a’(le(nga))) = LszXga) — led(nga))
Entonces . = LXf nga). wa _ C}\(j ( (12 O
A Xirgy = [ X Xfl (j —

= “lix,x g%

=> X = [Xg,X

{f.g} f] )

=>d{f.g} = i[Xf,Xg]a) + ngLXfa)

3. Invocamos la identidad general . L ,i,a = Ixy @+ ivLya ,

Obtenemos la identidad de Jacobi para Corchetes de Poisson

x {({feh.h) + ({gh) S} + ({hflg} =0. K

para cualquier f,g.h 1 R*" > R.

Un consecuencia imediata es si f,g son integrales de H, entonces
tambiénes {f,g} unintegral de H.

1- {{fvg}ah} =d{f’g}(Xh) = Xh{f’g} — Xthf

Ahora vamos a escribir los restantes terminos

2. ({g.h).f} = — {f.(h))

4. Juntos, tenemos [Xh,Xg]f — [Xh,Xg]f = 0.

dem :

como operadores actuando por [ .

- [Xha Xg]f

3. {{hflgt ==X fh) = - X X, f '(X\\(g‘ K%Xu\\ B &YV \K% Q

U‘.H‘Pf = {31L/} =9

{z, g}

=0

Desde la identidad de Jacobi .

o
({¢.g}, L} + ({gL}.0) + {{Lif/f,g} =0

Similarmente,

= {7, g} es constante bajo X ; (y X ). / X —
7

{7, g} es constante bajo X  (rotaciones) (; 0 | ﬁ? (j. P\,
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Es suf ficiente para ver que

Usamos la expresiOn en coordenadas .

oC dg o og ot og

{Z,g}(q,p,) =0 dondeq, p, soncondiciones iniciales de pericentro por eje — X.

(7.8} = + - —— - ——

ox 0dp dy dp y op . 0x

Observa que, por (q ,p,)

ot

ot

y

= por todos puntos, {£,g} = 0.

* envariar x, 7 y g quedan constante (cero), entonces —(q,p,) =

98
o0x

*en variar p, también ¢’ y g quedan constante (cero), entonces —(q_.,p,) =

—_—

_ Y %
(qo’po) =0 — A \p\/\\-’) l \’) ) N
op
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