Dinamica sobre toros

1. Consideramos una rotacion por angilo a de un circulo .
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conduce a una dinamica discreta, por iteraciones de la aplicacion
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* si « € wQ entonces todos Orbitas son periodicos cuando a es iracional, las Orbitas son repartidos uniformamente sobre el circulo
x sia & mQ las Orbitas son densos por el circulo # f"(x)e I, 0<n<k)
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2. Consideramos un flujo lineal por T 02 — _ kt (—= |

6= (6,0, 0+tw

x i el pendiente es racional, todas Orbitas son periodicas

donde w = (@, , ®,) % se el pendiente es iracional, todas 6rbitas son densos por T*
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En general, la dinamica de un flujo lineal por un toro, T', depende de resonancias
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los vectores k € Z” para que k- = 0.
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Las oOrbitas de flujos iracionales . k- = 0 solo cuando k = 0, son repartidos uniformamente sobre el toro.
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Problema general de la dinamica
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Considera una sistema mecanica con Hamiltoniana de la forma
H=H,I) +eH,U,0) + 52H2(I, 0) + ... ) AN @ ?
donde € es un 'pequeio parametro’.
. Que aspetos de la dinamica integrable (e = 0) sobreviven paraO<e « 17
por ejemplo, el problema 'planetario’ de n — cuerpos puede ser presentado en este forma.
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n masas puntuales con masas 'pequeno’ relativo a la masa del sol (im, = 1)
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conduce a %M\
H,(I) la Hamiltoniana de n problemas de Kepler descopladas. 6

Reduccion simplectica (Marsden — Weinstein — Meyer)

x primer integrales reducen el dimension por restricciOn a conjuntos niveles O
L
x simetrias reducen el dimension por pasando a un espacio quotiente
Dado una sistema, H : R*" — R, llamamos una simetria un aplicacion i I: | H } -0
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para que Las simetrias de H son un grupo, G.
Ho¢p = H, y ¢*w = w. Puede ser un grupo de Lie, p.ej. SO,

Consideramos una curva de simetrias, ¢, € G, pasando por le identidad
¢, = id.

Tal curva genera una simetria infinitesimal, el campo vectorial .
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donde ¢ == b, é\‘i] J_(X S 5

T3 = F Oy el

Para relacionar las simetrias con integrales, queremos saber

. Es Xé un gradiente simplectica de algun funcion ?

Si es posible asociar las simetrias con integrales, obtenemos una 'aplicacion de momentos’
Es decir si podemos encontrar una funcion f : R? > R que satisface

J . M- \ﬁ*
—ixéa) = dfé
donde ponemos M(= RZ”)

T eorema de reduccion simplectica . ( | j (03 %\ g f/ 3
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Dado Mw, H, G si existe un aplicacion de momentos FEntonces para u € j un valor regular de J, el espacio quotiente (
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que es equivariante,
es simplectica y el flujo de X ,, proyecta al flujo de una gradiente simplectica

J(g-x) = Ad"_J(x) de una Hamiltoniana sobre Pu :
g
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Ejemplos

1. Levantamientos. Para M = T*Q (p.ej. T*R" = R2”)

una accion de simetrias G sobre Q levanta a actuar sobre T *O.

La aplicaciéon de momentos por Jg(x) =p- XCf es equivariante.
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2. Cuerpos rigidos libres. M = T*SO3 Q — k ™ —) g o ‘l o
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3. masas puntuales
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Problema restringido circular y planar de 3 — cuerpos C P/ G nA " 5
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Consideramos los movimientos de un objeto 'pequeiio’ como un satelite o asteroide ’-‘L T( — , , , —
, , , , ., ) , o r El movimiento de las primarias sigue un solucion
bajo la influencia de dos primarias 'grandes’ como la tierra y luna o el sol y Jupiter. ) ,
7 del problema de 2 — cuerpos, que ya hemos resolvido.
x ignoramos la influencia del objeto pequeiio sobre las primarias \[ ’ .
P Entonces tenemos sus posiciones
1) , 5
x [lamamos los objetos . sol, Jupiter, y asteroide (también se [laman primaria, segundaria y satelite) o 450 - 4,1
por funciones de tiempo.
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. - El movimiento del asteroide, q € R?=C, esta governado por la
siguiente EDQO (tiempo dependiente!) .
Sea mg + m; = 1, ypon y = m;,1—u = mg.
Pensamos de u como un pequeno parametro. §=m ds(1) — q +m q;(1) — q
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Recordamos que resolviendo problema de 2 — cuerpos consiste en
q4,, = Hq, + (1 —uqg tieneqg, = O, podemos fijarq,,
Estas ecuaciones de movimiento para el asteroide podemos escribir
O = q, — qq satisface la ecuacion de Kepler : en forma Lagrangian o Hamiltoniana :
2
e 0, x consideramos el caso circular, es decir cuando las primarias siguen una Orbita circular . I = vl n 1 —u n H (v = q)
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Hay dos escoges naturales para un origen .
1. el sol (coordenadas heliocentrico)
2. el centro de masa de las primarias (coordenadas barycentricos)
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Finalmente, para quitar el dependencia por tiempo, pasamos a una marca rodeando.
En el cual las primarias quedan en posiciones fijadas
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