TAREA 2
preparar 5 (o més) de los siguientes ejercicios para entragar (~16 de Febrero)

. Sea C' C E? una curva planar regular. Para p € C, mostrar que existe coordenadas Cartesianas (z,y)
de E? tal que alrededor p, la curva se puede representar por una gréafica: (z,y(z)).

. Sea f:R"™* — R* con d,, f surjectiva algtin p, € R"**.

Mostrar (se puede usar la teorema de funciones inversos) que existen sistemas de coordenadas alrededor
Do, f(po) (¢ : U CR™E 5 R" x R¥ 4 : V C R*¥ — RF) para que o f oo™ (z,y) =v.

*sugerencia: considera la decomposicion R"* = ker(d,, f) @ ker(d,, f)* = R" x RF 5 (X,Y), y la
transformacion R” x R¥ — R" xR* (X, Y) + (X, f(X,Y)) donde f(X,Y) es la proyeccién de f(X,Y)
sobre ker(d,, f)*.

. Considera un toro de revolucién generado por girando el circulo {(y — a)? + 22 = b?,2 = 0} (donde
a > b) alrededor el eje-z. Verificar que este toro tiene un atlas. También dar una descripcién implicita
de este superficie.

. (a) Para f,g : [0,1] = R continuo, pon (f,g) := fol fg dt. Verificar que este da un producto interior
sobre el espacio de funciones CY([0, 1], R). En particular, satisface la inegalidad de Cauchy-Schwarz.
(b) Considera las funcionales ¢, E' sobre curvas en una superficie con puntos finales fijados parametriza-
dos por ¢: [0,1] = % (es decir, €(c) := [, [¢| dt, E(c):= [, |¢]* dt).

Mostrar que ¢, minimiza E <= ¢, minimiza £y |¢.| = cst.

. Verificar que las geodésicas en una esfera son gran circulos (interseciones de la esfera con planos pasando

por su centro). Calcular la curvatura geodesica de una latitud de una esfera (intersecion de la esfera
con algtn plano).

. La convencién de sumacién de Einstein es: cuando la misma indece parece arriba y abajo significa que
debes sumar sobre este indece (para superficies de 1 a 2, p.ej. a;b® = a1b* + asb?).

(a) para la Lagrangiana, L = %gijuiuj, con gi2 = g21 y todos g;; funciones de u',u? verficar que las
ecuaciones de Euler-Lagrange (%QNL = 0,; L) son de la forma:

ik + Tha'e? =0

con Ffj = %gke (gjei + geij — ije), donde g;jx := Ourgi; y g* son las entradas del matrix inverso al
matriz con entradas g;; (entonces ¢ g;, = 6}, = ) ).
0 i#k

(b) Para la parametrizaciéon (u',u?) — f(u',u?) € ¥ C E3, mostrar que:

fig = Tijfu + hijv

donde f; := Oyi f, fij := 0uiOui f,9s5 := fi - fj y hi;j son las componentes de la segunda forma fonda-
mental, h;; := v - f;; con v un normal unitario a X.
. Sea V un espacio vectorial de dimension n con producto interior (-, -).

Para 6 :V x V — R una forma bilineal y simétrica, con represantacién matrizial B : V — V (es decir
B(u,v) = (Bu,v) = (u, Bv) cada u,v € V) verificar que:

(a) Los autovalores, A;j, de B son real con espacios propios ortogonal.

(b) A; son valores criticales de la aplicaciéon SV — R, u +— S(u,u) donde SV = {u € V t.q. (u,u) =1}.
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Una direccién asintotica sobre ¥ C E? es una v € T,,¥ tal que I1,(v,u) = 0 para cada u € T,X. Una
linea asintotica de ¥ es una curva integral de tal campo de lineas.

(a) Si una curva C' C ¥ es una curva asintotica y una geodesica, mostrar que es una linea.
(b) Si la curvatura medio de X es cero, mostrar que hay dos direcciones asintoticas en cada punto que

son ortogonal.

(a) calcular la curvatura Gaussiana y la curvatura medio del toro de revolucién en problema 3

(b) determinar condiciones sobre un superficie de revolucién parametrizado: f(u,v) = (r(u) cosv, r(u)sinwv, z(u))

para que sea de curvatura Gaussiana constante.

Establir que en coordenadas, la curvatura Gaussiana y la curvatura medio son dados por:

LN — M? LG-2MF+ NE

K= det(g_lh) = m, 2H = t'f'(g_lh) = EG — F2
donde g = (Sg]i; !g];z) = (? g) sh = (ZE Z;j) = (]@ %) son las represantaciones matriciales

de I,II en coordenadas.

Una superficie es desarollable, si su familia de planos tangentes solo depende de un parametro.
(a) Mostrar que una grafica, z = f(x,y), es una superficie desarollable cuando f fyy = (fay)>-

(b) Mostrar que una superficie es desarollable si su curvatura Gaussiano es cero.

En coordenadas polares por el plano, x = rcosf,y = rsin 6, verificar que las derivadas covariantes de

los campos coordenadas 0, = @, 0y = (—y, z) son dados por:

Vo,0r =0, Vo,0p = —10y, Vo,0p = Vo, 09 = %.

Determina el angulo de rotacién de un vector tangente a la esfera cuando se transporte parallelmente
alrededor un latitud de la esfera.

*sugerencia: considera el cono tangente a la esfera a lo largo tal latitud, y aplica la interpretacién de
transporte paralelo por rodando.



