Nudos



nudos

Nudos De Cuerda
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The International Guild of Knot Tyers (IGKT) is an association of
people interested in knots and knotting technigues of all kinds. We
have over a thousand members world-wide, from all walks of life,
including academics, surgeons, sailors, sportsmen and women,
scouts, magicians, farmers, miners and accountants. Membership is
open to anyone interested in knotting, whether expert or simply
hoping to learn from others.

IGKT is an educational, non-profit making '
organization and our mission is to promote the art,
craft and science of knotting, its study and
practice, to undertake research into all aspects of
knotting and to establish an authoritative body for
consulting purposes. We attend public events to
advertise the Guild and its work, and conduct talks
and demonstrations by arrangement with
interested groups. We keep in touch with each
other by correspondence, by holding regular
meetings and exhibitions at both international and
regional levels. The Guild publishes a gquarterly
newsletter in English, Knotting Matters.

For more information about the IGKT, please contact: secretary@igkt.net
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iEstos nudos se pueden desanudar!




nudos

Cerramos:
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Figure 8




Figure 8

j qué nudo es éste?



Figure 8

El no nudo:




Fisica!

Take one spaghetto.
Tie a knot on it and pull it by its ends. Gently!
Observe, where it breaks (Pieransk).




Otros usos




Otros usos







Otros usos




Otros usos




Nudos De Matematicos

Nudos De Matematicos



Nudos de matematicos

| os hudos van a ser curvas en
el espacio tridimensional.
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Nudos de matematicos

Mejor aun:

Nuestros nudos son curvas en el espacio
que estan hechas de segmentos de recta.

(ecuaciones mas sencillas)






Nudos de matematicos

Pero, jQué es una recta?

i Qué es un segmento de recta”?



Una recta ’E

t Un segmento de recta






Nudos de matematicos

Definicion. Un nudo es una curva, k, en el
espaclio tridimensional.

Pedimos que k£ sea una curva simple vy
cerrada.

También pedimos que k£ sea unidn de un
nimero finito de segmentos de recta.







Nudos de matematicos

Sin embargo, usualmente vamos
a dibujar los nudos como

curvas redonditas’









Nudos de matematicos

i Por qué?

Bueno, primero porque es mas facil.

Y luego:



Seis lados




Nueve lados




Trece lados




Veintisiete lados




Cuarenta y un lados




Cien lados




Pero, jesos nudos son el mismo nudo?

(ila misma curva?)

(pues, si'y no)



Tenemos que decir cuando dos curvas son
el mismo nudo.



Tomemos un nudo £ y un tridngulo A en
el espacio de tal manera que A y k se tocan
en exactamente un segmento de £ y un lado

de A.
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Si hacemos el cambio del dibujo,
obtenemos un nuevo nudo k.



Movidas de Triangulo
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Seglin el dibujo, decimos que el nudo k' se
obtiene del nudo £ mediante una movida A.

!

(También decimos que k se obtiene de £
mediante una movida A).



Definicion. Dos curvas k£ y £ se dicen
equivalentes (o sea, “son el mismo nudo”)

si una se puede llevar a la otra mediante
una sucesién finita de movidas A y A.

Se escribe "k ~ 0"
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una arista ~ dos aristas




Estos nudos:

son el mismo nudo



Algo (bastante) mas complicado:


































dibujos

Dibujos De Nudos



dibujos

Primero: Manipular nudos en el espacio
es dificil.

Segundo: Queremos hacer dibujos mis
faciles, pero de los que se pueda recuperar
el objeto tridimensional.



dibujos

Proyectemos al nudo sobre un plano.

i Qué es una proyeccién?



dibujos

Una proyecciéon no nos permite reconstruir
el objeto original.



TWO KNOTS WITH THE SAME PROJECTION

Unknot
L With the
A Sarne Shadow

7

&x Figure-Eight Knot




2 11lustrates the fact that one cannot recogmze a particular kno
one of its shadows. The traditional (algebraic/combinatorial) a
eory has been to "decarate” the shadow with labels indicating «
» knot 15 going over or under which other part whenever the shac

cross 1tself. A standard graphical way to convey this exira inf
gaps in the shadow.



A una proyeccion le debemos anadir
“Indicaciones’ en los puntos de cruce que
nos digan qué puntos estan mas cerca o mas
lejos (estan por arriba o por abajo).
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A una proyeccion le debemos anadir
“Indicaciones’ en los puntos de cruce que
nos digan qué puntos estan mas cerca o mas
lejos (estan por arriba o por abajo).






(otra manera)




Pero, para de veras poder reconstruir el
nudo, debemos prohibir algunas proyecciones



% X

N,

PROHIBIDO!



Definicion. Una proyeccion de un nudo se
llama regular si sélo contiene un nudmero
finito de puntos dobles y ningln vértice del
nudo se proyecta sobre otro punto.




Definicion. Una proyeccion regular de un
nudo, k, junto con las indicaciones en los
puntos de cruce que nos dicen qué puntos
pasan por arriba o por abajo, se llama un
diagrama del nudo k.










i Como se ven las movidas A
en un diagrama?’



Recordatorio:




Vamos a fijarnos en un pedacito del nudo.
Digamos, vamos a fijarnos en un segmento:



El segmento no toca a otro segmento:



(O sea, puedo desarrugar (o arrugar) el
dibujo.)

(Este cambio “realmente” no cambia el
diagrama.)



El segmento se toca a si mismo:









i Qué mas puede pasar?



Nada. Son todas las posibilidades, pues
estamos en una proyeccion regular.
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Estos tres cambios se conocen como

“Las Movidas de Reidemeister”



Movidas de Reidemeister



Es claro que dos diagramas que difieren por
una sucesion de movidas de Reidemeister
representan al mismo nudo.

i ST R MR R T T
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Pero el maestrisimo, el senor don Kurt Reidemeister
ademas demostro:

Teorema. Si dos diagramas representan al

mismo nudo, entonces hay una sucesion finita de

movidas |, Il y llI que llevan un diagrama al otro.



Que es un teorema impresionante, pero...

(es una buena noticia que, para verificar la
equivalencia de nudos, nos basta con las
movidas de Reidemeister.)



<P

Los dos diagramas representan al mismo nudo.

Por Reidemeister sabemos que podemos llevar
un diagrama al otro con una sucesion de movidas
sencillas I, Il y 1lI.



Pero Reidemeister no nos dice cual es esa sucesion
de movidas.









Mas despacio



Los nudos

Bueno, pero primero vamos a conocer un
poquito mas a los nudos.



El nudo trébol (= 3,)

N
-

\__

-













/ u\&
0

N\
N\




El nudo con figura de ocho (= el ocho = 4,)
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Todos los nudos



Cinco cruces



&
&




@



cccccccccc



&'

(2

3

Y

D @
/\j N
£

SRS



cccccccccc



eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

S
B &



etcétera



Muchos nudos

iVamos a construir nudos!



Muchos nudos

Tomamos dos nimeros enteros.



Muchos nudos

Tomamos dos nimeros enteros p y g de
tal manera que la fraccidn g esté reducida.

(En este caso se dice que los niimeros p y ¢
son primos relativos.)

Por ejemplo, el 7 y el 3.



Muchos nudos

En una circunferencia marcamos 2p puntos.

Para nuestro ejemplo, de 7 y 3, marcamos
14 = 2 X 7 puntos.



Muchos nudos

Dentro de la circunferencia trazamos una
bisectriz, digamos, una vertical.




Muchos nudos

Fuera de la circunferencia trazamos

otra bisectriz que empiece en el punto
nimero ¢ (el g-ésimo), con respecto a
la bisectriz de adentro.




Muchos nudos

Dentro y fuera de la circunferencia, nos
flamos en las parejas de puntos equi-
distantes con respecto a las bisectrices




Muchos nudos

Conectamos los puntos equidistantes (los
le alin no estén conectados) con arcos
le pasen por debajo de las bisectrices.




Muchos nudos

El nudo resultante se llama el nudo ¢(p, g)

f

El nudo ¢(7



3,11,[511,[53[7.1[7.3].[7.5].[9 1],
(9,51, [9, 7], [11,1],[11,3],[11, 5], [11, 7], [11, 9],
13,11, [13,3],[13,5],[13,7],[13, 9], [ 13, 11],
15,11, [15,7],[15 111, [15,13],[17, 1], [ 17, 3],
17,5],[17, 7], [17.9], [ 17, 11], [ 17, 13], [ 17, 15 ],
19,1],[19,3],[19.5],[19,7],[19,9], [19, 11],
110,131, [ 19, 15], [ 19, 17 ]




Observacion: Si ¢ = ¢ (mod p), entonces ¢(p, q) ~ c(p,q’).

(esto habria que demostrarlo)
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Aun mas nudos

Tomamos dos nimeros enteros p y g de
tal manera que la fraccidn g esté reducida.

Por ejemplo, 7 y 3 otra vez.



Aun mas nudos

En un rectangulo dividimos los lados
verticales en p segmentos y los lados
horizontales en ¢ segmentos.



Aun mas nudos

En la parte de enfrente, conectamos los
puntos marcados con segmentos de recta
de inclinacidén g.

(Por ejemplo, si g es positivo, conectamos
los puntos mas cercanos comenzando por
la esquina superior izquierda. Si g es ne-
gativo, comenzamos en la esquina superior

derecha.)



Para nuestro ejemplo de 7 y 3.

A



Aun mas nudos

Ahora, en la parte de atras, conectamos
los puntos con segmentos de la inclinacion
contraria (o sea, —). Estos segmentos van
debajo de los segmentos ya dibujados.



Aun mas nudos




Aun mas nudos

Finalmente conectamos las esquinas con
dos “segmentos verticales”




Aun mas nudos

El nudo resultante se llama el nudo m(p, ¢)

El nudo m(7,3)



i Qué tiene que ver el nudo c¢(p,q) con el
nudo m(p, q)?

(iqué onda con el ¢(7,3) y el m(7,3)?7 por
eJempIo

?
YAVAVAVA
N\ \V
N\ \/
N\ \/
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3,11,[511,[53[7.1[7.3].[7.5].[9 1],
(9,51, [9, 7], [11,1],[11,3],[11, 5], [11, 7], [11, 9],
13,11, [13,3],[13,5],[13,7],[13, 9], [ 13, 11],
15,11, [15,7],[15 111, [15,13],[17, 1], [ 17, 3],
17,5],[17, 7], [17.9], [ 17, 11], [ 17, 13], [ 17, 15 ],
19,1],[19,3],[19.5],[19,7],[19,9], [19, 11],
110,131, [ 19, 15], [ 19, 17 ]




Todavia mas nudos

Tomamos dos nimeros enteros p y g de
tal manera que la fraccidn g esté reducida.

Por ejemplo, 7 y 3 otra vez.



Todavia mas nudos

Escribimos g como fraccidn continua




Todavia mas nudos



Todavia mas nudos

Definicion. Para nimeros enteros no nulos aq, as, . .
mos a definir por induccién el simbolo |a1,as,. .., axl:

1. [a1] = a1.

2. Si |by,by,...,b,| ya estd definido, definimos
1

., A Va-

[@17 A2y . ..y Un, a'n+1] = a1
[&2, s ooy Up,y a'n—l—l]



Por ejemplo,

[Cl,l, CLQ:

[a,l, aa, CLB]

[&1, a2, A3, CL4]

etcétera.

a1
1
] + —
a9
1
aq 1
a9 —+ —
as
1
aq 1
a9 | 1
as + —
a4



Todavia mas nudos

La expresion (el ndmero) |ai,as,...,a,]
se llama la fraccidon continua con términos
ai, ag, ..., y.




Todavia mas nudos

Tomamos dos numeros enteros p y g con
g #* 0. Entonces el nimero g tiene una
expansion como fraccidn continua.



Todavia mas nudos

Proposicidon. 5/ a,b son enteros y a # 0, entonces existen
tinicos enteros q y r tales queb=aq+1r y 0 <r < |al.

ler. caso: a > 0. Consideremos el conjunto
S ={y € N|dx € Z tal que y = b — za}.

Sib>0, entoncesb=b—-0-a€S5; sib<0, entonces b —ba € 5. Asi
que S # (). Luego S tiene un elemento mas chico r € S. Podemos escribir
r = b — qa para cierto q € Z.

Comor—a=b—(qg+1)a<r (pues a > 0)y r esel mnimo de S, se
sigue que r —a < 0; o sea, r < a.



Todavia mas nudos

Unicidad:

Ahora si ga +r = ¢'a + 1" con 0 < r,r’ < a, entonces r = r’, pues
si, digamos, r < r’/, entonces (¢ —q')a =" —r > 0; asi que ¢ > ¢y
r’ —r > a, pero esto es una contradiccion (luego no es cierto que r < r’).
Si suponemos que r > r’, obtenemos una contradiccién de manera similar.

Debemos concluir que r = r’ y, por lo tanto ¢ = ¢'.

2do. caso: a < 0. jEjercicio!



Todavia mas nudos

Tomamos dos numeros enteros p y q con ¢ #* 0. Podemos
escribir

p = aig+r1 con0<r <l|q

q = aori1+1r9 con 0 <ry<nr

r1 = agro+1r3 con 0 <rg<ry

Tty = Qp49Tk+1 T+ Tkt con 0 < Tkt < Tkl



Todavia mas nudos

Teorema (Euclides) La sucesion anterior termina; es decir,
r. = 0 para algun k € N.

p = aig+r; con0<r <l|q

q = aori1+1r9 con 0 <ry<nr
r1 = agro+1r3 con 0 <rg<ry
rk—3 = Qp—1Tk—2+ 71 con 0 < rp_1 <ri_9

T'k—2 =— ApTrk—1



Si re-escribimos

Todavia mas nudos
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Ahora vamos a dibujar

s

n |=

‘\/\\/\...7\\

3

n>0 n<(







Todavia mas nudos

Tomamos dos nimeros enteros p y g de
tal manera que la fraccidn g esté reducida.

Por ejemplo, 7 y 3 otra vez.



Todavia mas nudos

Escribimos g como fraccidn continua

Por ejemplo % = 2+

Qo=



Dibujamos (k par)

a, a a,._; oo

k par



Dibujamos (k impar)

k 1mpar




Todavia mas nudos

El hudo resultante se llama:
el nudo racional £(p, q)




Dibujamos (k = 1)




Dibujamos (k = 2)




Dibujamos (k = 3)




Dibujamos (k = 4)




Dibujamos (k = 5)
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((7,5)



(k

3)










0(225,157)



Notese que esto estd mal definido.

Sabemos que

7
— =14
5)

2

pEero...

DO | —



O

2, —1,—2, 2]



O bien

O

2, —2, 3]






3,11,[511,[53[7.1[7.3].[7.5].[9 1],
(9,51, [9, 7], [11,1],[11,3],[11, 5], [11, 7], [11, 9],
13,11, [13,3],[13,5],[13,7],[13, 9], [ 13, 11],
15,11, [15,7],[15 111, [15,13],[17, 1], [ 17, 3],
17,5],[17, 7], [17.9], [ 17, 11], [ 17, 13], [ 17, 15 ],
19,1],[19,3],[19.5],[19,7],[19,9], [19, 11],
110,131, [ 19, 15], [ 19, 17 ]




Todavia mas nudos

Tomamos dos nimeros enteros p y g de
tal manera que la fraccidn g esté reducida.

Por ejemplo, 7 y 3 otra vez.






Por ejemplo




Por ejemplo

iiiNo!!l



Observacién: Si p % q (mod 2), entonces se puede escribir

L 120, 2bs, ..., 2b,]

q



Como 3= -4 (mod 7), tenemos ¢(7,—4) ~ £(7,3).

Ah i
ora Si 7— 2+1—[24]
4 4 !



Todavia mas nudos

Escribimos ]5) como fraccidn continua

L 120, 2bs, ..., 2b,]

q

y dibujamos

B BT -

[0 L =200 150 Tr T =200C <o

7 times n umes



(otra vez)

C = e

n times

n>0

= /\/f\/ooo/\/___

NN

n times

n<Q



o
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3,11,[511,[53[7.1[7.3].[7.5].[9 1],
(9,51, [9, 7], [11,1],[11,3],[11, 5], [11, 7], [11, 9],
13,11, [13,3],[13,5],[13,7],[13, 9], [ 13, 11],
15,11, [15,7],[15 111, [15,13],[17, 1], [ 17, 3],
17,5],[17, 7], [17.9], [ 17, 11], [ 17, 13], [ 17, 15 ],
19,1],[19,3],[19.5],[19,7],[19,9], [19, 11],
110,131, [ 19, 15], [ 19, 17 ]




Un resumen



Vimos lo que es un nudo, la nocién de equivalencia

de nudos, lo que es un diagrama de un nudo y
sabemos como probar que dos diagramas representan

al mismo nudo: Sélo hay que encontrar una sucesion

de movidas de Reidemeister que lleven un diagrama

al otro.



Sabemos como probar que dos nudos son
el mismo.

j Pero como le hacemos para probar que
dos nudos no son el mismo?



; COmo sé que

(\Qf




Tendria qué probar que, por mas que
deforme al trébol (sin romperlo), no lo voy
a poder desanudar.



O sea, tendria que probar que ninguna
sucesion de movidas de Reidemeister me
puede llevar del diagrama del trébol al "no
nudo’ .



LQUé se hace en estos casos?



Vamos a ver un truco de matematicos



Colores

Tomemos el diagrama de un nudo £k vy
pensemos en tres colores.

@ 100




Colores

Decimos que este diagrama de k se puede tricolorear, si
podemos pintar cada arco del diagrama con un color de tal
manera que

1) En cada punto de cruce hay exactamente un color o hay
exactamente tres colores distintos.

2) Se usan los tres colores (todos).



Colores

Hmmm... jel trébol se puede tricolorear?






Colores

Tenemos el siguiente resultado:

Teorema. Tomemos un nudo k£ y un dia-
grama D de k. Si D se puede tricolorear,
entonces todos los diagramas de k se pueden
tricolorear.



Colores



Colores

Primero, ahora podemos hablar de “nudos
tricoloreables’, no sélo de “diagramas tri-
coloreables’ .

Definicion. Un nudo k se llama tricolo-
reable, si algun diagrama de k£ se puede
tricolorear.




Colores

Segundo, resulta que ahora sabemos lo
siguiente:

Si dos nudos k£ y ¢ son equivalentes v,
digamos, k es tricoloreable, entonces /
también es tricoloreable.



Colores

Si nos fijamos que

no se puede tricolorear



Colores

concluimos que

TN




Colores

Pero, por ejemplo, el ocho,

tampoco se puede tricolorear.



Colores



Colores

Asi que podemos concluir que

TN
b




Colores

Sabemos, entonces, que hay dos tipos de
nudos

(los tricoloreables y los no tricoloreables)



Colores

Pero no sabemos (todavia) si el nudo ocho
se puede desanudar.

Claro que es claro que al nudo ocho no lo
podemos desanudar, jqué no?




Colores

pero NO estamos seguros de que al nudo
ocho no lo podemos desanudar



Colores

pero NO estamos seguros de que al nudo
ocho no lo podemos desanudar

(jcosas de matemdaticos?)
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Pero, insisto, si dos nudos estan anudados,

jcomo sé si son el mismo nudo o no?



Para saber si dos nudos son el mismo,
debo transformar (deformar) un diagrama
en el otro.

(es la Gnica herramienta que tenemos)












Pero, para distinguir dos nudos...



Todos los nudos del mundo



Comenzamos con un diagrama de un nudo.



Marcamos un punto de inicio y una direccion
sobre el nudo



A partir del punto de Inicio recorremos el
nudo y numeramos los puntos de cruce

que nos vayamos encontrando hasta que
regresemos al punto base.






























Cada punto de cruce recibe dos numeros:
uno es par y el otro es impar.

518



Escribimos estas parejas de nimeros en dos
renglones, con los impares arriba y en orden:

S W
Co O
N ~

B~ =



Nos quedamos solo con los numeros pares
(en el orden que tomaron)



El codigo de este diagrama es

4 6 8 2




Otro ejemplo:
















































Terminamos con

1 3 5 7 9 11 13
10 8 12 14 2 4 6



El codigo de este diagrama es

10 8 12 14 2 4 6




Tenemos varios problemas.



i Qué tal si comenzamos en otro punto base?






1 3 5 7 9 11 13

8 10 12 2 14 4 6



El cédigo de este (mismo) diagrama es

8 10 12 2 14 4 6



Antes fue
10 8 12 14 2 4 6

y ahora es

8 10 12 2 14 4 ©



;Y qué tal si escogemos otra orientacion?









El cédigo de este (mismo) diagrama es

6 10 12 14 2 4 §




i Qué tienen que ver estos cddigos distintos?



1 3 5 7 911 13 1 3 5 7 9 11 13
10 8 12 14 2 4 6 g 10 12 2 14 4 6

1 3 5 7 911 13 1 3 5 7 9 11 13
g 10 14 12 2 4 6 6 10 12 14 2 4 8



Sin dibujos se puede

1 35 7 911 13 1 3 5 7 9 11 13
10 8 12 14 2 4 6 g 10 12 2 14 4 6

1 3 5 7v 911 13 1 3 5 77 9 11 13
g 10 14 12 2 4 6 6 10 12 14 2 4 8



1+6=7 3+6=9 5+46=11 74+6=13 9+6=1 1146=3 1346=19
10+6=2 38+6=14 124+6=4 1446=6 2+4+6=8 4+6=10 6+46=12

/9 11 13 1 3 5
2 14 4 6 8 10 12

1 3 5 7 9 11 13
g 10 12 2 14 4 6



Bueno.

;Y esto pa qué sirve?



Ejemplo

6 12 14 18 16 4 2 10 8



iEsto esta muy bueno!



Pero vamonos despacito.



Comenzamos con un diagrama de un nudo.

Marcamos un punto de inicio y una direccidon sobre el nudo

A partir del punto de inicio recorremos el nudo y numeramos
los puntos de cruce que nos vayamos encontrando hasta que

regresemos al punto base.



Cada punto de cruce del diagrama recibe
dos numeros: uno es par y el otro es impar.



(j...7)



