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Ejemplo 7. En el ejemplo 4 establecimos que f : (0,1] — R definida por

flz) = % es una funcién continua que no se puede extender de manera

continua a [0, 1] = (0,1). Del teorema anterior resulta entonces que f no es
uniformemente continua en (0, 1].

En un espacio métrico resulta de interés la siguiente familia de funciones.

Ejemplo 8. Sea M un espacio métrico. Para cada conjunto A C M defina-
mos la funcién dy : M — [0, oo] por

da(z) :=inf{d(z,a) :a € A}, Ve e M

Sea x € M. Notemos entonces que d(z,0) = oo y d(z, A) < d(z,ay) < 00
si ap € A. Cuando A # (), probaremos enseguida que ds : M — [0,00) es
una funcién de Lipschitz.

Supongamos pues que A # () y consideremos x,y € M y a € A. Entonces

da(x) < d(w,a) < d(z,y) +d(y,a), ¥y € M.

Lo cual implica que d4(x) —d(z,y) < da(y), esto es, da(x) —da(y) < d(z,y).
Intercambiando enseguida x con y concluimos que

|da(z) — da(y)| < d(z,y), Yo,y € M

Esto prueba lo afirmado.

Siz € A, notemos que da(x) = 0. Por la continuidad de d4, esto implica
que da(z) = 0 cuando x € A. Supongamos ahora que * € M y da(x) = 0.
Entonces, para cada n € N podemos encontrar a,, € A tal que d(z,a,) < %

Lo cual implica que a,, — = y por lo tanto « € A. Hemos asf demostrado que

x € Asi,ysolosi,z € Myda(z)=0.

2.4. Meétrica Inducida por una Norma

En esta seccién estableceremos que un espacio normado es un espacio
métrico y analizaremos algunas situaciones que aparecen en este caso.

Definicién 11. Para un espacio normado X definamos
d($7y> = ”Qf - y”v vxay € X.

Es consecuencia directa de las propiedades de la norma || - || que d es una
métrica en X, a la cual llamaremos métrica inducida por la norma ||-|.
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Sea X un espacio normado. Entonces, considerando en X la métrica indu-
cida por la norma, quedan definidos todos los conceptos topolégicos y métri-
cos desarrollados con anterioridad. Enseguida discutiremos algunas cuestio-
nes relativas a ellos.

La desigualdad
ezl =Nyl < llz —yll, Yo,y € X,

establecida en el lema 1.2.3, indica que la norma |- : X — R es una funcién
de Lipschitz. En particular, es uniformemente continua.

Notemos enseguida que la convergencia de sucesiones en X corresponde
precisamente a la convergencia bajo la métrica inducida por la norma. Lo
mismo sucede con el concepto de sucesién de Cauchy.

Supongamos ademds que el espacio normado X es completo. Observemos
que esto corresponde a que X, con su métrica inducida, sea un espacio métrico
completo. Consideremos enseguida M C X, con la métrica inducida por la
métrica de X . Siendo X completo, del lema 11 (p. 46) se sigue que el espacio
métrico M es completo si, y solo si, M es cerrado. La mayoria de los espacios
métricos completos que encontraremos se obtendran de esta forma.

Definicién 12. Sean M y N espacios métricos. Una funcién f: M — N es
una isometria, si

d(f(z), f(y)) = d(z,y), Y,y € M. (2.2)

Sean M y N espacios métricos y supongamos que f : M — N es una
isometria. Luego, fes1—1y f~': f(M) — M también es una isometria. Por
otra parte, de (2.2) resulta que f es de Lipschitz. Supongamos adicionalmente
que f es suprayectiva. Notemos entonces que f es un homeomorfismo entre
M vy N. Ademés, al ser fy f~! funciones uniformemente continuas, si M es
completo N = f(M) también lo es.

La condiciéon 2.2 indica que una isometria preserva la distancia entre
puntos. Estableceremos enseguida que en el caso de un operador lineal entre
espacios normados, esto equivale a que preserve la norma de cada vector.

Lema 14. Sean X,Y espacios normados y'T : X — Y un operador lineal.
Entonces, T es una isometria si, y solo si,

[T) = =], V& e X.



2.4. METRICA INDUCIDA POR UNA NORMA 93

Demostracion Sean z,y € X. Supongamos primero que 7’ es una isometria.
Ya que T'0 = 0, se obtiene entonces que

|Tz|| = d(Tx,T0) = d(z,0) = ||z||.
Supongamos ahora que el operador lineal T preserva la norma. Luego,

d(Tz,Ty) = [Tz = Ty| = |T(z = y)|| = [lv = yll = d(z,y). O

Sea X un espacio normado. Para cada w € X y ¢ € K, definamos la
traslacion por w, T, : X — X,y la multiplicacion por ¢, M. : X — X, como
Tw(x) =z +w, M.(x):=cz,

respectivamente. Observemos que
1Tw(z) = Tw®)ll = Iz —yll, Yo,y € X, (2.3)
y
[Mc(z) = Me(y)|| = Ic] [z =y, Yo,y € X. (2.4)

Se sigue de (2.3) que cada traslacién T, es una isometria en X y de (2.4)
resulta que cada multiplicacion M, es de Lipschitz. Notemos que T, siempre
es una biyeccion y M, lo es cuando ¢ # 0. Ademds

(Tw)™" =Ty (Me)™! = My, Ve #0.
Asi, T, v M.,V ¢ # 0, son homeomorfismos de X en X.

Los siguientes resultados son consecuencia directa de la continuidad de
las operaciones vectoriales en un espacio normado (tma 1.2 (p. 15)).

Lema 15. Sea X un espacio normado. Si'V C X es un subespacio vectorial,
entonces también lo es su cerradura V.

Notaciéon Sean D un conjunto no-vacio y E un espacio topoldgico. Consi-
deremos f, : D - ENne Ny f: D — E.Si f,(z) = f(z), Vz € D,
diremos que {f,} converge puntualmente a f y lo expresaremos por f, — f.

Lema 16. Sean V' un espacio vectorial, Y un espacio normado, T, : V — Y,

VneNyT:V =Y. Sicada operador T, es lineal y T,, — T, entonces el
operadotr T' es lineal.
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