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Cuando las funciones toman valores en un espacio normado podemos
operar vectorialmente con ellas. El siguiente resultado indica que al hacerlo
se preserva la continuidad.

Proposicion 7. Sean E un espacio topologico, X un espacio normado,
frg: E— X, ycekK.

i) Si f y g son continuas en x € E, entonces f + g es continua en x.
ii) Si f es continua en x € E, entonces cf es continua en x.
iii) Si f y g son continuas, entonces f+ g y cf también lo son.

Demostracién i) Sea ¢ > 0. Entonces, para y € F, se cumple

1 () +9(y) = (f(2) + 9@l < [[fy) = f@) + llg(y) — g2 (2.3)

Usando la continuidad de f en x, se obtiene una vecindad V' de x tal que
1 f(y) = f(x)|| <5, Yy € V. Similarmente, existe una vecindad W de z tal
que |g(y) —g(z)]| < 5, Vy € W. Luego, VNI es una vecindad de z y, por
(2.3), se satisface

1f(y) +9(y) — (f(z) +g(x))] < e VyeVnW.

ii) Consideremos primero el caso en que ¢ = 0. Entonces ¢f = 0 es
continua. Consideremos ahora ¢ # 0. Sea € > 0. Notemos que

lef(y) = cf (@)l = Id [[f(y) = f@)]l, Vy € E. (2.4)

Usando la continuidad de f en x, se obtiene una vecindad V' de x tal que
I f(y) — fz)]] < > Vo € V. De acuerdo con (2.4), esto implica que

lef(y) —cf(@)] < & VyeV.

iii) La conclusién se obtiene aplicando ii) y iii) en cada punto x € E. O

Sea E un espacio topoldgico y consideremos funciones continuas definidas
en F y con valores en K. En este caso, ademéas de sumarlas o multiplicarlas
por escalares, podemos multiplicarlas (fg) o dividirlas entre si (%) Natural-
mente, la funcién cociente 5 estara definida sélo en aquellos puntos z € E
tales g(z) # 0. La siguiente proposicién indica que estas operaciones con

funciones también preservan la continuidad. Dejamos su prueba al lector.
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Proposicion 8. Sean E un espacio topologico, f,g: F - K yx € E.

i) Si f y g son continuas en x, entonces fg es continua en x.

ii) Si f y g son continuas en x y g(x) # 0, entonces f es continua en x.
g

ii1) Si f y g son continuas, entonces fg y i son continuas.
g

2.5. Densidad y Separabilidad

A continuacién analizaremos dos propiedades que se pueden presentar en
un espacio topoldgico y, en particular, en un espacio métrico.

Definicion 13. Sea E un espacio topolégico. Un conjunto A C E es denso
(en F)si A=FE.

Sean E un espacio topoldgico y A C E. Para que A = E, notemos que
basta que se cumpla £ C A. Luego, A es denso si, y sdlo si, para cada z € F
y cada vecindad V de x, existe y € ANV.

Observemos que la densidad de un conjunto A C E se puede interpretar
en el sentido de que A se “extiende” por todo E.

Cuando F = M es un espacio métrico notemos que A C M es un conjunto
denso si, y sélo si,

ANV(x)#0D, paracadaxz € My e > 0.

Ademsds, por el lema 9 (p. 44), la densidad de A C M también equivale
a que para cada € M exista una sucesién {z,} C A tal que z,, — x.

Definicién 14. Un espacio topologico E es separable, si existe un conjunto
A C FE que es denso y numerable.

Ejemplo 9. Recordemos que el conjunto de ntimeros racionales Q es denso
en Ry Q4+ iQ es denso en C. Siendo Q y Q 4 iQ conjuntos numerables,
concluimos que K es un espacio normado separable.

El siguiente resultado indica que la separabilidad en un espacio métrico
se hereda a cualquiera de sus subconjuntos.

Lema 17. Sea M un espacio métrico. St M es separable y A C M, entonces
A es separable.
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Demostracién Cuando A = () la conclusién es clara. Supondremos a conti-
nuacién que A # (.

Sea {z,, : n € N} un conjunto denso en M. Consideremos enseguida la
coleccién {Vi (x,) : n,m € N}. Sean n,m € N. Si Vi (z,) N A # 0, elijamos
Apm € AN V1 (x,) y denotemos por C' la coleccién de tales elementos A
Observemos que C' es numerable. Tomemos 2 € A v ¢ > 0. Escojamos
m € N tal que £ < §. Por la densidad de {z,} elijamos N € N de manera

que d(z,zy) < - Luego Vi (xx) N A # 0, por lo cual existe an, y

1 1
d(z,any,) < dz,zy)+dey,anm) < —+— <e. O
mom

Definicién 15. Sea X un espacio normado. Un conjunto A C X es total, si
el espacio generado por A es denso en X.

Con frecuencia la separabilidad de un espacio normado se puede establecer
mediante el siguiente resultado.

Lema 18. Sea X un espacio normado. St existe un conjunto A C X que es
total y numerable, entonces X es separable.

Demostracién Si A = (), entonces el espacio generado por A es {0}. Luego
X = {0} = {0} es separable.

Supongamos ahora que A # (). Expresemos A = {vy,...,v,,...} y fijemos
un conjunto @ = {g, : n € N} C K que sea denso y numerable. Para cada
n € N definamos

Dn:{(]1U1+"'+ann:qj€Q7 j:1,,n}

Notemos que cada conjunto D,, es numerable. Luego, también lo es D =
U, D,,. Probaremos a continuacién que D es denso en X. Sea x € X y
e > 0. Siendo (A) denso, existen N € Ny s; €K, j=1,..., N, tales que

N

€
xr — Zs]v] 5
Tomemos a := méax{||vi||,...,|lvn|}. Ahora, por la densidad de @ en K,
existen ¢, ...,qy € @ tales que
€
=8 < =—, Vj=1,...,N.
|q.7 S]‘ — 2(@+1)N’ J ) )
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Luego
N N N
r=Y gl < |l =D sl + )]s — a)vl
=1 j=1 j=1
N N c .
< x—;sjvj +;]5j—qj|a§§+§:e. O

Proposicion 9.

i) Si X es un espacio normado de dimension finita, entonces X es separable.
ii) (P es separable, ¥ p € [1,00), lo mismo que cy.

iii) €>° no es separable.

Demostracién i) Sea n = dim X. Si n = 0, la conclusién es clara. Supon-
gamos que n > 1 y sea B = {vy,...,v,} una base de X. Ya que (B) = X, el
conjunto B C X es total. Usando ahora el lema anterior resulta lo afirmado.

ii) Tomemos X = (7, donde 1 < p < oo, 0 X = ¢y. Sea B = {e,} el
sistema candnica y consideremos x = {a, } € X. Entonces z =Y | aye,, de
acuerdo a (1.29) (p. 32). Se sigue que x se puede aproximar por combinaciones
lineales de los vectores e,, € B. Lo cual implica que la base canénica B C ¢
es total. La conclusién se obtiene aplicando después el lema anterior.

iii) Sea {x,, : n € N} C ¢*° un conjunto numerable. Para cada n, exprese-
mos &, = {anm : m € N}. Teniendo presente el método de diagonalizacion
de Cantor, construimos = = {a,} como sigue. Fijemos n € N. Si |a,,|< 2,
elegimos a,, = 3; si |a, /> 2, tomamos a,, = 1. Luego, z € (* y

|z — 2nlloo > |an — ann] > 1, VneN.
esto muestra que {x,} no es denso. Por lo tanto, > no es separable. O

Observacién 3. Notemos que ii) del resultado anterior indica que ¢y o = (B)
es denso en ¢y y en cada espacio #, 1 < p < oo.

Proposicién 10. Sean a,b € R, a < b. El espacio C([a,b],K) es separable.

Demostracién Consideremos el subconjunto B = {z" : n € Ng}. Observe-
mos que su espacio generado es (B) = {P : P es un polinomio }. Ya que el
teorema de Weierstrass indica precisamente que (B) es denso en C([a, b], K)
concluimos que B es un conjunto total. Aplicando ahora el lema 18 (p. 57)
resulta que C([a, b], K) es separable. 0O Notas
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