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2.6. Teorema de categoria de Baire

A continuacién analizaremos una propiedad fundamental en un espacio
métrico completo. Para ello requerimos de los siguientes conceptos.

Definicién 16. Sean F un espacio topologico y A C F.

a) A es denso en ninguna parte, si A0 =1,

b) A es de la primera categoria, si A = U2 | A, donde cada A, es denso en
ninguna parte.

c) A es de la sequnda categoria, si no es de la primera categoria.

d) A es residual, si su complemento A° es de la primera categoria.

En contraparte con lo que sucede un conjunto denso, resulta natural in-
terpretar como “ralo ”"a un conjunto A C E que es denso en ninguna parte.

Lema 19. Sean E un espacio topoldgico y A C E. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

i) A es denso en ninguna parte.
ii) A es denso en ninguna parte.

iii) A° es denso.

Demostracién i) = ii) Esta implicacién resulta de que A = A.

ii) = iil) Sea x € E y tomemos cualquier vecindad V' de z. Ya que
A’ = 0, esta vecindad no estd contenida en A. Luego, V N A°¢ # (. Esto
prueba que A€ es denso.

iii) = i) Consideremos x € A y sea V C F una vecindad de z. Puesto
que A° es denso,resulta que VN A€ #£ (. Asi, V no estd contenida en A. Esto
indica que x ¢ A° y se sigue entonces A° = (). O

Ejemplo 11. Un conjunto de la primera categoria

1) Consideremos F = Ry A = Q. Expresemos Q = Upen{qn}- Ya que
{3} ° = {g.}° = 0, concluimos que Q es de la primera categoria. Por consi-
guiente, el conjunto de nimeros irracionales I = Q¢ es residual.

Resulta de interés notar también que, aun siendo de la primera categoria,
Q es denso en R.

Teorema 3 (de categoria de Baire). Sean M un espacio métrico y {W, :
n € N} una coleccion de abiertos que son densos en M. Si M es completo,
entonces N>, W, es denso.
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Demostracién Sean x € M y r > (. Basta probar que existe xo € N7, W,
tal que d(x,xo) < r.

Por la densidad de W; elijamos x; € Wi N V,.(x). Ya que Wi N V,.(z) es
abierto, tomemos después r; > 0 tal que 1 < 5y

B, (z1) CWiNV,(x).

Repitamos ahora el procedimiento anterior con W5 en lugar de W; y con
Vi1 (21) en lugar de V,.(z). Se obtiene asi xy € M y 7y > 0 tales que ro < 3y

B,,(r2) € WaN V., (21).

Continuando con este procedimiento, obtenemos sucesiones {z,} C M y
{r} € (0,00) tales que r,, - 0y

By, (tpi1) SWo NV, (2,) € B, (z,), Vn € N. (2.11)

Tn+1

Veamos que la sucesion {z,} es de Cauchy. Sea N € N. Por la contencién
anterior se cumple

Ty Ty, € Bry(Tn), Vn,m > N. (2.12)

En consecuencia, d(z,,z,) < 2ry, Vn,m > N. Ya que ry — 0 cuando
N — o0, se sigue que {z,} es de Cauchy.

Sea xo = lim, - x,. Puesto que B, (zy) es un conjunto cerrado, de
(2.12) resulta que zp € B,,(xy), VN € N. De acuerdo con (2.11), esto
implica que xy € NS, W,,. Ademas zy € B, (z1) C V,(z). O

Corolario 2. Sea M un espacio métrico completo.
i) St A C M es residual, entonces A es denso.

ii) Si M es no-vacio, entonces M es de la sequnda categoria.

Demostracién i) Expresemos A¢ = U2 | A,,, donde cada conjunto A, C M
es denso en ninguna parte. Asi, para cada n € N, el conjunto abierto A, °
es denso. Por el teorema anterior, esto implica que ( ;‘f’:lA_n) ¢ = F‘lZ":lA_nc
es denso en M. Notando ahora que (U2, A4,,)¢ C (U, A,)¢ = A concluimos
que A es denso,

ii) Probaremos la proposicién contrapositiva. Supongamos pues que M
es de la primera categorfa. Esto equivale a que ) sea residual. Siendo M un
espacio métrico completo, el teorema anterior indica entonces que () es denso

en M. Esto sélo es posible si M = (). H
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2.7. Teorema de contraccion

Como motivacién para el estudio de los espacios de Banach, en la intro-
duccién senalamos que algunos problemas importantes equivalen a encontrar
el punto fijo de una funciéon. En esta seccion daremos una respuesta posi-
tiva a esta cuestion, para lo cual estableceremos que en un espacio métrico
completo no vacio, la siguiente clase de funciones tienen un tnico punto fijo.

Sean D un conjunto y f : D — D. Recordemos que la n-ésima iteracién
de f es la funcién

f"=/fo...of (n veces).

Veamos primero que en un problema de punto fijo el iterar la funcién
involucrada puede ser la clave.

Sean pues M un espacio métrico y f : M — M una funcién continua.
Tomemos xy € M y consideremos la sucesion de iterados {f"(x¢)} C M.
Supongamos que esta sucesién es convergente, digamos

f"(xo) =y € M.

Aplicando ahora f y usando su continuidad resulta que f"*(z) — f(y).
Ya que {f""'(x)} es subsucesién de {f,(x)}, se sigue de lo anterior que
f(y) =y, esto es, y es un punto fijo de f.

Como podremos apreciar, el teorema de contraccion establece que cuan-
do M es completo y f pertenece a la clase de funciones que introducimos
enseguida, el método anterior funciona, y para cualquier xy € M.

Definicién 17. Sea M un espacio métrico. Una funcién f: M — M es una
contraccion, si existe ¢ € (0,1) tal que

d(f(z), fly) < cd(z,y), Yo,y € M. (2.13)

Notemos que cada contraccién es una funcién de Lipschitz y, en conse-
cuencia, es uniformemente continua.

Teorema 4 (de contraccién). Si M es un espacio métrico completo no-vacio
y f: M — M es una contraccion, entonces f tiene un unico punto fijo.

Demostracién Empecemos tomando ¢ € (0, 1) para que se cumpla (2.13).
Probaremos primero la unicidad. Para ello, supongamos que x,y € M son

tales que f(z) =z y f(y) = y. Luego
d(z,y) = d(f(x), [(y)) < cd(z,y).
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Ya que ¢ < 1y d(z,y) > 0, esto implica que d(z,y) = 0y, por lo tanto,
x=y.

Probaremos ahora la existencia del punto fijo siguiendo el método que
describimos antes de la definicién (2.13). Sea zy cualquier punto en M y
consideremos la sucesion de sus iterados bajo f, es decir

T = f(x0)7 T2 = f(xl) = f2<x0)a sy Tpgl = f(xn) = fn—H(xO)'

Como ya vimos, basta establecer que esta sucesién {z,} es convergente.
Puesto que M es completo, esto equivale a probar que {x,} es de Cauchy.
Para utilizar entonces el lema 3.12, notemos que

d($n>$n+1) = d(f(xnfl)a f(wn)) < Cd(mnfbmn)
< Pd(wy_o, 1 1) < ... < (20, 71). (2.14)

Ya que 0 < ¢ < 1, esto implica que la serie Y >, d(z,, z,+1) converge.
Aplicando ahora el lema 3.12, concluimos que {z,} es de Cauchy. O

Observaciéon 5.

1. Sean M y f como en el teorema anterior. Conviene enfatizar que el punto
fijo = de f se obtiene a partir de cualquier punto inicial xy tomando

r = lim f"(xg).
n—oo

Consideremos n > m. Entonces, usando la desigualdad del triangulo y
(2.14), llegamos a que

n—1
d<xm> xn) S d(l’m, zm—l—l) +... .+ d(xn—la xn) S Z de(l'(), xl)
k=m
< ]; Fd(xg, 1) = 16_ d(xo, 1)
Haciendo a continuacion n — oo, resulta
Cm
d m) < d(xg, x1).
(@, 2m) < 1—¢ (o, 71)

Observemos ahora que esta estimacién permite calcular aproximaciones

al punto fijo z con la precisién que se requiera. Notas
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