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Ya que B es una bola cerrada en X y X es completo, B también es un
espacio métrico completo. Luego, para establecer que F' : B — B tiene un
punto fijo sélo resta probar que F': B — B es una contraccion.

Enseguida supondremos que tg < t < tg+a; el caso en que tp—a <t < ty
se desarrolla analogamente. Consideremos las funciones z,y € B. Usando la
hipétesis (2.18) se llega entonces a que

|Fa(t) — Fy(t)]| = \

[ stscatopas = [t

< / 1 (s,2(5)) — F(s, 9(s)) | ds

< [ Kl = y()lds < kit = to) oyl (222

to

Por lo tanto
|Fz— Fylloo < ka|lz — Y|, Yo,y € B. (2.23)

Si ka < 1, la desigualdad anterior indica que F' es una contraccién y la
prueba termina. De lo contrario, veamos si F? es una contraccién. Empleando
(2.22), resulta

1F22(t) — Pyl <[ [1f(s, Fa(s)) = f(s, Fy(s)) |lds

t
< Ble— yHoo/ (s — to) ds
to
L P
9 Ylloo-
Por consiguiente
k2a?
1F%2 = FPyllee < —=ll7 =yl
En general, continuando con el proceso anterior, llegamos a que
k"™

[F"z = F'ylleo < 12 = Ylloos Y,y € B.

n!
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Ya que lim,, ,, 5~ = 0, la desigualdad anterior implica que alguno de
los iterados F'™ es una contraccion. La conclusion se obtiene aplicando ahora
el corolario 1 (p.52). O

Observacién 6.

1. Cabe notar que en la prueba anterior se establecio la existencia y unicidad
de la solucién en el intervalo [ty — «, ty + @], siendo

b
a—ml’n{a,—} > 0,
c

donde a,b y ¢ se escogen de acuerdo con (2.17) y (2.19). Observemos ademas
que « no depende de la constante k que aparece en (2.18).

2. Sea B como en (2.20) y tomemos como punto inicial cualquier funcién
Yo € B. Entonces, la sucesion de iterados bajo F' toma la forma

n(t) = Fyolt) =z + / £(5,90(s)) ds

Tpp1(t) = Fxn(t):xo—i—/t f(s,zn(s))ds

C. E. Picard (1856-1941) fue el primero en demostrar directamente que
esta sucesién de funciones converge a la solucién. El método que resulta de
este hecho es llamado método de aproximaciones sucesivas. Cabe observar
que siempre es posible empezar con la funcién constante yo(t) = xo.

3. Sea f : 0 — R™ una funcién de clase C*. Ya que R C ) es un conjunto
compacto, resulta que f es de Lipschitz en R y, por lo tanto, la condicion
(2.18) se cumple. Esto permite concluir que en este caso el anterior teorema
de existencia y unicidad es vélido.

4. Consideremos el problema original (2.15). Notemos que ahi no aparece
explicitamente ningin espacio de funciones ni el operador integral F'. Dado un
problema en ecuaciones diferenciales, el llamado “método funcional” consiste
precisamente en construir espacios de funciones y operadores adecuados para
analizarlo.



Capitulo 3

Operadores lineales acotados

3.1. Continuidad

Recordemos que si 7' : R" — R es un operador lineal, entonces 7T es conti-
nuo. Sin embargo, cuando en lugar de R" se consideran espacios normados de
dimensién infinita, el siguiente ejemplo muestra que esto puede no ser cierto.

Ejemplo 1. Un operador lineal discontinuo
Denotemos por X el espacio normado que resulta al tomar C([0,1],R)
con la norma ||-||;, dada por ||f||; = fol |f]- Sea ¢ : X — R la evaluacién en
1, definida por
e(f)=r(),
y notemos que ¢ es lineal. Consideremos enseguida la sucesiéon {f,} C X,
donde f,(t) = t". Entonces

1
1
1i Rl = 1 t" =1 =0.
S [ fall nL%O/O ST
Por otra parte, ¢(f,) = fu(l) = 1, Vn € N. Resulta asi que f, — 0
y que {¢(f,)} no converge a 0. Concluimos entonces que el operador lineal

¢ : X — R no es continuo en 0.

A continuacion veremos que la continuidad de un operador lineal depende
de una propiedad sencilla de formular.

Definicién 1. Sean X y Y espacios normados. Una funcién 7': X — Y es
un operador lineal acotado, si T es lineal y su restriccion a la bola Bx es una
funcion acotada.
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Observacion 1. Conviene notar que la definicién anterior no significa que
el operador lineal T : X — Y sea una funciéon acotada.

Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal acotado.
Entonces existe un nimero real ¢ > 0 de manera que

ITz|| <e¢, si|z] <1 (3.1)

Consideremos ahora cualquier elemento x € X, z # 0. Luego, por la
linealidad de T, resulta % = HTH_ZC:H” < ¢. Por lo tanto

ITz|| < ¢|lz|, Vz € X. (3.2)

Reciprocamente, si se satisface (3.2) notemos que se cumple (3.1). Con-
cluimos entonces que la desigualdad (3.2) equivale a que T sea un operador
lineal acotado.

Finalmente observemos que, por cumplirse T'(Az) = ATz, VA € K, para
concluir que T' es un operador lineal acotado, basta verificar que T es acotado
en alguna bola B,.(0), donde r > 0.

Teorema 1. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador
lineal. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

i) T es uniformemente continuo.

ii) T es continuo en algin punto de X.

iii) T es un operador lineal acotado.

Demostracién i) = ii) Esta implicacion es clara.

ii) = iii) Supongamos que 7" es continuo en zq € X. Considerando € = 1,
existe entonces 6 > 0 tal que

|z —xo]| < 0 = ||Tx—Txo| <1. (3.3)

Sea w € X tal que ||w| < 1. Tomando x = z+ dw, resulta ||z — xq|| < 4.
Usando ahora (3.3) y la linealidad de 7" obtenemos

S| Tw|| = ||[Tz — Tzl <1.

Por lo tanto [|[Tw| < 3, Yw € By.
iii) = 1) Elijamos ¢ > 0 tal que ||Tw|| < ¢|lw||, Yw € X. Luego, para
x,v € X se cumple

[Tz = Tol| = [|T(z —v)| < cllz—vl. B
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Sean X y Y espacios normados, y T : X — Y un operador lineal acotado.

1) Entonces T' es uniformemente continuo y, aplicando el lema 2.13, resulta
que T preserva sucesiones de Cauchy.

2) Si ) 7 x, es una serie convergente en X, entonces

0o N
T (Z xn) = T (limN_>C>o Zﬁf:l xn> A}l_r)nm T (Z xn>
n=1 n=1
= limyoe Yo T2, = Y Ta,.
n=1

Asi, T preserva series convergentes.

3) Su nicleo es un subespacio vectorial cerrado, pues

Ejemplo 2. Sean D un conjunto no vacio, ¥ un espacio normado y conside-

remos el espacio normado de funciones acotadas B(D,Y). Para cada a € D
definamos el operador evaluacién en a, 6 : B(D,Y) — Y, por

Observemos que ¢ es lineal. Ya que

16CHIT = (@ < £l

concluimos que ¢ es un operador lineal acotado.

Notas

Clase 17, marzo 29, 2023
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