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En general, puede ser bastante complicado el determinar la norma de un
operador lineal acotado. Sin embargo, como apreciaremos enseguida, en los
ejemplos de la seccion pasada si podemos hacerlo.

Ejemplo 4. Operadores evaluacién en B(D,Y)

Sean D un conjunto no vacio y Y un espacio normado distinto de {0}.
Fijemos a € D y sea § : B(D,Y) — Y el operador evaluacién en a. En
el ejemplo 2 vimos que [[0(f)]| = ||f(a)|| < || flleos YV f € B(D,Y). Lo cual
implica que ||d]| < 1. Concluiremos que ||6|| = 1 probando ahora que ||0]| > 1.

Ya que Y # {0} tomemos 3y € Y tal que ||yo]| = 1. Definamos después
f:D—=Ypor f(r) =0siz#ay f(a) = yo. Entonces ||f||cc = 1. Luego
181> 16CHI = lgoll = 1.

Ejemplo 5. Proyecciones en (P
Fijemos p € [1,00] y tomemos j € N. La j-ésima proyeccidn, es la funcién
7j : 7 — K definida por
mi({an}) = a;.

Observemos que 7; es lineal. Puesto que

i ()] < ey, Ve,

el operador lineal 7; es continuo y ||7;|| < 1. Para concluir que [|i|| = 1,
veremos enseguida que ||i]| > 1.
Tomemos sy = ey. Entonces ||sol|, = 1y [|i(s0)|lcc = [|S0llcc = 1. Se sigue

ahora que ||i|| > 1.

Observacién 2. Al identificar una sucesién {a,} con la funcién f: N - K
tal que f(n) = a,, notemos que la proyeccién 7; viene a ser simplemente la
evaluacion de f en j. Esto es, m;({a,}) = a; = f(j).

Definicién 2. Sean X y Y espacios normados tales que X C Y.
a) Llamaremos inclusion al operador i : X — Y definido por i(z) = =.

i) Si la inclusién i : X — Y es continua, diremos que i es un encaje (0 que
X estd encajado en Y'). Para expresar esto indicaremos X «— Y.

Ya que una inclusién ¢ : X — Y es lineal, notemos que ¢ es un encaje si,
y sélo si, existe ¢ > 0 tal que

lzlly < ¢|z|x, Vo€ X.
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Ejemplo 6. Encaje de /Z en ¢y, 1 < p < 00
Fijemos p € [1,00). En el ejemplo 3 probamos que * C ¢y y que, siendo
i1 fP — ¢y la inclusién, se cumple que [[i(s)]|oo < [|S]|,, Vs € 2. Por lo tanto
||li]| < 1. Para concluir que [|i|| = 1, veremos enseguida que |[|i|| > 1.
Tomemos sy = e;. Entonces [|soll, = 1y [|i(s0)]|cc = ||S0]|oc = 1. De la
definicién de ||i]| se sigue ahora que ||i]| > 1.

El siguiente funcional aparece naturalmente en el espacio de sucesiones
convergentes c.

Ejemplo 7. Definamos ¢ : ¢ — K por
o(x) := lim a,, Vo ={a,} € c.
n—oo

De las propiedades de las sucesiones convergentes se sigue que ¢ es lineal.
Ya que |a,|< [|z]|e, V1 € N, al hacer n — oo, resulta

p(@)] < fl2lle, Yo €,

lo cual indica que ||| < 1. Asi, ¢ es un funcional lineal acotado y ||¢|| < 1.
Por otra parte, denotando por 1 la sucesiéon constante 1, obtenemos que
I1]| =1y ¢(1) = 1. Concluimos entonces que ||¢|| = 1.

Usando el funcional ¢ anterior probaremos a continuacién que el espacio
normado ¢y es completo.

Puesto que ¢y C ¢ y ¢ es completo, basta establecer que ¢y es cerrado en
c. Lo cual se sigue directamente de observar que ¢ = N(¢) y ¢ : ¢ = Kes
un funcional lineal acotado.

Extensién lineal y continua

Sean X un espacio normado, Y un espacio de Banach y V' C X un
subespacio vectorial. Supongamos que 7' : V' — Y es un operador lineal con-
tinuo. Luego, T' es uniformemente continuo y, por el teorema 2.2.2, es posible
extenderlo unfvocamente de forma continua a la cerradura V. Probaremos
enseguida que esta extensién sigue siendo lineal y con la misma norma de 7.

Lema 2. Sea X un espacio normado. StV es un subespacio vectorial de X,
entonces V' es un espacio vectorial.



3.3. NORMA EN EL ESPACIO COCIENTE 5

Demostracién Sean x,y € V, ¢ € K. Tomemos sucesiones {z,}, {y.} CV,
tales que z, - = y y, — y. Luego z, + vy, — * + vy, cx, — cx.

Esto indica que z +y € V y cx € V. Puesto que 0 € V, concluimos
entonces que V es un subespacio vectorial de V. O]

Teorema 3. Sean X y Y espacios normados, yV C X un subespacio vecto-
rial. St T :'V —'Y es un operador lineal acotado y'Y es completo, entonces
existe una unica extension T : V. — 'Y que es continua. Ademds T es lineal

y 1T =]

Demostracion Siendo un operador lineal acotado, T" es uniformemente con-
tinuo. Aplicando ahora el teorema 2.2.2 concluimos que su extensiéon continua
T:V — Y es tnica y uniformemente continua.

Sean x,y € V, ¢ € K, y tomemos sucesiones {x, } y {y,} tales que ,, — @
Y Yn — y. Puesto que x, + y, — * +y y cr,, — cx, de la continuidad de T
resulta ahora que T'(z, +y,) = T2, +Ty, — To+Ty, cTx, = T(cx,) — cTx.
Por consiguiente

T(x+y) = lim T(z,+y,) = lim (Tz, +Ty,) = Tz +Ty,
n—r00 n—r00
T(cx) = lim T(ca,) = lim T'(x,) = Ta.
n—oo n—00

Esto indica que T es lineal.

Puesto que By C By, se cumple ||T|| < ||T||. Para establecer la otra
desigualdad, consideremos x € V' y tomemos una sucesiéon {z,} C V tal que
x, — x. Usando la continuidad de T' y de las normas resulta entonces que

Tz = || M Tl = M (| Tay|| < M ([T flonll = [T [|2], Vo € V.
n—00 n—o0 n—o0

Por lo tanto, ||T|| < ||T]|. ©

Observacién 3. Sean X y Y espacios de Banach. De acuerdo al teorema
anterior, para definir un operador lineal continuo 7" : X — Y basta definirlo
entonces en un subespacio vectorial V' que sea denso en X.

3.3. Norma en el espacio cociente

Sean X un espacio normado y W C X un subespacio vectorial. Nos
interesa entonces definir una norma “apropiada”en el espacio cociente X/W.
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En la seccién 1.1. establecimos que la clase de equivalencia médulo W de
r € X es [x] = x + W. Considerando que en un espacio normado la norma
de un elemento es su distancia al origen, proponemos la definicién

| =] || x/w == d(0,2+W),Vz e X,
donde d(0,z + W) es la distancia del 0 en X al conjunto z + W C X. Asi
| (=] || xyw = mf{||lz +w]| : w e W}. (3.8)

Siendo W un subespacio vectorial, se cumple que —W = W, por lo que
|| [«] || x/w también se puede expresar como

| =] lxyw = f{|jlz —w| :weW} = dx,W), Vo e X. (3.9)

Supongamos momentaneamente que W no es cerrado, y consideremos
x € W\ W. Entonces [z] # 0y, de acuerdo con (3.9), || [z] ||x;w = 0. Esto
indica la necesidad de que el subespacio W sea cerrado para que ||-||x/w
pueda ser una norma.

Lema 3. Sean X un espacio normado, W C X wun subespacio vectorial y
|-l x/w la funcion definida por (3.8).
i) |||l x/w es una seminorma en X/W.

i) Si W es cerrado, entonces ||-||x/w es una norma, a la cual llamaremos
norma cociente.

Demostracién i) Claramente, la funcién ||-|| x,w toma valores no-negativos y
| [0] || x/w = 0. Consideremos = € X y ¢ € K. Si ¢ = 0, entonces || [cz] || x;w =
0=|d || [=] || x/w. Supongamos ahora que ¢ # 0. Luego,

lelz]llxw = llealllxw = Wmf{flcz —w]: we W}
= || inf{||z — %II cw e W)
= | nf{|lz =yl -y € W} = |l [«] | x/w-
Sean z,y € X. Dado € > 0, por (3.9), existen w, z € W de manera que

[ —wll < [zl llxw +e lly ==l < [yl llxw +e
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Puesto que w, z € W, esto implica

I+ Blixow = e+ lllxaw < Jloty—w =2
<l = wll + lly = =l < 1o g+ 1o sy + 2.

N

De aqui, después de hacer ¢ — 0, se obtiene la desigualdad del triangulo.

ii) Consideremos z € X tal que || [z]|x/w = 0. Usando (3.9) resulta
entonces que d(x, W) =0, esto es x € W. Ya que W es cerrado, se sigue que
x € W, es decir, [x] =0. O

Notas
Clase 19, abril 19, 2023
Fernando Galaz Fontes



