Ejemplo 2. Sean D un conjunto no-vacio y V' un espacio vectorial sobre K.
Consideremos funciones f,g: D — V y A € K. Entonces la suma f + g y la
multiplicaciéon por un escalar A f se definen puntualmente, esto es:

(f+9)(x) = flx)+g(x), Af)(z):=Af(z), Yz eD.

Dotado de estas operaciones, procediendo directamente se comprueba que el
conjunto

F(D,V)i={f,f: DV}
constituye un espacio vectorial sobre K.

Notacidén El caso de un espacio de funciones F(D, V) que més nos intere-
sard es cuando V' = K. Por ello, cuando no haya lugar a confusion, en lugar
de F(D,K) simplemente indicaremos F'(D). Mas generalmente, en la nota-
cién relativa a cualquier subespacio de F(D,K) con frecuencia omitiremos la
referencia a K.

Casi todos los espacios W que aparecen en analisis funcional resultan ser
subconjuntos de algin espacio F/(D, V) (por ello precisamente el nombre de
‘funcional’). Luego, una manera de establecer que tales espacios W (con las
operaciones usuales entre funciones) son espacios vectoriales, es establecer
que son subespacios vectoriales de F'(D, V).

Diremos que un espacio vectorial V' tiene dimension finita, si existe un
nimero finito de vectores vy, ..., v, € V, tales que cualquier vector v € V se
expresa como combinacién lineal de ellos. Es decir, si V' es el espacio generado
por A ={vy,...,v,}.

Una coleccién finita {vy,...,v,} €V es linealmente independiente, si la
Unica combinacion lineal de ellos que es cero es cuando los coeficientes son
cero. En otras palabras,

siA,...,\, €Ky Z)\jvj:(), implican que \; =0, j=1,...,n.
j=1

Sea C' = {v, : a € I} una coleccién de vectores en V. Diremos que C
es linealmente independiente, si cualquier subconjunto de C' que sea no-vacio
y finito lo es. Cuando C no sea linealmente independiente, la llamaremos
linealmente dependiente.



Observacion 1. En lugar de decir que una coleccién no-vacia {vy, ..., v,} es
linealmente independiente, se acostumbra expresar que los vectores vy, ..., v,
son linealmente independientes y asi lo haremos con frecuencia.

Sean B C A C V. Si A es una coleccién linealmente independiente,
notemos que B también es linealmente independiente. Equivalentemente, si
B es linealmente dependiente, entonces A también lo es.

En algebra lineal se prueba que si un espacio vectorial V' tiene dimension
finita, entonces existe un entero n € {0} UN tal que en V' hay n vectores
linealmente independientes, y cualquier coleccién de n + 1 vectores en V
es linealmente dependiente. Se establece ademés que tal n es tnico, lo cual
permite definir la dimension de V como dim V' := n.

En contraste con el dlgebra lineal, en el analisis funcional resultan pri-
mordiales los espacios vectoriales V' que no son de dimensién finita, en cuyo
caso definimos dim V' := oo y diremos que V' es de dimension infinita.

En general, notemos que

si v1,...,v, €V son linealmente independientes, entonces dim V' > n.
(1.4)

Lema 4. Sea V un espacio vectorial. Entonces dimV = oo si, y solo si,
existe una coleccion C = {v, : n € N} que es linealmente independiente.

Demostracién Si existe una coleccién como la descrita, utilizando (1.4)
resulta que dim V' > n,Vn € N. De lo cual resulta que dim V' = oo.
Supongamos ahora que dimV' = oo, es decir que V' no es de dimensién
finita. Entonces V' # {0}, por lo cual es posible elegir v; € V' tal que v; # 0.
Sea Ey = ({v1}). Notando que V' # Ej, escojamos v € V' \ E;. Tomemos
ahora Ey = ({v1,v2}). Siguiendo este proceso, se obtienen colecciones de
vectores {v, : n € N} y de subespacios {E,, : n € N} de V, tales que

Unp+1 g En; Vn e N. (15)

Procediendo inductivamente, probaremos a continuacién que, para cada
n € N, los vectores v, ..., v, son linealmente independientes.

Puesto que v; # 0, la afirmacion se cumple cuando n = 1. Consideremos
enseguida vy, ..., Vi1 ¥V A1, ..., Akr1 € K tales que

)\11]1 + ...+ )\kxk + )\k+1'Uk+1 =0. (16)



SiApy1 # 0, a partir de (1.6) despejamos vy y concluimos que vy € Fy,
lo cual contradice (1.5). Luego A\x+; = 0. La hipdtesis de induccién indica
que vy, ...,v; son linealmente independientes. De (1.6) se sigue ahora que
que Ay =...= X\, =0. O

Ejemplo 3. Si un conjunto D tiene un nimero infinito de elementos, enton-
ces dim F'(D,K) = co.

Demostracion De acuerdo a la hipdtesis, elijamos en D un subconjunto
{z, : n € N} tal que z,, # z,, si n # m. Para cada n € N definamos la
funcion f, : D — K por

1, z=u,
e =g
De acuerdo al lema anterior, basta ahora verificar que el conjunto {f,}
es linealmente independiente. Para ello consideremos N € N y supongamos

que los escalares A{,---, A\, son tales que Zivzl A fn = 0. Evaluando en
xg, k=1,...,n, resulta \y = fr(xx) =0. O

Sean V' y W espacios vectoriales sobre K. Las funciones 7" : V. — W
mas sencillas, y por lo tanto muy importantes, resultan ser las que estan
relacionadas con la estructura vectorial de V' y W. Recordemos su definicién.

Un funcién T : V. — W es un operador lineal, si cumple:

Tx+y) = T()+T(y), Yo,y eV,
T(A\x) = MN(z), VzeV, XeK.

Observacién 2. En lugar de ‘operador’, también se usan las palabras ‘apli-
cacion’, ‘mapeo’ o ‘trasformacion’.

Notacién Cuando T sea lineal, escribiremos ‘Tz’ en lugar de ‘T'(z)’.

Sea T': V. — W un operador lineal. Se cumple entonces que 7(0) = 0.
Por otra parte, asociados a T" existen dos subconjuntos de mucho interés, su
nicleo (o kernel)

NT)={zeV :Te=0}CV

y su imagen (0 rango)

RT)=TX)={Tx:x€V}CW.
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Ambos conjuntos son subespacios vectoriales, de V' y de W, respectivamente.

Consideremos ahora el caso en que el operador lineal 7" : V. — W es
1-1, o inyectivo. Sean wvy,...,v, € V vectores linealmente independientes
y supongamos que para A\; € K,j = 1,...,n, se cumple Z?:l ATv; = 0.
Siendo T’ lineal, resulta entonces que

T (i )\jvj> =0="T(0).

Ya que T es 1-1, de lo anterior se sigue que Z?Zl Ajvj = 0. Por la inde-
pendencia lineal de vy, ..., v,, esto implica que A\ = ... = A\, = 0. Lo cual
indica que los vectores Tvy, ..., Tv, son linealmente independientes.

El desarrollo anterior establece que un operador lineal 1-1 conserva la
independencia lineal. Lo cual implica que

si existe T : V' — W lineal e inyectivo, entonces dim V' < dimW. (1.7)
Notas
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