7

Antes de seguir, nos interesa resaltar dos propiedades de la norma cociente.
)l [z] lxw < |z, Vo e X.

Recordemos que la proyeccién canénica 7 : X — X /W estd definida por
7(z) = [z],Vz € X y que es un operador lineal. Podemos notar entonces que
la desigualdad anterior indica que 7 es continuo y ||7|| < 1.

ii) Sean z € X y r > 0.
Si || [#] || x/w < r, entonces existe w € W tal que ||z —w|| <r.  (3.11)

El proximo resultado es muy ttil para probar la completez de un espacio
normado en varias situaciones. Una de ellas es en el caso del espacio cociente.

Lema 4. Sea X un espacio normado. Si {x,} es una sucesion de Cauchy en
X y tiene una subsucesion convergente, entonces {x,} es convergente.

Demostracién (Tarea 2.11.)

Teorema 4. Sean X un espacio normado y W C X un subespacio vecto-
rial cerrado. Si X es completo, entonces el espacio cociente normado X /W
también lo es.

Demostracién Sea {z,} una sucesién en X tal que {[z,]} es de Cauchy en
X/W. De acuerdo al lema anterior, para concluir que {[z,]} es convergente
construiremos una subsucesién suya { [z, ]} que sea convergente.

Siendo {[z,]} de Cauchy, empecemos eligiendo n(1) € N de manera que
a2l g < 27 ¥ = (D). (312

Usando otra vez que {[x,]} es de Cauchy, tomemos después n(2) > n(1)
tal que
| nw = @l < 272 ¥ = () (313

De acuerdo con (3.12) se satisface entonces que
1 [#n() = T lxyw < 274

Usando de nuevo que {[z,]} es de Cauchy, encontramos n(3) > n(2) de
manera que
[ n = @l < 272 ¥ = n(3) (314
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En virtud de (3.15) se cumple ahora que

| [Zn@) — Ta@) lxw < 272

Repitiendo el proceso anterior obtenemos una subsucesion {z,x)} de
{z,}, para la cual se satisface que

Hzaw = zages] lxw < 278, VEEN. (3.15)

Ya que la sucesion {z, )} € X podria no ser de Cauchy, lo que haremos
enseguida es cambiar de representante en la clase de equivalencia [,)],
digamos @, por x; + wy, para que la sucesion {xy, + wy} si sea de Cauchy.

Escojamos w; = 0. Por (3.12) se cumple || [z,,(1) + w1 — Zp(2)] |xw < 271
Usando (3.11) podemos entonces encontrar wy € W tal que

| Zn(1) + w1 — Tn) — wal| < 2~ 1

A partir de (3.15) se cumple que || [z,2) + w2 — Z] [ xyw < 272 Usando
nuevamente (3.11) elegimos w3 € W para que se satisfaga

||£L‘n(2) + wa — Ty (3) — ws|| < 272,

Asi, repitiendo el proceso anterior construimos una sucesién {wy} € W
tal que
Hxn(k) + Wi — Tn(kt+1) — wk+1H < Q_k, VkeN.
Empleando ahora el lema 2.12 se sigue que {xn(k) +wy } es de Cauchy en X
y por lo tanto existe z € X tal que @) +wy — . Luego, por la continuidad
de la proyeccién candnica, concluimos que [Znk)) = [@nw) + wi] — [2]. De
acuerdo al lema 4, esto prueba lo deseado. O

Sean X y Y espacios normados y 7' : X — Y un operador lineal. Recorde-
mos que el operador lineal T inducido por T en el espacio cociente X/N(T),
estd definido por T([z]) = Tx. Enseguida analizaremos la relacién entre la
continuidad de T' y la de T.

Proposicién 2. Sean X yY espacios normados. Si T € L(X,Y), entonces
T:X/N(T)—Y es acotado y | T = ||T|.

Demostracion Sea x € X. Entonces

T[]l = |1 T2]| = |T(x —w)| < || |z — wl, Yw e N(T).
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Luego, tomando el infimo sobre tales w, resulta | T([z])|| < || {] || x /v (1)
De aqui se obtiene que ||| < ||T|.

Por otra parte, se satisface T = T 7w, donde 7 es la proyeccion candnica
de X sobre X/N(T). Esto implica que |T|| < |T|| ||=|| < |T|. ©

3.4. Equivalencia de las normas en K"

Sean X un espacio vectorial, [|-||; una norma en X y 7; su topologia
correspondiente, j = 1,2. Atin cuando las normas ||-||; v ||-]|2 sean distintas,
las topologias correspondientes pueden ser iguales. Por ejemplo, esto ocurre
si ||-]l2 = kJ|-|1, donde k& > 0. Luego, es natural preguntarse cémo deben
estar relacionadas ||-||1 y ||-||2 para que 7 = 7. En este caso diremos que las
normas [|-|l1 y |[-[|2 son equivalentes.

Proposicién 3. Sean X un espacio vectorial y ||-||1, ||-]]2 normas en X.
Entonces, ||-||[1 vy ||-||2 son equivalentes si, y solo si, existen ¢ > 0 y k > 0
tales que

clelle <zl < kllzllz, Vo e X (3.16)

Demostracién Para j = 1,2, tomemos X; := (X, ||-||;) v sea 7; la topologia
en X;. Consideremos la inclusién 7 : Xy — X; y observemos que es un
isomorfismo lineal y ademds i~*

—) Puesto que 71 = 7o, notemos que i y i~
Siendo 4 y i~! operadores lineales, entonces existen ¢ > 0y k& > 0 tales que

= 1.
I son funciones continuas.

lzll < Ellzllz, flzllz < ¢l Vo€ X

<) Para establecer que 7 C 75, tomemos V' € 71. Ya que i es lineal,
la desigualdad derecha en (3.16) sefiala que i es continuo. En consecuencia
V =i"YV) € 1. La otra contencién se obtiene usando :~*. O

Notas
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