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3.7. Teorema de acotamiento uniforme

Teorema 7 (Tma. de acotamiento uniforme). Sean X y Y espacios norma-
dos,  #0 y{T,:a €1} C L(X,Y). Si X es completo y, para cada x € X,
{To(z) : € I} CY es acotado, entonces {T,} es acotado en L(X,Y).

Demostracion Para cada n € N, definamos
Ay ={z e X :||T.(x)|| <n, Va e I}.

Tomemos n € N y sea a € I. Puesto que T, es continuo, notemos que el
conjunto {x € X : ||T,(x)|| < n} es cerrado. Luego A, es una interseccién
de conjuntos cerrados y, en consecuencia, también es cerrado. Ademads, de
la hipotesis se sigue directamente que X = U, A,. Siendo X completo, el
teorema de Baire indica que existe N € N de manera que AY # 0.

Fijemos x € Ay y r > 0 tal que B.(z) C Ay. Sea y € Bx. Luego
z+ry € B.(x) y, por lo tanto, ||T,(x + ry)| < N, Ya € I. Entonces

P Ta)ll = [[Talz + ry) = Tox|| < | Ta(z +ry)|| + | T2]] < 2N, Va e I.
Lo cual implica que ||T,|| < 2 Vael. O

Ejemplo 10. Una sucesion de operadores lineales continuos que son acotados
puntualmente y no lo son uniformemente

Sea X = ¢, el espacio formado por las sucesiones que son eventualmente
cero, con la norma del supremo || - ||». Para cada n € N consideremos la n-
ésima funcién proyeccién m, : X — K, esto es m,(as,...,m,...) = ay.
Notemos que nm, € L(X,K). Sea z = (a1,...,an,...) € X. Entonces existe
N € N de manera que a, =0, Vn > N. Luego nm,(x) =0, Vn > N. Esto
muestra que la colecciéon {nm,} es puntualmente acotada. Por otra parte,
nmy(en) = n, por lo que {nm,} C L(X,K) no es acotada.

Corolario 5. Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado, {T,} C
LIX.Y)yT: X =Y. SiT,x— Tz, Vx € X, entonces la sucesion {T,} es
acotada, T € L(X,Y) y ||T|| < lminf, o ||T,| < co.

Demostracién Probaremos primero que la sucesién {7,,} C L(X,Y) es
acotada. Esto implica que liminf, . ||7,|| < oo.

De acuerdo con el principio de acotamiento uniforme, basta con verificar
que, para cada x € X, el conjunto {7,z : n € N} es acotado. Lo cual es claro
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ya que {T,,x} es una sucesion convergente. Observemos después que, por ser
limite puntual de funciones lineales (lema 2.4.16), T' es lineal. Enseguida,
tomando liminf en la desigualdad ||T,z| < ||7.] ||z|, Y& € X, se obtiene

|Tz|| < lminf || T,| ||z||, Vz € X.
n—oo

Por lo tanto ||T|| < liminf, o ||T,|]. O



Capitulo 4

Espacios de Hilbert

Algunas propiedades fundamentales de R™ no dependen unicamente de
que la funcién ||-||2 sea una norma, sino de que ésta se puede definir de manera
especial, a partir de un producto escalar. A continuacién introduciremos y
estudiaremos este tipo de espacios normados.

4.1. Producto escalar y desigualdad de Schwarz

Definicién 1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Un producto escalar en
X es una funcién (-, -) : X x X — K con las siguientes propiedades:

a) (x,x) > 0y (r,z) = 0si,ysdlosi, x=0.
b) (ax,y) = alz,y), Va e K.

) (x+2zy) = (x,y)+(zy)

d) (v, x) = (z,9).

Observacion 1.

1. Para cada y € X, definamos el funcional ¢, : X — X por
py(x) = (2,y)
Notemos que las propiedades b) y ¢) equivalen a la linealidad de ¢,. Luego
(0,y) = ¢y (0) =0.Vy € H. (4.1)

2. Supongamos que K = R. Entonces (x,y) € R, por lo que la propiedad d)
toma la forma
(y,x) = (x,y), Yo,y € X.
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3. A partir de las condiciones b), ¢) y d), resulta
(x,ay +bz) = alr,y) + blx,2), Va,b €K, z,y,2¢€ X.

Ejemplo 1. El producto escalar en K™ esta definido por

((ar, ... ap), (by, ... b)) = Zajb_j. (4.2)

Observemos que, para definir el producto escalar, en el caso complejo no
se considera b; sino su conjugado b;, 7 = 1,...,n. Esto se requiere para que
se cumpla (x,z) >0, Vo € C".

Ejemplo 2. El espacio normado

CK) = {{a.} CK: D |ay|* < oo}

es la generalizacion de R™ con su norma euclidiana. Teniendo presente el
producto escalar (4.2), la siguiente definicién resulta natural.
En (?(K) definimos

({and b)) = > aib (13)

Naturalmente, debemos probar ahora que (-,-) esta bien definido, esto es
que la serie de la derecha en (4.3) converge. Para esto basta verificar que es
absolutamente convergente, lo cual resulta de la desigualdad de Holder en ¢%:

Z |anbn| = Z lanllbnl < llzll2llyll2; Yo = {an}, y = {b.} € .
n=1 j=1

Habiendo establecido que (-, -) estd bien definido, las propiedades que debe
tener para ser un producto escalar son consecuencia directa de las propiedades
correspondientes de las series convergentes.

Asi como el producto escalar en K" determina la norma euclidiana, a
continuacion mostraremos que cada producto escalar determina una norma.
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Sea (-, -) un producto escalar en un espacio vectorial X. Definamos

|lz|| = {x,z), Vo € X. (4.4)

Por la condicién d) en la definicién de producto escalar, se cumple ||z| > 0
y ||z]| = 0 si, y s6lo si, z = 0. Ademads, de la condiciones a) y c¢) se obtiene

laz| = lalllzll, Va € K, z € X.

Luego, para concluir que [|-|| es una norma sélo falta establecer la des-
igualdad del tridngulo. Su demostraciéon se basa en otra desigualdad muy
importante, la cual introduciremos enseguida.

Para fijar ideas supondremos a continuacién que K = C. Sean x,y € X
y fijemos € R tal que ¢(z,y) = |(z,y)|. Tomando ahora conjugado y
teniendo presente que e = e~ se obtiene que e~ (y, z) = |(x,y)|.

Supongamos que || - || satisface la desigualdad del tridngulo. Entonces

lea +yll < ezl +lyll = [zl + llyll-

“Elevando al cuadrado” obtenemos la desigualdad equivalente:

(@, 2) + (%2, y) + (y, ") + (y,y) = (v +y, e’z +y)
< (x4 2] lyll + (v, v)-

Simplificando ahora llegamos a la desigualdad

2/, y)| = "z, y) + (y,e’z) < 2ll]|[ly].

Esto prueba que para que || - || satisfaga la desigualdad del tridngulo, el
producto escalar debe cumplir la desigualdad
[z, 9) ] < [l {lyll, (4.5)

a la cual llamaremos desigualdad de Schwarz.
Reciprocamente, supongamos que se satisface la desigualdad de Schwarz
y tomemos z,y € X. Entonces ||z + y|| < ||z]| + ||y|| equivale a

(@+y.z+y) =llz+yl* < (2l +lyl)* = =1 + 2=yl + ]

Desarrollando en el miembro izquierdo y simplificando después llegamos
a la desigualdad equivalente (x,y) + (y,z) < 2||z||||ly||. Esta se cumple pues
como consecuencia de la desigualdad de Schwarz resulta

(z,y) + (y,z) = (z,y) + (z,y) = 2Re(z,y) < 2|z, y)| < 2[|z|/[|y[.
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Para establecer la desigualdad de Schwarz introduciremos antes un con-
cepto que resulta fundamental.

Definicién 2. Sea (-, -) un producto escalar en un espacio vectorial X . Dos
vectores x,y € X son ortogonales, si (z,y) = 0. Para expresar que esto
sucede indicaremos x L y.

Si x L gy, conviene notar que y 1 x. Dejamos al lector establecer el
siguiente resultado basico.

Teorema 1 (de Pitdgoras.). Sea X un espacio vectorial con producto escalar
(-, y ||| la funcion definida por (4.4). Six,y € X son ortogonales, entonces

lz+yl* = lll® + llyl*

Teorema 2 (Desigualdad de Schwarz.). Sea X un espacio vectorial con pro-
ducto escalar (-,-) y ||| la funcién definida por (4.4). Entonces

[z, < llzllyll, Yo,y € X (4.6)

De manera mds precisa: si x,y son linealmente dependientes, entonces se
cumple la igualdad y en caso contrario la desigualdad es estricta.

Demostracion Sean z,y € X. Consideremos primero el caso en que z,y son
linealmente dependientes y elijamos a,b € K tales que az+by =0,y a # 0o
b#0.Six =0, la desigualdad (4.6) es clara. Supongamos ahora que z # 0.
Luego b # 0 y y = cx, siendo ¢ = —¢. Entonces

[z, = lelllzl® = llzl(ellzl) = l=] ly1.

Supongamos ahora que los vectores x,y son linealmente independientes.
La idea es primero “ortogonalizar” el sistema {x,y} y usar el nuevo sistema
ortogonalizado para calcular (x,y). Asi, buscamos a € Ky w € X tales que

y=axr+w, (z,w)=0. (4.7)

La condicién {x,w) = 0 equivale a (z,y) — a|lz||* = 0, esto es
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Tomando ahora w = y — ax obtenemos (4.7). Lo cual implica que
[z, )| = |z, (ax +w)| = |all|=[*. (4.8)
Por otra parte, de (4.7) y el teorema de Pitagoras, resulta
Izl lyll = lll(alll=]? + [w]?)?. (4.9)

Por ser x y y linealmente independientes, notemos ahora que w # 0. La
conclusién se obtiene comparando enseguida (4.8) con (4.9). O
Notas

Clase 23, mayo 8, 2023
Fernando Galaz Fontes



