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Corolario 1. Sea X un espacio vectorial con producto escalar (-,-). Entonces
la funcion
2]l = vz, z)

es una norma en X, a la cual llamaremos norma inducida por (-, -).

Definicién 3.

a) Un espacio H con producto escalar es un espacio de Hilbert si es completo,
bajo la norma inducida.

b) Para referirnos a un espacio normado cuya norma provenga de un producto
escalar, diremos simplemente que es un espacio pre-Hilbert.

Ejemplo 3. En el ejemplo 1 presentamos el producto escalar en K". Note-
mos que la correspondiente norma inducida es la norma euclidiana en K.
Lo mismo sucede en el ejemplo 2, donde tratamos el caso de 2. Ya que am-
bos espacios normados son completos resulta que cada uno de ellos, con su
respectivo producto escalar, es un espacio de Hilbert.

La siguiente propiedad de una norma que proviene de un producto escalar
resulta ser fundamental.

Teorema 3 (Ley del paralelogramo). Sea H un espacio pre-Hilbert.
Entonces

lz + yll* + llz = ylI* = 2|l ]* + [lylI*), Y,y € H.
Demostracion Sean x,y € H. Luego

lz+yl* +llz —yl* = (@ +y, 2 +y) + (& —y,z —y)
= llzl* + (@, 9) + (, 2) + MylI* + ll=l* = {2, y) — (v, 2) + [lyll*
= 2(||z[I* + [ly]]*). O

Observacién 2. Supongamos que ||-|| es una norma en X. Si la ley del pa-
ralelogramo no se cumple, el resultado anterior indica que ||-|| no proviene de
un producto escalar. Por otra parte, si una norma satisface la ley del parale-
logramo, J. Von Neumann (1903-1957) demostré que es posible construir un
producto escalar que induzca dicha norma.

En un espacio pre-Hilbert se cuenta con el siguiente criterio para analizar
una igualdad.
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Lema 1. Sean H un espacio pre-Hilbert y x,y € H. Entonces x = y si, y
solo st,
(x,u)y = (y,u), Yu € H. (4.10)

Demostracién Si z = y claramente se cumple (4.10). Supongamos ahora
que (4.10) se satisface. Luego, (r —y,u) =0, Yu € H. Tomando u = = — v,
esto implica ||z — y||* = (x — y,z — y) = 0. Por consiguiente, z = y. O

Consideremos espacios de Hilbert H y K. En lugar de la norma usual
|, ) oo = max{|| - ||z, ]| - [|x} en el espacio producto HXx K, en este caso
conviene considerar una norma equivalente que provenga de un producto
escalar. Esto conduce a considerar la funcion

(21, y1), (T2, 2))Hxi = (T1,%2)m + (Y1, Y2) K (4.11)

Procediendo directamente se verifica que esta funciéon define un producto
escalar en H x K. La norma que induce estd determinada entonces por

I, )z = (2. 9), (@ 9) rxx = (@, 2)m + (. y)x = 27 + lylk-

Asi, cuando H y K son espacios pre-Hilbert, la norma que consideraremos
en H x K es la norma ||-||2, introducida en la subseccién 3.4.1. Se cumple
entonces lo siguiente.

Proposicion 1.
i) Si H y K son espacios pre-Hilbert, entonces Hx K también lo es.
ii) Si H y K son espacios de Hilbert, entonces Hx K también lo es.

El producto escalar y la convergencia tienen la siguiente propiedad, a la
cual nos referiremos como continuidad del producto escalar.

Lema 2. Sean H wun espacio pre-Hilbert, {x,},{y.} C H, z,y € H. Si
Ty — T Y Yp — Y, entonces (Tn,yn) — (T,9).

Demostracion Por las propiedades del producto escalar y la desigualdad de
Schwarz, se cumple

|<xn,yn> - <$’y>| = |<xnayn - y> + <In - l’,y>|
< Alzallllyn =yl + llzn — ([ ly]l- (4.12)

Por ser convergente, la sucesién {x,} es acotada. Esto implica que la sucesién
de la derecha en (4.12) converge a cero. De aqui se sigue lo afirmado. ]
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4.2. Proyeccion ortogonal

Sea M un espacio métrico. Para cada subconjunto no-vacio K C M
en el ejemplo 2.8 establecimos la continuidad de la funcién distancia a K,
definida por dg(z) := inf{d(z,y) : y € K}. Tomemos ahora como M un
espacio pre-Hilbert H y supongamos que, ademés de ser no-vacio, K C H
es convexo y completo, A partir de dx construiremos a continuacién una
funcion “proyeccion” sobre K, Pk : H — H, que resulta ser muy importante.
Cuando K = V sea un subespacio vectorial cerrado y H sea completo, la
proyeccion Py resulta ser un operador lineal y nos permitird descomponer a
H en subespacios vectoriales “mas sencillos”.

Cuando no se diga otra cosa, el espacio pre-Hilbert H es real o complejo.

Teorema 4 (de la proyeccién). Sean H un espacio pre-Hilbert y K C H un
conjunto no-vacio, convero y completo. Entonces, para cada x € H existe un
unico punto yo € K tal que

|z = yol| = d(z, K). (4.13)

A este punto yy lo llamaremos proyeccion de x sobre K y lo denotaremos por

Demostracién Sea = € H, tomemos d = d(z, K) y escojamos una sucesién
{yn} C K tal que
lim ||z -yl = d (4.14)
n—oo

Estableceremos que {y,} es una sucesién de Cauchy.
Sean m,n € N. Por la ley del paralelogramo, se cumple

2(llyn = 21* + llym — 211%) = llyn + ym — 22 + [y — yaul*

Lo cual implica que

2
Yot Ym _ a;H L (415)

2

1 — w12 = 2001 — 22 + lm — 2]?) 4'

Ya que K es convexo, notemos que “% € K. Luego, | % -zl >d

y, a partir de (4.15), se obtiene entonces

[y = vall* < 212 = yull* + |2 = y1*) — 4d”.
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Puesto que limy,_,o ||* — y&||* = d?, de la desigualdad anterior resulta que
la sucesion {y,} es de Cauchy. Definamos yo := lim, . y,. Luego, por la
continuidad de la norma se satisface que

[ = goll = M [lz -] = d.
n—oo

Supongamos ahora que wy € K satisface ||z — wyg|| = d. Consideremos
entonces la sucesion {y, }, donde Yo, 11 = Yo ¥ Yo = wo, V1 € N. Observando
que ||z — yg|]| = d,Vk € N, de la primera parte de la prueba resulta que {y}
es convergente. Esto implica que wy = yp. O]

Observacién 3. Para simplificar la notacién, en adelante denotaremos a la
proyeccion Pk, donde K C H es no-vacio, convexo y completo, simplemente
por P.

Siy € K, notemos que Py = y. Entonces P(P(x)) = P(x),Vz € H, esto
es, P2 = P.

A continuacién estableceremos la continuidad de la proyeccion P.

Lema 3. Sea K C H un conjunto no-vacio, convexo y completo. Sean v € H
y Yo € K. Entonces yo = P(x) si, y sdlo si,

Re(r —yo,u—1yo) < 0, Vue K. (4.16)

Demostracién <=) Supongamos que y, € K satisface (4.16). Por la uni-
cidad de P(x), basta establecer que ||z — ol < ||z —y|,Vy € K. Sea pues
y € K. Luego
lz=ylI* = llz—yo+y0 —yl
= iz — woll* + 2Re(x — o, 50 ) + o — v1I* = | — woll”.

—) Sea y € K. Probaremos (4.16) con yy = Pz. Puesto que K es
convexo, se cumple que P(x)+t(y — P(x)) € K,Vt € [0, 1]. Consideremos la
funcién ¢ : [0, 1] — R definida por

g(t) = |z —P(z)—tly — Pa))*

= |lz = P(@)|* = 2tRe(x — P(z),y — P(x)) + t*|ly — P(z)|*.

Ya que ¢ tiene un valor minimo en ¢t = 0 se sigue que ¢’(0) > 0, lo cual
equivale a que Re (z — P(z),y — P(z))) <0.0O
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Teorema 5. Sea K C H un conjunto no-vacio, convexo y completo. Enton-
ces la proyeccion P de H sobre K cumple

|P@) - PWI| < llz—yll, Yo,y € H. (4.17)
Demostracion Sean x,y € H. Por el lema anterior, se satisface que
Re (z — P(z), P(y) — P(z)) < 0, Re(y— P(y),P(z) - P(y)) < 0.
Lo cual implica que
|P(2) = P)|2 = Re(P(x) - P(y), P(z) - P(y))
= Re{w—y+P(@)—z+y—Ply),Plx)—Py))

= Re((z —y, P(x) — P(y))
+ Re (P(r) —z, P(x) — P(y)) + Re (y — P(y), P(z) — P(y)))

< Re(z—y, P(z) - P(y)) <|{z—y Plx)—-Py) |
< o =ylllP(z) = Py)l-
De aqui se obtiene (4.17) . O
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