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El lema anterior motiva la proxima definicion.

Definicién 7. Sea S = {e,, : n € N} C H un sistema ortonormal. El n-ésimo
coeficiente de Fourier de x € H (con respecto a S) es

(x,e,), VneN.
Asimismo, llamaremos serie de Fourier de x a la serie, por ahora formal,
o0
Z(w, n)en. (4.23)
n=1

Teorema 8. Si {e, : n € N} es un sistema ortonormal en H, entonces:
i) Se cumple la desigualdad

Y lze)l® <l Vo € H,

n=1
llamada desigualdad de Bessel. Esta implica que {(z,e,)} € (*(K), Vo € H.
i1) Si H es completo, entonces la serie de Fourier (4.23) de cada x € H
converge y tomando xo =Y - {x,e,)en, resulta (x,e,) = (xg,e,), Vn € N.

Demostracién Fijemos x € H. i) De (4.22) resulta

N
> wen) P < el
n=1

Haciendo ahora N — oo se obtiene la desigualdad de Bessel.

ii) La convergencia de la e serie de Fourier (4.23) de z se establecié en el
ejercicio 12.10.

Tomemos ahora zy := >~ (z,e,)e,. Por la continuidad del producto
escalar y ya que {e,} es un sistema ortonormal, se cumple

(X0, €m) = <Z<x,en)emem> = Z(m,en><en,em)

n=1 n=1

= (z,ep), VmeN. O
Usando nuevamente el ejercicio 12.10 llegamos al siguiente resultado.

Corolario 3. Sea {f,} € H un sistema ortonormal. Si H es completo y
{a,} C *(K), entonces la serie > -, anfn converge.
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Proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt

A continuacién mostraremos que el proceso usado para obtener los coefi-
cientes de Fourier de un elemento, también permite cambiar una colecciéon
numerable (finita o contable) de vectores linealmente independientes por una
coleccion ortonormal y ademas de manera que los espacios generados por am-
bas colecciones coincidan.

Teorema 9. Sean N =2,...;00 y S ={z,: 1 <n < N} C H un sistema
linealmente independiente, esto es, S puede ser finito o contable. Entonces
existe un sistema ortonormal Sy = {e, : 1 <n < N} tal que:

i) Cada e, se expresa en la forma

en = An1T1 + -+ Qpp®y, donde ay, # 0.
ii) Cada x,, se expresa en la forma
Ty, =bp1€1 + -+ bypen, dondeb,, #0.
En particular, los sistemas S y Sy generan el mismo espacio.

Demostracion Puesto que x; # 0, al normalizarlo se obtiene el primer
elemento:
T
€1 = 77—
1
Notemos que se cumplen i) y ii) para n = 1.
Enseguida consideremos la proyeccién ortogonal P; de H sobre ({e;}).
Elijamos después

Vg = Ty — Pl(flfg).

Ya que 1, x5 son linealmente independientes, se sigue que vy # 0. Ademas,
vy L eq. Normalizando a v, obtenemos el siguiente elemento:
Ty — Pray
€g 1= ————————.
|2 — Pras]|
Notemos que e; y es son ortonormales y se cumplen i) y ii) para n = 2.
En general, supongamos que eq, ..., e, forman un sistema ortonormal y
que se cumplen i) y ii). Sea Py, la proyeccién ortogonal de H sobre ({e1, ..., ex})
y elijamos a continuacién

Vg1 := Tpp1 — Pepya.
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Puesto que xyy1, x1,...,7; son linealmente independientes, se cumple
que vgr1 # 0. Ademas, vy L eq,...,ex. Normalizando v, obtenemos el
siguiente elemento:

Tl — Py

[Tps1 — Progpall
Notemos ahora que eq,es,...,ex11 son ortonormales y se cumplen i) y ii)
para n = k + 1. Esto prueba lo afirmado. O

Ck+1 :

Base Ortonormal

Ejemplo 6. Sea B := {¢, : n € N} el sistema ortonormal canénico en ¢?(K)
y consideremos el sistema ortonormal S = B\ {e;}. Ya que los coeficientes
de Fourier de e; respecto a S son todos 0, resulta Y > (e1,e,)e, = 0 . Asi,
e1 no se obtiene de su serie de Fourier respecto de S.

Analizaremos ahora qué propiedad debe tener un sistema ortonormal para
que cada elemento x € H coincida con su correspondiente serie de Fourier.

Definicién 8. Sea H un espacio pre-Hilbert. A un sistema ortonormal S C H
que es total, lo llamaremos base ortonormal de H.

Ejemplo 7. En la prueba de la proposicion 2.11 establecimos que el sistema
canénico B = {e, : n € N} es total en (2. Asi, B es una base ortonormal de
(%, Ademds, el n-ésimo coeficiente de Fourier de z = {a,,} € (* es (z,e,) = a,.

Teorema 10. Sea S = {e, : n € N} C H un sistema ortonormal. Entonces
las siguientes propiedades son equivalentes:

i) S es base ortonormal de H.

ii) Cada v € H se puede expresar por su serie de Fourier, es decir

o0

r = Z(w, €n)en, (4.24)

n=1
donde la convergencia de la serie es de acuerdo a la norma en H.

iii) Para cada x € H se cumple la igualdad de Parseval:

S
lz* = Y [ (w,en) [P
n=1

i) Si H es completo, entonces las propiedades anteriores equivalen a que

st = {o}.
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Demostracién i) = ii). Fijemos = € H y tomemos

Sp = Z<$,€j>6j, VneN (4.25)

=1

Para probar que s, — x, consideremos € > 0. Siendo S total, existe
N € N de manera que
N
x— Z ciejll < e,
j=1

donde cy,...,cy € K. Sean > N y denotemos por V,, el espacio generado por
los vectores eq,...,e,. Puesto que s, es la proyeccion ortogonal de x sobre
V,y 2N cie; € Vi, se sigue que

n Y 2.5=16i%; ns gue q

N
|z — sl < I—chej < ¢ Vn>N.

J=1

ii) = i). Sea z € H y tomemos s,, como en (4.25). La hipétesis indica que
x = lim, . S,. Ya que cada s, € (S), concluimos que (S) es denso en H.

ii) <= iii) Sea x € H y para cada n € N, tomemos s,, como en (4.25).
Entonces, de acuerdo con (4.22), se satisface

n
lz = sal® = llz]* = > [z, en)
j=1

Luego

o0

Jim |z = sal| = 0 = 2> = 3 [{re)* = 0.
j=1

Esto prueba lo deseado.
iv) La equivalencia con i) se probé en ii) del corolario 2. O

Observacién 4. Consideremos una serie » .~ | x,, en un espacio normado X.
Dada una biyecciéon ® : N — N, a la serie ) | Zg(,) la llamaremos rearreglo
de la serie original. Cuando todos los rearreglos de una serie converjan a un
mismo vector, diremos que la serie en cuestion converge incondicionalmente.
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Supongamos que {e, : n € N} es una base ortonormal de un espacio de
Hilbert H. Dada una biyeccion ¢ : N — N, notemos también que el sistema
{esm) : n € N} es base ortonormal de H. Luego, se cumple

Z(x, en)en =T = Z(x, €d(n)) €, -
n=1 n=1

Esto muestra que una serie de Fourier ) °  (z,e,)e, converge incondi-
cionalmente a x .

Del teorema anterior podemos apreciar que el tener una base ortonormal
contable en un espacio de Hilbert permite representar a sus elementos de ma-
nera similar al caso en que se cuenta con una base. Estableceremos enseguida
que cada espacio de Hilbert separable posee una base ortonormal numerable.

Lema 7. Sean V' un espacio vectorial y S := {v, : n € N} C V. Si(S) # {0},
entonces eziste Sy C S tal que Sy es linealmente independiente y (So) = (S).

Demostracién Empecemos la construccion eligiendo como n(1) el menor
indice n tal que v, # 0. Definamos después w; = v,(1) y observemos que

{wi}) = {or, - on 1)
Si dim(S) = 1, eligiendo Sy = {w; } resulta (Sy) = (5).
Supongamos ahora que dim(S) > 1 y escojamos como n(2) el menor na-
tural n tal que n > n(1) y wy,v, son linealmente independientes. Definamos
después wy := vy(2) y observemos que

<{U}1, w2}> = <{U1, e 7Un(1)7 e 7Un(2)}>-

Si dim(S) = 2, tomando Sy = {wy, ws} se cumple lo requerido. Si ocurre
que dim(S) > 2 repetimos la construccién anterior y se presentan entonces
dos posibilidades.

Cuando dim(S) < oo se obtiene un conjunto Sy = {wy,ws, ..., wi} C S
que es base de (S5), pues es linealmente independiente y (Sp) = (5).

Por otra parte, en el caso en que dim(S) = oo obtenemos un conjunto
So = {wg : k € N} C S que es linealmente independiente y tal que

{wi,wa, .., wi}) = {vr, -, ), - Uy 1), Ve €N
De esto se sigue que (Sp) = (5). O
Notas
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