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Proposicion 2. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es separable si, y
solo si, H posee una base ortonormal numerable.

Demostraciéon Supongamos primero que H posee una base ortonormal nu-
merable, digamos B. Asi, B es un subconjunto de H que es total y numerable.
Usando ahora el lema 2.18 concluimos que H es separable.

Supongamos ahora que H es separable y sea S = {v, : n € N} C H un
subconjunto denso. Usando el lema anterior reemplazamos S por un conjunto
So que es linealmente independiente y (S) = (Sy). Ya que Sy es finito o
infinito, lo expresamos en la forma Sy = {w, : 1 < n < N} C S, donde
N =2...,00.Sea B ={e, : 1 <n < N} el sistema ortonormal que
se obtiene aplicando el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a
So. Puesto que (B) = (Sp), el sistema B es total y, por lo tanto, es base
ortonormal de H. [

Definicién 9. Sean H; y H, espacios de Hilbert.

a) Un operador lineal U : Hy — H, es unitario, si es un isomorfismo y
preserva el producto escalar, esto es

<UI,Uy>2 = <l‘,y>1, vx?ZJ € Hl- (426)

b) Diremos que H; y Hj son isomorfos como espacios de Hilbert, si existe un
operador unitario U : H; — H,.

Observacién 5. Supongamos que U : H; — H, es un operador unitario.
1. De (4.26) se sigue entonces que

|Uz]| = [lz]l, Vo € Hy,

Asi, U es una isometria y, consecuentemente ,U es acotado. Por otra parte,
al ser una ismometria la condicién de que U sea inyectivo es redundante.

2. Notemos que U~! : Hy, — H,; también es un operador unitario.

El siguiente resultado indica que, basicamente, ¢?(K) es el unico espacio
de Hilbert sobre K que es separable y de dimension infinita.

Teorema 11 (Riesz-Fischer). Sea H un espacio de Hilbert separable.
i) Si dim H = oo, entonces H es isomorfo como espacio de Hilbert a (*(K).
ii) Sidim H = n < oo, entonces H es isomorfo como espacio de Hilbert a K.
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Demostracién Nada mads escribiremos la prueba de i). Con ii) podemos
proceder en la misma forma; la diferencia es practicamente en la notacion.
Tomemos % = (*(K).

Ya que H es un espacio de Hilbert separable y dim H = o0, la proposiciéon
anterior indica que H tiene una base ortonormal {f, : n € N}, con la cual
trabajaremos en el resto de la prueba.

Para cada x € H definamos ahora la sucesién

U(z) := {(z, fu) }n-

La desigualdad de Bessel establece que U(x) € ¢2, por lo cual U : H — (2.
A partir de las propiedades del producto escalar, resulta directamente que U
es lineal. Para establecer que U es suprayectivo, consideremos una sucesion
{a,} C (?yseasy = ZTJZV:I anfn, VN € N. Ya que H es completo, el corolario
3 indica que existe

(o ¢]
T = E anfrn = lim sy.
1 N—oo
n=

Ahora, por la continuidad del producto escalar y puesto que {f,} es un
sistema ortonormal, resulta

(7, fr) (SN, fx) = ag, Yk eN.

= lim
N—o00
Esto muestra que U(x) = {a,} y, por consiguiente, U es suprayectivo.
Finalmente, veamos que U preserva el producto escalar. Sean z,y € H.
Utilizando primero la continuidad del producto escalar, después que {f,} es
una base ortonormal, y finalmente que z =3 " (@, fn) vy = D o0 (Y, fn)
resulta

<U$, Uy>52 = <{<xa fn>}7 {<yafn>}>€2

= Dl )y f) = Jim S £y, Fo)
n=1 N N n=1
SRUR OIS SOy

N N
h <Nﬁinoo2<x’f“>fm]vﬁi%oz:<yafj)fj> = (z,y). O

n=1 j=1
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4.4. Espacio dual de un espacio de Hilbert

Dado un espacio normado X, resulta conveniente tener una representacion
familiar de los elementos en su espacio dual X* = L(X,K). Por ejemplo,
esto es lo que se hace cuando “identificamos” (K")* con K. En general,
se busca encontrar algin espacio de Banach “conocido” Y y una biyeccion
J Y — X* que sea isométrica y, de ser posible, lineal. A continuacién
analizaremos el caso en que la norma de X proviene de un producto escalar.

Consideremos un espacio pre-Hilbert H y denotemos por (-, -) su producto
escalar. Para cada x € H, definamos el funcional Rx : H — K por

Ra(y) := (y,x). (4.27)

Observemos que Rz es lineal. A partir de la desigualdad de Schwarz,
resulta |Rx(y)| < ||ly|| ||=||, Yy € H. Lo cual indica que

Rz < |[z]]. (4.28)

Six =0, de (4.27) es claro que Rz = 0. Supongamos que x # 0. Entonces

a partir de la igualdad |Rz(z)| = ||z||? se sigue que |Rz|| > ||z||. Junto con
(4.28), esto nos lleva a concluir que

|Rz|| = ||lz||, Vo€ H. (4.29)

Lo anterior establece que Rx € H*,Vx € H. Obtenemos asi un operador
R : H — H*, al cual llamaremos de representacion de Riesz. Las siguientes
caracteristicas de R son consecuencia directa de las propiedades del producto
escalar en H.

Lema 8. Sea H un espacio pre-Hilbert. El operador de representacion de
Riesz R satisface:

i) R(x+w)=Rx+ Rw, Ve, we H.

ii) R(cx) =¢Rzx, Vee K,z € H.

Del lema anterior y (4.29) se sigue que R : H — H* es una isometria,
aunque en el caso complejo no es lineal. Cuando H es completo, mostraremos
enseguida que R es suprayectiva.

Teorema 12 (de representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert.
Entonces, para cada funcional ¢ € H* existe un unico elemento x € H tal
que Rx = ¢, esto es

p(y) = (y,x), Vy € H. (4.30)

Ademds, ||| = [l]-
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Demostracién Sea ¢ € H*. Si ¢ = 0, tomando x = 0 se cumple (4.30). En
adelante supondremos que ¢ # 0.

Para proponer el vector x € H que represente a ¢, consideremos la condi-
cién (4.30). Tomemos N = N(p). Si y € N, entonces dicha condicién indica
que (y,z) = 0. Asi pues el elemento = que buscamos debera encontrarse en
N*. Veamos primero que dim N+ = 1.

Puesto que H es completo, expreseméslo como H = N @& N*. Ya que
N ; H, existe xg € N* tal que xy # 0. Sin perder generalidad, supondremos
que ||zo|| = 1. Observemos que p(zg) # 0.

(y) x0> =0, esto es y — £ . € N. Puesto

o(wo) ¢(zo)
ro también pertenece a N+, concluimos que y =

Sea y € N+. Luego ¢ (y —

De acuerdo a lo anterior, el elemento z € N+ que se busca debe ser de la
forma x = cxg, donde ¢ # 0. Para encontrar ¢ notemos que debe cumplirse

o(x) = (z,z) & cp(rg) = cc

Lo cual se logra tomando ¢ = ¢(zg). En resumen, proponemos

x = @(x9)To.

Resta mostrar que efectivamente se cumple (4.30). Dado y € H, ex-
presémoslo en la forma y = cxg + n, donde ¢ € Ky n € N. Entonces

o(y) = cp(ro) = c(x0, p(0)T0) = (cT0 + N, (T0)T0) = (Y, 7). O

Notas
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