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1.3. Espacio normado

La norma euclidiana de R™ provee la motivacion para el segundo elemento
que consideraremos en nuestro estudio.

Definicién 2. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una
funcién ||| : X — R con las siguientes propiedades:

a) ||z >0, y ||z|| =0si, y sblo si, z = 0.
b) |lcx|| = || ||z]|, Yz € X, ¢ € K. Aqui |¢| denota el médulo de c.
¢) Desigualdad del tridangulo: ||z + y|| < [|z]| + ||ly||, Vz,y € X.

A un espacio vectorial X dotado de una norma lo llamamos espacio normado.

Notacién Si X es un espacio normado, aunque no se especifique, ||-|| de-
notard su norma correspondiente. Cuando sea conveniente distinguirla, se
indicard por ||-||x-

Observacién 3. Sea X un espacio normado.

1. Consideremos zy,...,x, € X. Usando varias veces la desigualdad del
triangulo, resulta entonces que

w1+ -+ @] < sl + -+ llall + 2l

2. 51V C X es un subespacio vectorial, notemos que la restriccién a V' de la
norma en X es una norma en V. La llamaremos norma subespacio en V.

El disponer de una norma en un espacio vectorial X, permite definir
conceptos en forma andloga al caso de R¥ con su norma euclidiana. Enseguida,
destacaremos unas cuantas propiedades bésicas del concepto de convergencia
de sucesiones. En el capitulo 2 lo estudiaremos con mas detalle.

Definicién 3. Sea X un espacio normado y {z, } una sucesién en X. Diremos
que {z,} converge, si existe € X tal que |z, — z|| — 0. Es decir, si para
cada € > 0, existe N € N de manera que

|zn — x| <€ ¥n > N.

Para expresar lo anterior, indicaremos z,, — x o bien z = lim, ,, *, y
llamaremos a = limite de la sucesion {z, }. Enseguida probamos su unicidad.

Lema 3. Si existe, el limite de una sucesion en un espacio normado es Unico.
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Demostracién Consideremos un espacio normado X. Sean {x,} una suce-
sién en X, x,y € X y supongamos que r, — = y z, — y. Para probar que
x = y consideremos ¢ > 0. Entonces existe N € N tal que |2y — 2| < §
y [lzn —yl| < §. Usando la desigualdad del tridngulo, esto implica que
|lx —y|| <€, Ve> 0. Haciendo ahora € — 0 se sigue que z = y. O
Observacién 4. Notemos que aunque {z,} es una sucesién de vectores en
X y x € X, el establecer que {z,,} converge a x significa demostrar que la
sucesién de nimeros reales no-negativos {||z — ||} converge a 0.

Ejemplo 4. Sea X un espacio normado y consideremos una sucesion cons-
tante, digamos x, = = € X,Vn € N. Observemos entonces que {z,} es
convergente y lim,, ,. x, = .

Concluiremos esta seccién probando algunas relaciones fundamentales de
la convergencia con las operaciones algebraicas y con la norma.

Teorema 2. Sean X wun espacio normado, {x,},{yn} C X,z,y € X,
{a,} CK, yaeK. Siz, =z, y, >y, a, — a, entonces:
i) Tn + Yo — x +y. En particular, x, +y — v +y.

i) a,T, — azx.
Demostracién i) De la desigualdad del tridngulo resulta
20 +yn — (@ + )l = llon — 2+ v — yll < 2w — 2l + |y — wall.

Por otra parte, ya que |z, —z| — 0y |lyn —y|| — 0, se sigue que
|zn — x|l + 1|y — ynll = 0. De esto junto con la desigualdad previa obtenemos
la conclusion.

i) Usando las propiedades de una norma, resulta

lanTy, —azl| = |an(zn —2) + (a0 — a)z|
< lan| lzn = [+ lan — af [|]]. (1.8)
Siendo convergente, la sucesion {a,} C K es acotada. Esto implica que

lan| ||z — x| — 0 . Puesto que ademas |a,, — A| ||z]| — 0, se sigue que la
sucesion de la derecha en (1.8) converge a cero. Esto implica lo afirmado. [J

Lema 4. Sean X un espacio normado, {x,} C X yx,y € X. Entonces:

o) Mzl =Myl < fle =yl
i) Si x, — x, entonces ||x,| — ||z
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Demostracién i) Por la desigualdad del triangulo, se satisface
2l = llz —y +yll < llz =yl + llyll
Luego ||z|| — |ly|| < ||z — y||. Intercambiando enseguida = con y resulta
llyll = llz|| < ||z — yl|. De las desigualdades anteriores se obtiene lo indicado.
ii) De acuerdo con i), se cumple

izl = llall] < [l = @l

De esta desigualdad la conclusion es clara. O

Definicién 4. Sea X un espacio normado. Six € X y r > 0, la bola cerrada
con centro en x y radio r > 0 es

B(z) :={y e X :|ly -zl <r}.

En particular, a B;(0) la llamaremos la bola unitaria cerrada de X y la
denotaremos por Byx.

Aunque es puramente vectorial, el siguiente concepto resulta fundamental
en el andlisis funcional.

Definicién 5. Sea V' un espacio vectorial. Un conjunto A C V es convexo si
cuando z,y € Ay 0 <t <1, entonces = + t(y — x) € A.

Lema 5. Sea X un espacio normado. St v € X yr > 0, entonces B,.(x) es
convero.

Demostracién Sean w,y € B,(z) y 0 <t < 1. Expresando = = (1—t)z+tz,
obtenemos w + t(y — w) —x = (1 —t)(w — z) + t(y — x). Notando ahora que
1—t>0yt>0,al usar las propiedades de una norma, se obtiene

lw+ iy —w) =zl = [(1 = )(w —2) + t{y —2)[| < (L= t)r +tr =7

Esto indica que w + t(w — y) € B,(z). O
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Norma pen R", 1 <p<o0

Ejemplo 5. Si v = (ay,...,a,) € K", consideremos

1
n 2
[oll2 = (Z Iajlz) ,
j=1
n
lolly ==Y lajl,
j=1

|V = méx(|aq], ..., |adl)-

La primera funcién ||-||2 es la norma euclidiana en K" y dejamos como
ejercicio verificar que |||]1 ¥ || - ||oo también son normas.

Enseguida describimos geométricamente la bola unitaria cerrada en R?
correspondiente a cada una de las normas anteriores.

< & f

&V

ol <13 ol <1} v |vfle <13
Figura 1
Las normas ||-||; y ||||2 motivan a preguntarse si, para cada p € [1,00), la
funcion . 1
(a1, - s an)lp = (Z |aj|p> ; (1.9)
j=1

define una norma en K".

Procediendo directamente se verifica que la funcién ||-||, tiene las pro-
piedades a) y b) en la definicién de norma. Sin embargo, para establecer la
desigualdad del tridngulo necesitaremos de los siguientes resultados.

Definicién 6. Si 1 < p < 0o, denotaremos por ¢ = ¢(p) el tnico elemento

en [1,00] tal que
1 1
-4 - = 1
p g

donde tomamos é = 0. A ¢ le llamaremos el exponente conjugado de p.

Notas
Clase 4, febrero 8, 2023
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