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Notemos que ¢(2) = 2, ¢(1) = oo y ¢(o0) = 1. Ademés q(q(p)) = p,
Vp e[l o00].

Lema 6. Sean 1 < p < o0 y q su exponente conjugado. Entonces, para cada
a,b >0 se cumple
1 1
ab < —af + —b7. (1.10)
p q

Demostracién Fijemos b > 0y, motivados por la desigualdad (1.10), intro-
duzcamos la funcion auxiliar

1 1
flz)=—=aP+ =07 —bx, Vo > 0.
p 4q
Observemos que para obtener la conclusion basta probar que f > 0. Para
ello calcularemos su valor minimo, lo cual nos lleva a considerar los puntos
criticos de f. Asi

flx)y=aP"t—b=0 & x = b,

Entonces el inico punto critico de f es xg = b7 1. Ya que f'(x) = 2P~ —b
y p—1 >0, la derivada " es creciente. Luego, f'(x) < 0si0 <z < x¢y
f'(x) > 0sixzy < 2. Por lo tanto f toma su valor minimo en z, y éste es

1 » 1
Flao) == b7 T + = b7 — b bt =0,
p q

puesqzﬁzl%—p%l. [

La siguiente desigualdad desempena respecto de ||-||, un papel analogo al
de la desigualdad de Schwarz para la norma euclidiana.

Teorema 3 (Desigualdad de Hélder). Sean p € (1,00) y q su exponente

conjugado. Si ay,...,a,,b1,...,b, >0, entonces
1 1
S aghy < (Z ) (Z bg> | (111)
j=1 j=1 j=1

Demostracién Tomemos a = (}_7_, a?)% yb= (0", bg)%. Observando

primero que la desigualdad (1.11) se cumple cuando a = 0 o b = 0, supon-
dremos que a > 0 y b > 0. Luego, al dividir en (1.11) por ab obtenemos la
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desigualdad equivalente
§ 40 1.12
‘: a b — 7 ( )

la cual estableceremos a continuacion
. . a; bj 1 CL 1 bq
Por el lema anterior, para cada j = 1,...,n resulta ——=
ab ~p ar q bq
Lo cual implica que

n

Zaabgli . lizq:l+1:1_
a b papjqub:] P q

j=1
Esto prueba (1.12). O
El producto escalar de los vectores © = (ay,...,a,),y = (by,...,b,) € R
es

P 113
j=1
Como veremos mas adelante, si z = (ay,...,a,), y = (by,...,b,) € C"

conviene definir
n

(r,y) = Zajb_j’ (1.14)
j=1
donde Z indica el conjugado de z € C. Ya que ¢ = ¢ si ¢ € R, la expresion
anterior coincide con (1.13) cuando x,y € R".

Asi pues, de forma general el producto escalar (x,y), siendo x = (ay, ..., a,)
yy=(b1,...,b,) vectores en K", estd definido por (1.14).

Fijemos 1 < p < oo y sean z = (ay,...,a,),y = (b1,...,b,) € K"
Usando primero la desigualdad del triangulo, teniendo presente enseguida que
|e| = |c], Ve € K, y usando después la desigualdad de Holder con a4, ... |a,]
y |b1], - - |bn|, resulta

>

j=1

ool =D adi| < Y lagllbs] < Nzl llyll,. (1.15)

Sea p = 1. Entonces ¢ = co y para x = (a1,...,a,),y = (b1,...,b,) € K",
se cumple

() < Y lallbgl < Y lagllIyllse = 1 ]1ylloo- (1.16)
j=1 Jj=1
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Consideremos finalmente p = co. Entonces ¢ = 1 y procediendo como en
el caso anterior llegamos a que

[z, )| < lelloollylly, Yo,y e K™ (1.17)

De (1.15), (1.16) y (1.17) obtenemos el siguiente resultado, al cual también
llamaremos desigualdad de Holder.

Corolario 1 (Desigualdad de Holder). Sean p € [1,00] y q su exponente
conjugado. Entonces

[z o) < llzllpllylly ¥,y € K™

Teorema 4. Si 1 < p < oo, entonces ||-||, es una norma en K", a la cual
llamaremos norma p.

Demostracion De acuerdo al teorema 1, es natural considerar tres casos:
p=1,1<p<ooyp= 0. Los casos en que p =1 o p = oo se establecen
directamente y quedaran a cargo del lector.

Supongamos entonces que 1 < p < oco. Como ya se menciond, las pro-
piedades a) y b) que debe satisfacer una norma se establecen sin dificultad.
Nos concentraremos en la desigualdad del tridngulo. Sean = = (aq, ..., a,),
y=(by,...,b,) € K" Sea j € {l,...,n}. Entonces

|a; 4+ b;[P = |a; + bslla; + b;[P~" < Jasl|a; + b;[P~" + |bsl|a; + b[P "

Lo cual implica que

n

lz+ylls = la; + ;P < laglla; + b7~ + > [blla; + b

J=1 Jj=1 Jj=1

Usando ahora la desigualdad de Holder y observando que (p — 1)g = p,
resulta

Iz + vl
1 ) . .
n P n q n » n !
< (Sorar) (S ) o (o) (o)
=t 7=l j=1 j=1

= (llzllp + [[yll») (Z |, +bj|”) = (llzllp + lyllp) 1=+ ylls (1.18)
j=1
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Si [z +y|l, = 0, claramente |z + yl|, < ||lz[|, + ||y/|,- Supongamos ahora
p

que ||z 4+ y|| > 0. Entonces al dividir en (1.18) entre ||z + y||; y notar que
p(1—3) =1, obtenemos [z + y|, < [z, + [[yll,. 0

Observacion 6. Sea 1 < p < co. A la desigualdad del tridngulo en (K™, ||-||,,)
se le conoce como desigualdad de Minkowski. Notemos que ésta toma la forma

(Z o+ bj”>; < (Z aj”>; + (Z |bj|p> g

7j=1 7=1 7j=1
siendo ay,...,a,,b1,...,b, € K.

1.3. Completez

Habiendo introducido el concepto de convergencia en un espacio norma-
do, surge naturalmente la cuestién de determinar aquellas propiedades de la
convergencia en K que se conservan en este contexto mucho mas general. La
propiedad que resulta desempenar fundamental es la del criterio de Cauchy,
el cual senala la equivalencia para una sucesion en K entre ser convergente y
ser de Cauchy. Mas adelante veremos que este criterio no siempre es valido.
Sin embargo, como podremos apreciar, los espacios normados donde el cri-
terio de Cauchy se cumple aparecen de manera natural y resultan ser muy
importantes en las aplicaciones.

Definicién 7. Sea X un espacio normado. Una sucesion {x,} C X es de
Cauchy si, para cada € > 0, existe N € N tal que
lxn — zm|| <€, Ym,n > N.
Lema 7. Sea X un espacio normado. Si {z,} C X es una sucesién conver-
gente, entonces es de Cauchy.
Demostracién Sea {x,} C X un sucesién convergente, digamos a x € X.
Tomemos m,n € N y notemos que
l2n = @l < lam — 2l + [l2 — 2. (1.19)

Sea € > 0. Ya que x, — x, sea N € N tal que ||z, —z|| < §, Vn > N.

Entonces, al usar (1.19) resulta que ||z, — z,.|| <€, Vm,n > N. O

Notas
Clase 5, febrero 13, 2023
Fernando Galaz Fontes



