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Ejemplo 10. Para cada n € N, denotaremos por e, la sucesiéon en K cuyo
n-ésimo término es 1 y todos los demaés son 0. Tomemos

B :={e, :n € N} C S(K),

y notemos que es linealmente independiente. Llamaremos a B sistema canoni-
co.
Definimos enseguida el espacio

o0 == {{a,} CK: existe N € N tal que a, =0, Vn > N}.

Notemos que ¢y o = (B), esto es, ¢ o es el espacio vectorial generado en
S(K) por la base canénica B. Ademas B C 1 <p<ooy B C c.

Proposicion 1. Sea X =P donde 1 < p < oo 0 X = ¢y. Entonces

oo
T = Zanen, Vo ={a,} € X. (1.30)
n=1
Demostracién Sea v = {a,} € X. La N-ésima suma parcial de la serie
> | ane, es entonces Sy = 25:1 anen = (ay,...,ay,0...). Para establecer
(1.30) debemos probar que ||z — Sy||x — 0, cuando N — oo.
Consideremos primero 1 < p < co. Puesto que Y7, |a,|? < oo, conclui-

mos que

l = Sxllp = ( > !an|p> — 0,

n=N+1
cuando N — oo y
Para terminar, tomemos X = ¢y. Ya que a,, — 0, en este caso obtenemos
que, cuando N — oo,

|lx — Sn|leo = sup{lan| :n > N} — 0. O

Observacién 11. Resulta de interés observar que la igualdad (1.30) indica
que el sistema canénico {e,} se comporta en X de manera “parecida” a como
lo hace una base en un espacio vectorial de dimensién finita.

Veamos ahora que la igualdad (1.30) no se cumple en ¢ C (. Para
ello tomemos como z la sucesién constante 1, esto es, z := {a,}, donde
a, :=1,¥Yn € N. Claramente, x € c. Sean N, M € N, N > M. Entonces

1Sx — Sarlloe = (0, .,0,1,. .., 1,0.. )]l = 1.
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Esto indica que la sucesién de sumas parciales {Sy} no es de Cauchy vy,
por lo tanto, no converge en ¢>. En particular, no se cumple (1.30).

Ejemplo 11. Consideremos el espacio de Banach (> = (?(K) y notemos

que la sucesién s = {+} € (2. Usando el ejemplo 10 con X = (*, resulta
- oo 1 , . oo 1 . .

§ = . 1 nen. Asi, laserie )~ ~e, es convergente. Sin embargo, la serie

de sus normas es -, %, la cual no es convergente. En conclusién, aunque

es convergente, la serie Y %en no converge absolutamente.



Capitulo 2

Topologia y continuidad en
espacios métricos

Introduccién

Después de conocer varios espacios de Banach, nos interesa ahora in-
troducir y analizar en un espacio normado los conceptos béasicos con que
trabajamos en R" y que nos permiten estudiar propiedades de funciones, so-
bre todo su continuidad. Para ello serda conveniente trabajar en el marco de
espacios topoldgicos y espacios métricos.

Sean X un espacio normadoy M C X. Si M no es un subespacio vectorial,
la restriccién de ||-|| a M no es una norma. Luego, el estudio de una funcién
f M — K no puede realizarse en el contexto de espacios normados. Por
otra parte, notemos que el analisis de funciones definidas en un subconjunto
D C R™ muchas veces no depende directamente de la estructura vectorial en
su dominio, sino que se lleva a cabo a través de la funcién distancia

d(l‘,y) = HZL’ - yH27 vxvy e M.

Esto motiva el concepto abstracto de métrica y, con €él, el de espacio métrico.

Aunque para los propésitos de este trabajo seria suficiente considerar es-
pacios métricos, resulta conveniente desarrollar algunos aspectos en un con-
texto més general, que serd el de un espacio topolégico. Recordemos que
la idea de espacio topolégico se puede motivar notando que varios concep-
tos definidos originalmente mediante la norma euclidiana en R", se pueden
describir usando solamente los correspondientes conjuntos abiertos.
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36CAPITULO 2. TOPOLOGIA Y CONTINUIDAD EN ESPACIOS METRICOS

2.1. Espacio topoldgico y continuidad

Sea E cualquier conjunto. Una topologia en E es una coleccién 7 de sub-
conjuntos de F con las siguientes propiedades:
a) 0, E €.
b) SiV, € 7, Va € I, entonces UyeV, € T.
c)SiVy,...,V, €7, entonces ViN---NV, €r.
En este caso llamaremos a (F, 1) espacio topoldgico. Ademés, si V' € 7 dire-
mos que V' es un conjunto abierto.

Es costumbre no senalar explicitamente la topologia 7 involucrada, sino
simplemente decir que F es un espacio topoldgico.

Definicién 1. Sean F un espacio topoldgico y A C E. Un punto p € A es
punto interior de A, si existe un conjunto abierto V tal que p € V' C A. En
este caso también diremos que A es vecindad de p.

El conjunto de puntos interiores de A se denotars por A°. Claramente

A"C A VACE.
El concepto de interior tiene las siguientes sencillas propiedades.

Proposicion 1. Sean E un espacio topologico y A, B C F.
i) Si A C B, entonces A° C B°.
i) Si A es abierto, entonces A = A°.

iii) AY es abierto.

Demostracién i) Sea p € A°. Luego, existe un conjunto abierto V tal que
p €V C A Entonces p € V C B. Esto indica que p € BY.

ii) Sea p € A. Luego p € A C A. Siendo A un abierto, esto indica que p € A°.
Por consiguiente A C A°. Ya que A° C A, resulta A = A°.

iii) Segiin la definicién de punto interior, para cada p € A° existe un abierto
V, tal que p € V, C A. Luego A° C Uyca0V,. Por otra parte, también
por la definicién de punto interior, resulta que V, C A° y, en consecuencia,
UpeaoV, C A°. Esto implica que AY = Uyca0V}, y, por lo tanto, A° es abierto.
(Il

Definicién 2. Sea E un espacio topoldgico. Un conjunto K C FE es cerrado,
si su complemento K¢ :={z € E:x ¢ K} es abierto.
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Usando las leyes de De Morgan, es sencillo verificar que los subconjuntos
cerrados en E tienen las siguientes propiedades.
Proposicion 2. Sea E un espacio topologico. Entonces:
i) 0 y E son cerrados.
i1)Si K, es cerrado, Voo € T # ), entonces Naer Ko s cerrado.
ii1) Si Ky, ..., K, son cerrados, entonces K1 U---U K, es cerrado.
Definicién 3. Sean E un espacio topoldgicoy A C E. Al conjunto de puntos

x € E tales que, para cada vecindad V' de z, se cumple que V N A # 0 lo
llamaremos cerradura de A y se denotara por A.

A continuacién presentamos unas propiedades bsicas de la cerradura. No-
temos primero que A C A, VA C E.

Proposicion 3. Sean E un espacio topologico y A, B C F.
i) Si A C B, entonces A C B.
i) Si A es cerrado, entonces A = A.

ii1) A es cerrado.

Demostracién i) Supongamos que p € A y sea V una vecindad de p. Luego,
VNA#D. Yaque AC B, se sigue que V N B # (). Esto indica que p € B.

ii) Sélo resta probar que A C A o, equivalentemente, A°¢ C A% Sea x € A
Al ser un conjunto abierto, A¢ es vecindad de z. Ya que A°N A = (), resulta
que x € A.
iii) Debemos probar que A es abierto. Por la proposicién 1, basta entonces
establecer que cada punto de A es un punto interior.

Sea pues p € A°. Luego, existe una vecindad V de p tal que V N A = 0.
Esto implica que p € VO C A°. O

Lema 1. Sean E wun espacio topoldgico y Ai,..., A, C E. Entonces
A1UUAn:A1UUAn

Demostracién Hagamos A = A, U...UA, v B = A4, U...UA,. Puesto
que Ay U...UA, C B, después de tomar cerradura y tener presente que B
es cerrado, resulta A C B. Por otra parte, para cada j = 1,...,n, A; C A.
Siendo A cerrado, esto implica que A_] CAj=1,...,n. Luego BC A. O

Notas
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