ANALISIS FUNCIONAL I: TAREA 11
A continuacién V, W y Z son espacios vectoriales, y X y Y normados.
1. Sea Z un espacio vectorial complejo. Si ¢ : Z — R es un funcional R-lineal
v U(z2) :=p(z) —ip(iz),Vz € Z, prueba que ¥ es un funcional C-lineal.

2. Sea FP el espacio de funciones continuas f : [—m, 7] — C con periodo
27, esto es f(—m) = f(m). Prueba que FP, con la norma del supremo, es un
espacio de Banach.

Definicién Sea X un espacio normado. Un operador lineal P € £(X) es una
proyeccion, si P? = P.

3. Sean I el operador identidad en X y P € £(X) una proyeccién. Prueba:
i) I — P también es una proyeccion.

ii) R(P) = N(I — P). Luego, P tiene rango cerrado.

iii) X = R(P) ® N(P).

4. Sean V C X un subespacio vectorial y T': V' — X un operador lineal. Si
existen 0 <a <1y 0<b<1talesque|x—Tzx|| <a|Tz|+0b|z|,VzeV,
prueba que 7' : V' — R(T) es un isomorfismo topolégico.

5*. Sea T': X — Y un operador lineal lineal. Si dim R(T) < ooy N(T) es
cerrado, prueba que T es continuo.

6. Sea V' un subespacio de X. Si los espacios normados V' y X/V son com-
pletos, prueba que X también lo es.

7*. Sean m € Ny {P,} una sucesiéon de polinomios con grado < m. Si
P,(x) = 0,Vx € [0, 1], prueba que la convergencia en [0, 1] es uniforme.

8. Sea B : XxY — Z una funcién bilineal continua. Para cada x € X defi-
namos la funcién B, : Y — Z por B,(y) := B(x,y).

i) Prueba que B, € L(Y, Z), Vz € X.

ii) El operador T : X — L(Y, Z) definido por Tz := B, es lineal y acotado.
9. Consideremos el espacio normado X = ¢y con la norma del supremo. De-
finamos T'(zy,...,2,...) = (21, %,...,%,...). Prueba:

i) T'e £(X). ii) T es un isomorfismo. iii) 7" no preserva abiertos.

10. Sean M y N espacios métricosy f: M — N.Si G(f) C Mx N es cerrado
y N es compacto, prueba que f es continua.

11*. Sea s € S(K). Si sz € ¢!,V € (', prueba que s € (.
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SUGERENCIAS

5*. Considera el espacio cociente.

7*. Observa que el espacio correspondiente de polinomios tiene dimensién
finita y trata de introducir una norma adecuada.

11*. Prueba la proposicién contrapositiva.



