ANALISIS FUNCIONAL 1: TAREA 16

A continuacién V' y W son espacios vectoriales, {2 C R™ es un conjunto
medible y X, Y son espacios normados.

1*. Sean X # {0} y V C X un subespacio que no es denso en X. Si X es
separable, prueba que existe un conjunto S C X tal que:

i) S es numerable y linealmente independiente.
i) VN (S)={0} y V+(S) es denso en X.

2. Sea H un espacio de Hilbert. Si T': H — H es inyectivo y tiene rango
cerrado, prueba que 7' es suprayectivo.

3*. Si X es un espacio de Banach y dim X = oo, prueba que X no tiene una
base de Hamel contable.

4. Prueba que todo espacio de Hilbert tiene una base ortonormal.

5. Prueba que |T'|| = sup{|(Tz, )| : ||lz|| < 1,]|¢ll < 1},VT € L(X,Y).

6. Prueba que dim X* = dim X.

7.51T: X — Y es lineal y débilmente continuo, prueba que T es continuo.

8. Sean H un espacio de Hilbert y V' un subespacio de H. Si f € V*, prueba
que la extension senalada por el teorema de Hahn-Banach es tinica.

9. Sean p € (1,00) y ¢ su exponente conjugado. Prueba la desigualdad de
Holder: [o [ fllgldp < | fllpllglle, ¥V f.9 € LO(3).
10. Determina si la funcién f(z) = N A= (0, 1], es esencialmente acotada.

11. (Véase el ejercicio 15.12) Sea T : L(R™) — B(R™) el operador de Fourier
definido por T'f = f. Prueba que T' es un operador lineal y acotado.

12. Para f € X := L*(0,1), definamos T'f(x) := [ f(s)ds, Va € [0,1].
i) Verifica que Tf € X y T € L(X).
ii) Establece que |7 < \%
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SUGERENCIAS

1*. Observa que X/V es separable.

3*. Considera el teorema de Baire.



