
ANALISIS FUNCIONAL I: TAREA 4

Enseguida V,W y Z son espacios vectoriales y X un espacio normado.

1*. Sea X un espacio normado real. Prueba que la función

∥x+ iy∥C := sup0≤t≤2π ∥x cos t+ y sen t∥
define una norma en la complejificación XC.

2. Sea φ : V → K un funcional lineal, φ ̸= 0.

i) Prueba que V se puede expresar como V = N(φ)⊕W , donde dimW = 1.

ii) Determina codimN(φ).

3. Sea T : V → W un operador lineal. Si B ⊆ W es convexo, prueba que
T−1(B) es convexo.

4. Si X y Y son espacios de Banach, prueba que X×Y también lo es.

Definición Sean ∥ · ∥ una seminorma definida en V y N := {x ∈ V : ∥x∥ =
0}. En el espacio cociente V/N definamos la función ∥·∥s por ∥[x]∥s := ∥x∥.

5. Prueba que ∥·∥s es una norma, a la cual llamaremos norma inducida por
la seminorma ∥ · ∥.

6. Sea 0 < p < r ≤ ∞. Prueba que la contención ℓp ⊆ ℓr es propia.

7. Sea 0 < p < 1 y definamos ρ : ℓp → [0,∞) por ρ(x) := ∥x∥pp. Prueba:
i) ρ(x) = 0 si, y sólo si, x = 0.

ii) ρ(λx) = |λ|pρ(x).
iii) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y).

Definición Sean a, b ∈ R tales que a < b. Para una función R-integrable
f : [a, b] → K definamos ∥f∥p :=

∫ b

a
|f |.

8. Prueba que ∥ · ∥p es una norma en C([a, b],K).

9. Determina si el espacio normado (C[a, b], ∥ · ∥1) es completo.

10. Sean a, b ∈ R tales que a < b.

i) Si f : [a, b] → [a, b] es continua prueba que f tiene un punto fijo.

ii) ¿Es único?
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SUGERENCIAS

1*. Para establecer la homogeneidad, expresa λ ∈ C como λ = reiθ donde
r ≥ 0 y θ ∈ R.


