ANALISIS FUNCIONAL I: TAREA 8
Enseguida V, W y Z son espacios vectoriales, y X y Y son normados.

Definicién Una funcion B : VW — Z es bilineal si, para cada vy € V' y
wo € W, las funciones w — B(vg, w) y v — B(v,wy) son lineales.
1. Prueba que, con las operaciones usuales entre funciones, las funciones bi-
lineales B : VxW — Y forman un espacio vectorial.
2. (Continuacién del ejercicio 7.2.) Consideremos en S la relacién de equiva-
lencia ~ determinada por Sp:  {z,} ~ {yn}, si {zn} — {yn} € So.
v) Prueba que [[{z,}| = lim, s ||Z,||x s una norma en S/S,.
vi) Si X es completo, prueba que X y §/Sy son isomorfos.

3. Si V C X es un subespacio vectorial y V9 es no-vacfo, prueba que V = X.

4. Sean X un espacio normado y vy, vy,...,v, € X. Prueba que la funcién
P : K — X definida por P(z) = vy + zv; + - - - + 2"v,, es continua.

5. Sea D un conjunto no-vacio y X = B(D,R). Para f € X, definamos

S(f) :=sup{f(x):x € D}. Prueba que S : X — R es continua.

6. Sea E un espacio topolédgico. Prueba:

i) Si BC AC E y A es de la primera categoria, entonces B también lo es.

i) La unién numerable de conjuntos de la primera categoria también lo es.

7*. Sean K C R™ un conjunto compacto no-vacio y f : K — K. Si

d(f(x), fy)) < d(xz,y) cuando z,y € M y x # y, prueba:

i) f tiene un tnico punto fijo .

ii) Si zp € K, entonces {f™(zo)} converge a x.

8*. Sean a,b € R tales que a < by p € [l,00). Sig: [a,b] = R" es continua,
b b

prueba que || [ gll, < [, [lgll,-

9. i) A partir de la funcién constante f; = 1, construye las dos primeras

iteraciones de Picard para el problema % = t? + 22, z(0) = 1.

ii) Prueba que la solucién al problema anterior existe y es unica en [-0.22,0.22].

10. Sean f : R? — R de clase C', ty, 29 € R. Si f es acotada, prueba que la

solucién del problema d_f = f(t,z), z(ty) = xo, existe en todo R.
11. Sean €2 C R™ un conjunto abierto y no-vacioy f : Q — R". Si f es de

clase C*, prueba que f es de Lipschitz en cada conjunto compacto K C €.
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SUGERENCIAS

7*. 1*) Considera la funcién h(z) := d(f(z),x), v € K.

ii) Observa que la sucesién {d(f"(zo),p)} es convergente. Después procede
por contradiccién y encuentra x € K tal que d(z,p) = d(f(x),p).

8*. Considera la prueba realizada en clase para p = 2.



