ANALISIS FUNCIONAL I: TAREA 9

Enseguida V' y W son espacios vectoriales y X, Y y y Z son normados.
Definicién La nulidad de un operador lineal T : V' — W se define por
a(T) = dim N(T').
.SiT:V - WyS: W — Z son operadores lineales, prueba que
a(ST) < o(T) + a(9).
2.851T:V — W es un operador lineal, prueba que su grafica G(T) C VxW
es un subespacio vectorial.

Sean a,b € R tales que a < by tomemos I = [a, b]. Entonces

CHI):={f:1—R, fesdeclase C'}.

3. Prueba: i) C'(I) es un espacio vectorial.
i) || fllcr := max{|| flloos || f']loc} €8 una norma en C*(I).
iii) Con esta norma, el espacio C*(I) es completo.
4.* Si K es un conjunto métrico compacto, prueba que C(K,K) es isométri-
camente isomorfo con un subespacio de ¢*°(K).

5*. Sean E un espacio topolégico y M un espacio métrico. Supongamos que,
paracadan € N, f,, : E — M es una funcién continuay f,(z) — f(z),z € E.
Para cada k,n € N definamos Ay, = {z € M : d(f,(2), fi(z)) < £, j > n}
y Ar = U, AR, Si x € N2, A, prueba que f es continua en z.

6*. Sea M un espacio métrico completo no-vacio. Si M no tiene puntos ais-
lados, prueba que M es no-numerable.

7. Encuentra una funcién f: R — R tal que |f(z) — f(y)] < |x—y|siz #y,

y que no tenga puntos fijos.
8*. Sean f:R? — Ry (to,z9) € R Si f es continua y % existe y es acotada

en R?, prueba que la solucién del problema % = f(t,x), z(ty) = o, existe
en todo R.

9. Sea T : X — Y un operador lineal. Prueba que T no es acotado si, y sélo
si, existe una sucesién {z,,} C X tal que z,, > 0y ||[Tz,| = 1.

10. Si{7,,} € L(X,Y) es una sucesion acotada, D C X es total y T,, — 0 en
D, prueba que 7, — 0 en X.

11. Sea B : X xY — Z una funcion bilineal. Prueba que B es continua si, y
sélo si, existe ¢ > 0 tal que ||B(z;y)|| < ¢|lz| ||y|,Yz € X,y €Y.

12. Sean p € [1,00) y C} := (C",[|-||,). Encuentra |||, donde ¢ : C}} — C

estd definida por ¢(ay,...,a,) =a; + ...+ a,.
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SUGERENCIAS

. Considera los operadores lineales T': N(ST) — N(S)y S: N(S) = Z.)
. Ten presente que K es separable.
. Observa que si z € A ,, entonces d(f,(z), < f(x)) <

. Considera el teorema de Baire.

x|

. Considera la prueba del teorema de existencia y unicidad.



