
ANALISIS FUNCIONAL 2: TAREA 9

1. Prueba que L1(Ω)∗ = L∞(Ω), para cualquier conjunto medible Ω ⊂ Rn.

A continuación, X y Y siempre son espacios normados.

2. SeaH un espacio pre-Hilbert, {xn} ⊂ H y x ∈ H. Si xn
w→ x y ∥xn∥ → ∥x∥,

prueba que xn → x.

3. Sea 1 < p < ∞, {xn} una sucesión en ℓp y x ∈ ℓp. Expresemos x := {am}
y xn := {an,m}, ∀n ∈ N. Prueba que {xn} converge débilmente a x si, y sólo
si, {xn} es acotada y am,n → am cuando n → ∞, ∀m ∈ N.

4. Sea K un espacio métrico compacto con infinidad de elementos. Prueba:

i) Existen una sucesión {xn} ⊂ K formada por puntos distintos entre śı y
x ∈ X tal que xn → x y x ̸= xn,∀n ∈ N.
ii) Para cada n ∈ N existe una vecindad abierta Vn de xn tal que Vn∩Vm = ∅
si n ̸= m.

Para cada n ∈ N escojamos fn ∈ C(K,R) tal que 0 ≤ fn ≤ 1, fn(xn) = 1
y sopfn ⊂ Vn. Dada s := {an} ∈ c0 definamos fs(x) :=

∑∞
n=1 anfn(x).

iii) Prueba que fs está bien definida y que la correspondencia s 7→ fs define
una isometŕıa lineal de c0 en C(S).

iv) Concluye que C(K) no es reflexivo.

5. Dada una función g : S1 → K, definamos f : [−π, π] → K por f(θ) :=
g(eiθ). Prueba que g es continua si, y sólo si, f lo es.

6. Prueba que

{
eikx

2π
: k ∈ Z

}
forma una base ortonormal de L2(−π, π).

7. (Lema de Riemann-Lebesgue) Dada f ∈ L1(−π, π), sea {an} la sucesión
de sus coeficientes de Fourier respecto de las funciones { cosnt√

π
} y {bn} la suce-

sión de sus coeficientes de Fourier respecto de las funciones { cosnt√
π
}. Prueba

que an → 0 y bn → 0. (Sug.: aproxima f por funciones en L2(−π, π).)

8. Sea A un álgebra y {Aα : α ∈ J} una familia no vaćıa de subálgebras de
A. Prueba que ∩α∈IAα es también una subálgebra de A.



Definición Sea A un álgebra. El álgebra generada por B ⊂ A esA(B) := ∩E,
donde la intersección se toma sobre todas las subálgebras E ⊂ A tales que
B ⊂ E. Si A tiene elemento identidad e, definimos el álgebra con identidad
generada por B como la generada por el conjunto B ∪ {e}.
9. Sea A un álgebra con identidad.

i) Prueba que el álgebra con identidad generada por x ∈ A, es P(x) :=
{P (x) : P ∈ P(K)} y que ésta álgebra es conmutativa.

ii) Describe el álgebra generada por x ∈ A.

10. Si A es una matriz de orden n (con entradas en K), prueba que existe un
polinomio P ̸= 0 tal que P (A) = 0.

Definición a) Un espacio vectorial topológico X es un espacio vectorial pro-
visto con una topoloǵıa Hausdorff respecto a la cual las operaciones de suma
S : X2 → X y de multiplicación por escalares M : K×X → K son continuas.
(En X2 y en K×X se considera la topoloǵıa producto correspondiente.

b) Un espacio vectorial topológico es localmente convexo, si dados x ∈ X y
un abierto U tal que x ∈ U , existe un abierto convexo V tal que x ∈ V ⊂ U .

11. Sean X un espacio vectorial y S := {∥ · ∥α : α ∈ J} una familia de semi-
normas que sólo se anulan en 0. Prueba:

i) X, con la topoloǵıa inducida por , es un espacio vectorial topológico.

ii) X es localmente convexo.
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