ANALISIS FUNCIONAL 2: TAREA 9
1. Prueba que L'(Q)* = L>=(Q), para cualquier conjunto medible Q C R".
A continuacion, X y Y siempre son espacios normados.

2. Sea H un espacio pre-Hilbert, {x,} C Hyx € H.Siz, = zy ||z,| — ||z|,
prueba que z,, — .

3. Sea 1 < p < oo, {x,} una sucesién en * y x € (P. Expresemos z:= {a,}
Y Tp:= {anm}, Vn € N. Prueba que {z,} converge débilmente a x si, y sélo
si, {z,,} es acotada y a,,,, — @y, cuando n — oo, Vm € N.

4. Sea K un espacio métrico compacto con infinidad de elementos. Prueba:

i) Existen una sucesiéon {z,} C K formada por puntos distintos entre si y
re Xtalquezr, »>zyxr#ux,VneN.
ii) Para cada n € N existe una vecindad abierta V,, de z,, tal que V,,NV,, =0
sin #m.

Para cadan € N escojamos f,, € C(K,R) talque 0 < f,, <1, f,(z,) =1
y sopfn, C V,. Dada s:= {a,} € ¢y definamos fs(x):=> 7 anfolx).
iii) Prueba que f, estd bien definida y que la correspondencia s +— fs define
una isometria lineal de ¢q en C(.5).

iv) Concluye que C'(K) no es reflexivo.
5. Dada una funcién g : S' — K, definamos f : [, 7] — K por f(f) :=
g(e?). Prueba que g es continua si, y sélo si, f lo es.
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6. Prueba que {62

1k € Z} forma una base ortonormal de L*(—m, ).
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7. (Lema de Riemann-Lebesgue) Dada f € L'(—m,7), sea {a,} la sucesiéon
de sus coeficientes de Fourier respecto de las funciones {%\Em} y {b,} la suce-

sién de sus coeficientes de Fourier respecto de las funciones { &\/}:t} Prueba
que a, — 0y b, — 0. (Sug.: aproxima f por funciones en L*(—m,7).)

8. Sea A un algebra y {4, : a € J} una familia no vacia de subalgebras de
A. Prueba que Nyer A, es también una subalgebra de A.



Definicién Sea A un élgebra. El dlgebra generada por B C A es A(B):= NE,
donde la interseccion se toma sobre todas las subalgebras F C A tales que
B C E. Si A tiene elemento identidad e, definimos el dlgebra con identidad
generada por B como la generada por el conjunto B U {e}.

9. Sea A un élgebra con identidad.

i) Prueba que el élgebra con identidad generada por x € A, es P(z) :=
{P(z) : P € P(K)} y que ésta algebra es conmutativa.

ii) Describe el algebra generada por z € A.

10. Si A es una matriz de orden n (con entradas en K), prueba que existe un
polinomio P # 0 tal que P(A) = 0.

Definicién a) Un espacio vectorial topolégico X es un espacio vectorial pro-
visto con una topologia Hausdorff respecto a la cual las operaciones de suma
S : X? — X y de multiplicacién por escalares M : K x X — K son continuas.
(En X? y en K x X se considera la topologfa producto correspondiente.

b) Un espacio vectorial topoldgico es localmente convezo, si dados x € X y
un abierto U tal que x € U, existe un abierto convexo V tal que x € V C U.

11. Sean X un espacio vectorial y S:={|| - || : @ € J} una familia de semi-
normas que soélo se anulan en 0. Prueba:

i) X, con la topologia inducida por , es un espacio vectorial topolégico.

ii) X es localmente convexo.
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