
ANALISIS FUNCIONAL 2: TAREA 10

1. Sean Ω ⊂ Rn un conjunto con medida finita y 1 < p < 2. Prueba:

i) Si φ ∈ Lp(Ω)∗, entonces existe g ∈ L0(Ω) tal que φ(f) =
∫
Ω
fg, ∀ f ∈

L2(Ω). (Sug.: trata de proceder como en el caso p = 1).

ii) g ∈ Lq(Ω). Concluye que el operador de Riesz Rp es suprayectivo.

2. Sea f : [0,∞) → K una función medible que es integrable en [0, x], ∀x ≥ 0
Prueba que V f : [0,∞) → K dada por V f(x) :=

∫ x

0
f(s)ds es continua.

3. Sea f ∈ L1(Rn). Prueba que su transformada de Fourier f̂ pertenece a
C0(Rn). (Sug.: Considera primero el caso en que f es la función caracteŕısti-
ca de un conjunto de la forma I1 × . . . × IN , siendo cada Ij un intervalo
acotado; después trata el caso de una funcion escalonada y finalmente el caso
general, teniendo presente el ejercicio 7.10.)

4. Sea s := {an} ⊂ K una sucesión tal que |an| = 1, ∀n ∈ N. Dada
x := {xn} ∈ ℓ2, definamos Usx := {anxn}. Prueba que Us ∈ ℓ2 y que
Us : ℓ

2 → ℓ2 es un operador unitario.

5. Prueba que
{√

2
π
sennx : n ∈ N

}
constituye una base ortonormal en

L2(0, π). (Sug.: dada f ∈ L2(0, π), extiéndela de manera impar a (−π, π).)

6. Sean A un álgebra de Banach y x, y ∈ A. Si x y y conmuta, entre śı, prueba
que exey = ex+ y. Concluye que, para cada x ∈ A, ex es invertible.

7. Sea A un álgebra. Si x, y ∈ A son invertibles y conmutan entre śı, prueba
que sus inversos también conmutan.

Definición Sea (A,+, ·) un anillo. Un conjunto M ⊂ A es un ideal (bilate-
ral) si cumple: 0 ∈ M ; si x, y ∈ M , entonces x+ y ∈ M ; si x ∈ M , entonces
−x ∈ M ; si y ∈ A, x ∈ M , entonces xy, yx ∈ M .

8. Sean A un álgebra con identidad y M ⊂ A . Prueba que M es un ideal si,
y sólo si, M es un subespacio vectorial de A y si x ∈ M, y ∈ A, se cumple
que xy, yx ∈ M .

9. Sean T ∈ L(X), λ ∈ K y {xn} ⊂ X tal que ∥xn∥ = 1, ∀n ∈ N. Prueba
que λ ∈ σ(T ) en los siguientes casos:

i) Si (T − λI)xn → 0. ii) Si λn → λ y (T − λnI)xn → 0.



10. Sean X un espacio normado y T ∈ L(X). Supongamos que λj es un
valor propio de T y vj un vector propio correspondiente, j = 1, . . . , n. Si los
escalares λj’s son distintos entre śı, prueba que los vectores v1, · · · , vn, son
linealmente independientes.

11. Sea X un espacio vectorial topológico X, obtenido a partir de una fa-
milia de seminormas S := {∥ · ∥α : α ∈ J} que se anulan sólo en 0 y con-
sideremos una sucesión {xn} ⊂ X. Prueba que xn → 0 en X si, y sólo si,
∥xn∥α → 0, ∀α ∈ J .

Para revisar y entregarse el viernes 17 de abril, 2015.
Examen parcial 2: martes 21 de abril.


