ANALISIS FUNCIONAL 2: TAREA 16
Enseguida X y Y siempre son espacios normados.

1.Sea T € L(X). Siry(T) < 1, prueba que I —T € G(L(X)). (Compara este
resultado con el de la serie de Neumann.)

2. Supongamos que Y es completo. Si dimY = oo, prueba que el espacio
F(X,Y) C L(X,Y) no es cerrado.

Definicién Sea H un espacio de Hilbert separable. Un operador T' € L(H)
es de Hilbert-Schmidt, si H tiene una base ortonormal {e, : n € N} tal que

2 nen [Ten||* < oo

3. Sea H un espacio de Hilbert. Si " € L(H) es un operador de Hilbert-
Schmidt, prueba que T' es compacto.

4. (Continuacion del ejercicio 14.8) Sea 1 < p < co. Prueba que el operador
transpuesto de T': LP(€2) — LP(2) también es un operador integral y senala
su nucleo.

5. Prueba que la convolucién en L'(R") es una operacién conmutativa.

6. Muestra que puede suceder que X =V + W sin que V o W sea cerrado.
(Sug.: considera el ejercicio 3.9.)

7. Sea X un espacio de Banach. Si T € F(X), prueba que o(F) es finito.

8. Sea T : X — Y un operador lineal. Si X =V + W y T es 1-1 en W,
prueba que o(7) < dim V.

9. Sea T' € ®(X). Si ind(T) = 0, prueba que existe un operador invertible
Sel(X)yKeF(X)talqueT =S5+ K.

10. Sean X,Y y Z espacios de Banach y T' € L(X,Y),S € L(Y,Z). Si
ST € (X, Z), prueba que T € o7(X,Y).

11. Supongamos que dim X > 2. Sea T € L(X) tal que T"¢ = Ay, para algin
A€ Ky pe X*\{0}. Prueba que N(¢) es un subespacio de T" que es propio
e invariante bajo Conm(7").
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