
ANALISIS FUNCIONAL 3: TAREA 1

Enseguida H y Y siempre son espacios de Hilbert.

1. Sea Ω un conjunto arbitrario. Si h : Ω → Ω es una biyección, prueba que
f(A)c = f(Ac), ∀A ⊂ Ω.

2. Si P ∈ L(H) es una proyección y ∥P∥ = 1, prueba que P es una proyección
ortogonal.

3. Sea H un espacio pre-Hilbert real y definamos en su complejificación HC
la función ⟨x+ iy, u+ iv⟩C := ⟨x, u⟩+⟨y, v⟩+ i(⟨y, u⟩−⟨x, v⟩, ∀x, y, u, v ∈ H.
Prueba que ⟨·, ·⟩C es un producto escalar en HC.

4. Prueba: i) T ∗ ∈ L(Y,H) y ∥T∥ = ∥T ∗∥, ∀T ∈ L(H, Y ).

ii) (S + T )∗ = S∗ + T ∗, (λT )∗ = λT ∗, ∀S, T ∈ L(H, Y ), λ ∈ K.

5. Sean T ∈ L(Kn) y B = {e1, . . . , en} una base ortonormal de Cn. Si
A = (ai,j) es la matriz de T respecto de B, prueba que la matriz de T ∗

respecto de esa misma base es B = (bi,j), donde bi,j = aj,i.

Definición Un operador T ∈ L(H) es de Hilbert-Schmidt, si H tiene una
base ortonormal {en : n ∈ N} tal que

∑
n∈N ∥Ten∥2 < ∞.

6. Si T ∈ L(H) es un operador de Hilbert-Schmidt, prueba que T ∗ también.

7. Sean H y Y espacios de Hilbert y T ∈ L(H, Y ). Prueba:

i) R(T )⊥ = N(T ∗). Luego, R(T ) ⊂ Y es denso si, y sólo si, T ∗ es 1-1.

ii) R(T ) = N(T ∗)⊥.

Definición El radio espectral de T ∈ L(H) es rσ(T ) := sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}
si σ(T ) ̸= ∅ y rσ(T ) = {0} cuando σ(T ) = ∅.

8. Prueba que rσ(T ) = rσ(T
∗), ∀T ∈ L(H).

9. Prueba la desigualdad de Schwarz para un forma positiva.

10. Sea K ∈ L(H), {xn} ⊂ H y x ∈ H. Si K es compacto y xn
w→ x, prueba

que ⟨Kxn, xn⟩ → ⟨Kx, x⟩.

11. Si T ∈ L(H) es normal y T n = 0 para algún n ∈ N, prueba que T = 0.
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