ANALISIS FUNCIONAL 3: TAREA 8
Si no se indica otra cosa, H es un espacio de Hilbert y S,T € L(H).
1. Sean S, T € L(H) operadores positivos. Prueba que S < T si, y sélo si,

VS| < VT
2. Si T > 0 prueba que la funcién f(\):= /T + A, 0 < X es continua.
3. Si m < m, encuentra una funcién f € L*(Jr) ¢ Fr.

Si S y T son operadores autoadjuntos y ST = T'S, prueba:
4. |ST| = |S||T|.
5.8 +T[ < |S] +1T.
Definicién Sean 7' un operador autoadjunto y {E\} su resolucién de la
identidad. Para cada x,y € H, definimos la funcién

alz,y; ) == (E\x,y), VA eR.

Asimismo, a(z;-):= a(z, x; \).
6. Prueba que, para cada =,y € H, la funcién «(z,y;-) es continua por la
derecha y de variacion acotada. Ademas:
i) a(z,y;\) = 0, YA € (—oo,m). Por lo tanto, a(x,y;m™°) = 0.
i) a(z,y; \) = (zr,y), VX € [m,00).
iii) a(x;+) es no-negativa y mondtona-creciente.
7. Sea X un espacio normado. Prueba que {T" € £L(X) : dim R(T") < oo} es
un ideal.

8. Sea A un &lgebra normada. Si M C A es un ideal, prueba que M también.

9. Sea H un espacio de Hilbert separable. Si M C L(H) es unideal y T € M,
prueba que T*, |T| € M.

10. Sean a,b € R, a < b. Para cada x € [a, b] sea 6, := x{(}. Prueba:

i) 0, € BV]a,b], Vx € [a,b].

ii) Sean f,g: [a,b] - R. Si f € V]a,b] y g = f excepto en un nimero finito
de puntos, entonces g € BV [a, b].

11. Sean X y Y espacios normados, V' C X un subespacioy T : V — Y
un operador lineal cerrado. Si Y es completo y S € L(V,Y), prueba que
S+T:V —Y es cerrado.
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